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Mita on kuvaileva vaativuusteoria?

o Logiikassa on mairitelty selitys- ja selitettdvyysongelmat, joissa halu-
taan |6ytad joko pienin mahdollinen ekvivalentti kaava tai selitys sille,
miksi kaava luokiteltiin tietylld tavalla. Mutta entd jos halutaan seli-
tyksiad ratkaisuille, jotka koskevat muita systeemeji, kuten esimerkiksi
neuroverkkoja?

o Kuvailevassa vaativuusteoriassa pyritaan 1dytamaan sellaisia logiikan kie-
lid, jotka vastaavat ilmaisuvoimaltaan tdydellisesti tutkittavaa systee-
mia. Talldin kyseisen systeemin selitys- ja selitettdvyysongelmat palau-
tuvat kyseisen logiikan selitys- ja selitettavyysongelmiksi.

o Esimerkiksi: Jos |6ydetdan logiikan kieli, joka vastaa tédysin neuroverkko-
ja, niin kyseisid neuroverkkoja voidaan minimoida vastaavin tavoin kuin
kyseisen logiikan kaavoja. Neuroverkot ovat suunnattuja graafeja, jotka
laskevat reaaliluvuilla; 16ytddksemme vastaavan logiikan kielen, pyrimme
kdantdmaan neuroverkkojen sisdisen laskennan piireiksi eli suunnatuiksi
syklittdmiksi graafeiksi, jotka laskevat Boolen lukuarvoilla 0 ja 1 logii-
kan kaavojen tavoin.
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@ Neuroverkot liittyvat tekodlyyn ja koneoppimiseen ja ovat erittdin
ajankohtainen tutkimusaihe. Neuroverkossa ei toteuteta jotain ennalta
tunnettua algoritmia tietokoneella, vaan tietokone saadaan oppimaan
ratkaisuja itse. Tdm3 tapahtuu tutkimalla neuroverkon suorittamia
luokitteluja ja hienosddtdmalla sen parametreja, kunnes se osaa
luokitella tarpeeksi hyvin. Neuroverkko voidaan opettaa esimerkiksi
tunnistamaan kasin kirjoitettuja lukuja tai tunnistamaan kasvoja
kuvista.

@ Koska neuroverkko kdytdnndssa oppii algoritmin itse, edes sen
suunnittelija ei valttdmattd tiedd, milld perusteella neuroverkko
luokittelee syotteitd. N&in ollen neuroverkkojen selitettdvyys on
ajankohtainen tutkimusongelma. Kuvaileva vaativuusteoria antaa
tahan tydkaluja.
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@ Esimerkiksi EU:n yleinen tietosuoja-asetus edellyttds, ettd ihmisilld on
oikeus tietdd, milld tavalla heitd koskevia tietoja kdytetddn. Jos
ihmiseltd evatddn vakuutushakemus, ja hylkdamispaitcksen tekee
neuroverkko, niin ihmiselld on oikeus tietaa, minka tiedon perusteella
neuroverkko teki hylkdamispaatoksen. Neuroverkon tekemat luokittelut
pitdisi siis pystya selittdmaan.
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Tasta tutkimuksesta jotain tietoa

@ Tama seminaari perustuu tutkimusartikkeliin “Descriptive complexity
for neural networks via Boolean networks".

@ Artikkelin tarkoitus on avata ovea neuroverkkojen selitettdvyydelle
l6ytamalla yleistd neuroverkkoluokkaa vastaava logiikan kieli.
Avainasemassa on neuroverkkojen kddntaminen Boolen verkoiksi,
missa kdytetaan reaalilukujen sijasta vain lukuja 0 ja 1. Kaikki
neuroverkon sisdinen laskenta palautetaan bindariseen muotoon ja
tulkitaan logiikan Boolean network logic (BNL) kielella.

@ Tuloksina saadaan, ettd neuroverkko pystytdan tulkitsemaan logiikan
BNL kaavoilla ja painvastoin. Erityisesti tuloksista seuraa, etta
neuroverkkojen sisdiset epdlineaariset ja joskus monimutkaiset
“aktivointifunktiot” pystytddn kddntamain hyvin yksinkertaiseen
muotoon, joskin tdm3 kasvattaa neuroverkon kokoa.
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Seminaarin sisalto

@ Seminaari on kaksiosainen, eli kattaa sek3 tiistain etta torstain luennot.

@ Aloitamme esittelemalld logiikan BNLg seka sen laajennuksen BNL.
Naistd voi tulla yksinkertaisia tehtavid harjoitustehtaviin ja tenttiin.
Voidaan esimerkiksi pyytda kirjoittamaan ohjelma, joka toimii
tehtdvanannossa tarkennetulla tavalla.

@ Taman jilkeen esitellddn neuroverkot.

o Lopuksi esittelemme tutkimusartikkelin tulokset paapiirteittain.
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BNLg-ohjelma

Olkoon T = {X, Y, Z} jarjestetty joukko (X < Y < Z), jossa on kolme
Boolen muuttujaa (tdm3a tarkoittaa, ettd ne saavat arvoja 0 ja 1). Jokai-
seen muuttujaan liitetdan logiikan kaava, jossa kdytetdan jonon 7 muuttu-
jia. Jokainen muuttuja saa alkuarvon (yldindeksi 0), joka on 0 tai 1. Jokainen
muuttuja laskee itselleen uuden totuusarvon sijoittamalla muuttujien edelliset
totuusarvot omaan kaavaansa. Tatd voidaan jatkaa mielivaltaisen kauan.

X:—vynz, | X°=0, Xt=0, X2=1, xX3=1,
Y (— =X, Y=o, Yi=1, Y?=1, Y3=0,
Z:—XVZ | =1, Z'=1, Z?=1, Z®=1

Vasemmalla olevaa listaa, jossa on muuttujia ja niihin liitettyja logiikan kaa-
voja, kutsutaan logiikan BNLg ohjelmaksi (Boolean network logic, suom.
Boolen verkko -logiikka).
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Syéte ja tuloste

Koska ohjelman muuttujat on jarjestetty, niin muuttujien alkuarvot voidaan
nahdi bittijonona X°Y?Z% = 001; tit kutsutaan ohjelman sydtteeksi. Oh-
jelman muuttujista valitaan my8s tulostemuuttujat; valitaan tulostemuuttu-
jiksi esimerkiksi muuttujat X ja Z. Ohjelman tuloste on niin ikdan bittijono
XtZt, joka muodostuu tulostemuuttujien totuusarvoista jollakin ajanhetkel-
& t € N. Jos esimerkiksi maaritelldan, ettd ohjelma tulostaa ajanhetkelld
t = 2, niin sen tuloste on X222 = 11.

X:—vyanz, | X0=0, Xt=0, X?=1, X3=1,
Y - =X, Yo=0, Yl=1, Y?=1, Y3=0o,
Z:—XVZ | =1, Z'=1, 7°=1, Z®=1,

Ohjelman sydte on merkitty sinisell3 ja tuloste punaisella.
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Jos ohjelmalle annetaan eri syGte, se saattaa tuottaa eri tulosteen. Esimer-
kiksi syotteelld 010 sama ohjelma antaa tulosteeksi 00.

X—vyAanz | X°=0, Xxt=0, X>?=0, X3=
Y i— =X, YO—=1, vl=1 v?=1, Y3=1,
Z—XVZ. Z°=0, zZ'=0, 7?2=0, Z%3=0,

Ohjelma voidaan siis nahda laskentakoneena, joka kuvaa bittijonoja bittijo-

noille. Silla pystyy toteuttamaan esimerkiksi kaksiarvoisia funktioita {0, 1}% —

{0, 1}¢, missd £ < k. Yl oleva esimerkki toteuttaa erdan funktion {0,1}3 —
{0,1}2.
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Muuttujat

Olkoon VAR = {V; | i € N} &darettomasti numeroituva joukko muuttu-
jasymboleita (tai yksinkertaisesti muuttujia) ja olkoon <VAR muuttujien
jarjestys. Tyypillisesti kdytamme symboleita X, Y, Z, ... tai X1, X, ... viit-
taamaan joukon VAR alkioihin.

Jokainen joukko 7 C VAR indusoi jarjestyksen <7 joukon 7T alkioille. Toisin
sanoen, jos X, Y € T ja X <VAR ¥ niin X <7 Y. Saatamme yksinkertai-
suuden vuoksi merkitd joukon 7 jarjestystd ilman yldindeksid <, jos joukko
T on selvd kontekstista. Alaindeksejd kdyttdessd oletamme, ettd muuttujat
X1, ..., X, ovat jarjestyksessd X1 < Xo < -+ < X,,.
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BNLg: Syntaksi

Maaritelma 1

Olkoon T = {Xi,..., X} € VAR. Logiikan BNLy 7-ohjelma on kolmik-
ko (L, P,t), missa L on lista

Xl = ¢1;

Xn — 1/)175

missd 1, ...,1, ovat kielen ¢ := X; | =) | ¢ A ¢b maarittelemid kaavoja
(Xi € T), P C T on joukko tulostemuuttujia ja t € N on tulostusajan-
hetki.

v

Disjunktio, implikaatio ja ekvivalenssi voidaan maaritelld lyhennysmerkintdi-
na tavalliseen tapaan.
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BNLg: Semantiikka

Olkoon P = (L, P, t) jokin logiikan BNLg 7-ohjelma (P C T C VAR, t €
N) ja olkoon 7: 7 — {0,1} funktio. Merkitddn muuttujan X € T to-
tuusarvoa ajanhetkelld t € N yldindeksilld: X*t. Se maaritellddn induktiolla
seuraavasti:

o Ajanhetkelld 0 miaritelladn, ettd X0 = m(X).

@ Oletetaan sitten, ettd muuttujien totuusarvot on madritelty ajanhet-
kelli t € N. Ajanhetkelld t + 1 madritelldan, ettd X1 = 1, mikali
muuttujaan X liittyvd kaava 1) on tosi, kun siin3 esiintyvien muuttujien
totuusarvot tulkitaan ajanhetkelld t. (Tass3d ¢ on siis se kaava, jolla
X :— 1) esiintyy ohjelmassa.)

Ohjelman P sybte on bittijono X --- X2, missd T = {Xi,..., X,}.
Ohjelman P tuloste on bittijono Y{ --- Y/}, missd P = {Y1,..., Y;}.
Huomaa, ettd muuttujat on jirjestetty indeksien mukaan.
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Esimerkki: Leksikografinen jarjestys

Olkoon T = {Xi, ..., X,}. Tarkastellaan ohjelmaa

X1 :i— <—|X1 N /n\ Xk> V (Xl A \n/ _‘Xk) )

k=2 k=2
n n
X5 i— <—|X2 A /\ Xk> \ <X2 A \/ —\Xk> ,
k=3 k=3

X,, 0= —|X,,.

Ohjelman toimintaa voi kuvata yksinkertaisesti siten, ettd se kay lapi kaikki
n:n pituiset bittijonot leksikografisessa jarjestyksessa. Jos esimerkiksi n = 3
ja sydte 000, niin ohjelma kay lapi jonot jarjestyksessa 000 — 001 — 010 —
011 — 100 — 101 — 110 — 111 — 000 — ....
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Boolen verkot

Nimensd mukaan Boolen verkko -logiikan ohjelma voidaan esittdd (suunnat-
tuna) verkkona. Ohjelman muuttujat X tulkitaan solmuina vx. Solmusta vx
on sarma solmuun vy tasmalleen silloin, kun muuttuja X esiintyy muuttu-
jaan Y liitetyssa kaavassa. Esimerkiksi edellisten diojen esimerkissd muuttuja
X esiintyy muuttujan Y kaavassa —X, joten vastaavassa graafissa on sirma
solmusta vx solmuun vy. Voidaan ajatella, ettd solmut |ihettdvat totuusar-
vonsa toisilleen sdrmia pitkin ja muuttavat tilaansa sijoittamalla vastaanot-
tamansa viestit kaavaansa.

Kuva: BNLg-ohjelman X :(— Y A Z; Y :— =X, Z :— X V Z esitys suunnattuna
graafina.
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BNL-ohjelma

Logiikan BNLg ohjelmissa tulosteen pituus on aina korkeintaan sy&tteen pi-
tuus. Voi olla toteutuksen kannalta hyodyllista tai jopa tarpeellista maaritella
ohjelmaan apumuuttujia, ja ndin pd3dstddn myds eroon sydtteen ja tulosteen
pituuksien riippuvuussuhteesta. Apumuuttujat eivat saa syotettd, vaan niil-
I& on aina sama totuusarvo laskennan alussa. Muokataan edellistd ohjelmaa
valitsemalla, ettd X ja Z ovat apumuuttujia.

X0=1 X:—vynazZ | X°=1, xt=0, X?=0,
Y i— =X, Yo=1, vl=0, Y?2=1,
Z2°=0, Z:—XvZ | Z°=0, Z'=1, Z?>=1,

Nyt ohjelman sydtteen koko on vain 1, silld muuttujat X ja Z eivit saa
sydtettd. Ohjelma toteuttaa erddn funktion {0,1} — {0,1}?, ja se antaa
syotteelld 1 tulosteeksi 01. Ohjelmaa, jossa on kaksi listaa — yksi, joka kertoo
apumuuttujien alkuarvot, ja toinen, joka kertoo muuttujia vastaavat logiikan
kaavat — kutsutaan logiikan BNL ohjelmaksi.
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BNL: syntaksi

Maaritelma 2

Olkoon T = {Xi,..., Xy} C VAR. Logiikan BNL T-ohjelma on kolmikko
(L,P,t), missa L on lista

Y2 =by, Xii— 4,

Y,?q - bma Xm B wm
Xn = wrh

missd {Y1,..., Ym} C T, b1,...,bm € {0,1}, ¥1,...,1, ovat kielen ¢ :=
Xi | = | ¥ At miarittelemid kaavoja (X; € T), P C T on joukko
tulostemuuttujia ja t on tulostusajanhetki.

Saman muuttujan ehdot kannattaa kdytdnndssa asettaa vierekkain.
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BNL: semantiikka

Olkoon P = (L,P,t) jokin logiikan BNL T-ohjelma (P C 7,t € N) ja
olkoon 7: T — {0,1} funktio. Merkitddn muuttujan X € 7 totuusarvoa
ajanhetkelld t € N yldindeksilld: X*. Se miaritellidn induktiolla seuraavasti:

@ Ajanhetkelld 0 miaritelldan, ettd X = b, jos ohjelmassa esiintyy ehto
X% = b jollakin b € {0,1}. Muussa tapauksessa X° = 7(X).
@ Oletetaan sitten, ettd muuttujien totuusarvot on madritelty ajanhetkell3

t € N. Muuttujan X totuusarvo ajanhetkelld t + 1 ma3aritell3an tasmal-
leen samoin kuin logiikassa BNLg.

Ohjelman P syéte on bittijono X --- X9, missd Xi,..., X, ovat tismilleen

n
ne ohjeman P muuttujat, jotka eivit ole apumuuttujia.

Ohjelman P tuloste on bittijono Y{ --- Y/, missda P = {Y1,..., Y;}.
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Esimerkki: Liputus

Esimerkki 2
Olkoon T = {F, X, Y, Z}. Tarkastellaan BNL-ohjelmaa

F®=0, F:—FV-F,
X = (=FA(YNZ))V(FAX),
Y —(=FA=X)V(FAY),
Z:— (~FA(XVZ)V(FAZ).

Ohjelma on muunnelma aiemmasta BNLg-ohjelmasta; muuttujien X, Y ja
Z silloiset saanndt on merkitty siniselld, mutta nyt ne on ehdollistettu
muuttujalla F, jota kutsutaan lipuksi (eng. flag). Oli ohjelman syte mika
tahansa, niin Ft = F1, Xt = X1, Yt = Y! ja Zt = Z? kaikilla t > 2.
Toisin sanoen ohjelma soveltaa BNLg-ohjelman s3ant6ja tasan kerran.
BNLp-ohjelma voi tuottaa saman tulosteen ajanhetkelld t = 1, mutta se ei
kykene kierrosten laskemiseen BNL-ohjelman tavoin.
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Sisalto
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Mitd on koneoppiminen?

@ Koneoppiminen (eng. machine learning) epamuodollisesti tarkoittaa on-
gelmien ratkaisemista siten, ettd kone “opetetaan” |6ytdamaan mahdol-
lisimman hyva algoritmi ongelman ratkaisuun sen sijaan ettd algoritmi
olisi maaritelty itse.

@ Koneoppimisen "koneita"on useita ja ndista keskeisempia timan hetken
tutkimuksessa ovat neuroverkot.
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Tarkastellaan konetta, jonka on tarkoitus tunnistaa, onko kuvassa kissa vai
koira. Jos kone antaa vaaran vastauksen, sille kerrotaan siitd, ja kone yrittda
sadtad algoritmin paremmaksi esim. tarkastelemalla kuvan otuksen korvien
muotoa tarkemmin.
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Neuroverkon johdanto

Neuroverkko (eng. neural network) on koneoppimiskone, jolla on verkkomai-
nen rakenne ja jonka idea on simuloida aivoja. Neuroverkot ovat siis opetet-
tavia laskentakoneita. Usein neuroverkot kayttivat laskemiseen reaalilukuja
ja niilld on sydte seka tuloste.

Katsotaan ensin johdatteleva patkd 3BluelBrownin videosta (suosittelemme
katsomaan videon myds loppuun omalla ajalla). Kts. 3BluelBrown video
kohta 0.0 - 5.31

Kyseisessa videossa on kuvattu ns. “feedforward neural network”, jossa layerit
vastaavat neuroverkon kierroksia ja verkon topologia on rajoitettu.
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Tarkoituksena on esitelld asteen yleisempi neuroverkon maaritelma.

Aloitetaan ensin hyvin epamuodollisella neuroverkon kuvailulla siten, ett3
konstruoimme esimerkki-neuroverkon vaihe vaiheelta. Sen jilkeen kdymme
neuroverkon toiminnan epamuodollisesti lapi ja mainitsemme neuroverkon
opettamisesta.

Formaali ma3aritelma tulee mydhemmin. Tarkeinta on se, ettd ymmartaa paa-
piirteittdin, miten neuroverkko toimii.
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o
Mo

Neuroverkolla on suunnatun verkon rakenne (vdhin kuin aivoilla). Kirjalli-
suudessa solmuja saatetaan nimittdd neuroneiksi ja sarmid synapseiksi.
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input —

input

input —

Neuroverkossa on usein nimetyt sy6tesolmut (eng. input nodes) ja tulos-
tesolmut. Merkitdan sydtesolmuja piirtamallad niihin nuoli “input” ja tulos-
tesolmuja tuplareunoilla. Kirjallisuudessa syStteend ovat usein reaaliluvut.
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Neuroverkon toiminnan johdanto

Ennen kuin neuroverkon rakennetta tarkennetaan, kuvaillaan mita sen olisi
tarkoitus tehdd. Koska neuroverkkojen on tarkoitus simuloida aivoja, niin
neuronien valinen viestiminen tulisi kuvata.

o Yksittaisella neuronilla on aktiivisuusarvo (eng. activation value), joka
on saatu sydtteend tai laskemalla. Usein kirjallisuudessa aktiivisuusarvo
on reaaliluku. Intuitiivisesti voidaan ajatella, ettd mitd suurempi luku on
sitd “vahvempi” on aktiivisuusarvo ja mitd pienempi sitd “heikompi” se
on.

@ Neuroverkko toimii kierroksittain: Alkuun sydtesolmut saavat aktiivi-
suusarvonsa syotteend “kdyttdjaltd" ja muut saavat ennalta mairatyn
aktiivisuusarvon. Neuronit l3hettdvat aktiivisuusarvonsa sdrmid pitkin
(nuolien suuntaan) toisille neuroneille, joka kierros. Saaduista aktiivi-
suusarvoista lasketaan uusi aktiivisuusarvo. Tietyn ajan jilkeen saadaan
sitten tuloste, joka maardytyy tulostesolmuista.
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Se, milloin neuroverkko tulostaa, maaritelldan ulkopuolisella “kellolla”. Kello
maardi tulostekierroksen, joka kertoo milloin tulosteen on oltava valmis.
Voidaan esim. maéritelld, ettd neuroverkko tulostaa tasan kolmen kierroksen
jalkeen. Tama on analogista BNL-ohjelmien kanssa, joissa valittiin kierros
t € N, jolloin tuloste on valmis.

Jotta naitd aktiivisuusarvoja voitaisiin laskea, tdytyy neuroverkon rakennetta
tarkentaa. Tdydennetdin seuraavaksi aikaissmman esimerkin neuroverkkoa
monimutkaisemmaksi yksi askel kerrallaan. Idea on, ettd neuroverkko laskee
aktiivisuusarvoja reaaliluvuilla.
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input —

input @
input — @

Jokainen solmu v on varustettu korjaustermilld b,, joka on kirjallisuudessa
usein reaaliluku.
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Jokainen s3rma e on varustettu painolla w,, joka on usein kirjallisuudessa
myds reaaliluku.

Veeti Ahvonen, Damian Heiman (TampeKuvailevaa vaativuusteoriaa neuroverkoill¢



Loppuun vield, jokainen solmu v on varustettu aktivointifunktiolla (eng.
activation function) «,, joka on usein reaalifunktio R — R. Se voi olla
eri joka solmussa, mutta kdytdnnon sovelluksissa ne ovat usein samat. Tun-
nettuja aktivointifunktioita ovat esim. ReLU(x) = max{0,x} ja sigmoid

o(x) = 1+e—X' Kts. Wikipedia-artikkeli.
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Yksittdisen neuronin toiminta epamuodollisesti

Otetaan tarkasteluun edellisen dian neuroni, jossa on korjaustermina arvo —7,
ja nimitetdan sitd solmuksi s. Oletetaan, ettd jokaisella neuroverkon neuro-
nilla v on jokin aktiivisuusarvo a, ja ettd solmussa s on aktivointifunktio
ReLU(x) = max{0, x}. Neuroniin tulee ndin ollen 2 sdrmas, joista kulla-
kin on oma painonsa. Uusi aktiivisuusarvo neuronille s lasketaan seuraavissa
vaiheissa:

@ Neuronit, joista tulee sirma solmuun s, |3hettavat oman aktiivisuusar-
vonsa neuroniin s.

@ Sirmia pitkin tulevat aktiivisuusarvot kerrotaan sarmikohtaisella pai-
nolla.

© Nama kerrotut aktiivisuusarvot summataan keskendan yhdessi korjaus-
termin kanssa.

@ Edellisen vaiheen summa sydtetdan aktivointifunktioon, joka laskee uu-
den aktiivisuusarvon.

Tama on havainnollistettu seuraavassa diassa.
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31,07

QRGLU (0.7a1 + (—=5)ax — 7)
327_5/

Kuvassa a; ja a» kuvastavat sdrmid pitkin tulevia aktiivisuusarvoja toisista
solmuista. Uusi aktiivisuusarvo saadaan ndin ollen kaavalla ReLLU(0.7a; +
(—5)ax—7). Jos esim. a3 = —2 ja a, = —0.9, niin saadaan ReLU(0.7(—2)+
(=5)(—0.9) — 7) = ReLU(—1.4 + 4.5 —-7) = ReLU(-3.9) = 0.
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Askeisen dian neuronin toiminta voidaan yleistdd seuraavasti mille tahansa
neuronille v. Oletetaan, ettd oy, on neuronin v aktivointifunktio, ay, ..., a,
ovat sen edeltdjien aktiivisuusarvot ja wy, ..., w, ovat vastaavat painot kul-
lekin edelt3jille, ja ettd b, on neuronin v korjaustermi. TallGin neuronin v
uusi aktiivisuusarvo voidaan laskea kaavalla

Oév<§n: ajw; + bv>.
i=1
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o Painojen voidaan ajatella kertovan, kuinka tirked sirmai pitkin tuleva
aktiivisuusarvo on. Mita tarkedmpi se on, sitd suurempi on sdrman paino.

@ Painotettu summa edeltdjien aktiivisuusarvoista intuitiivisesti kertoo kuin-
ka “aktiivisia” neuronin edeltdjit ovat.

@ Korjaustermin voidaan ajatella kuvaavan kuinka herk3sti painotettu sum-
ma edelt3jien aktiivisuusarvoista huomioidaan. Esim. jos korjaustermi on
—7, niin painotetun summan on oltava vahintdin 7, ettd se olisi huo-
mion arvoinen.

e Aktivointifunktion voidaan intuitiivisesti ajatella kuvaavan kuinka aktii-
vinen neuronin pitd3 olla saadusta painotetusta summasta yhdess3 kor-
jaustermin kanssa. Yleensd mitd suurempi on aktivointifunktion syéte,
sita suurempi on aktivointifunktion antama arvo (eli yleens3 aktivointi-
funktio on monotoninen).
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Koko neuroverkon toiminta epamuodollisesti

Kuvassa on yksinkertainen neuroverkko. Neuroverkko toimii kierroksissa k €
N.

wi
. 4z
w2

@ Jos k = 0, niin neuroni v; saa aktiivisuusarvonsa sydtteend s € R
“kayttdjaltd”, koska se on sydtesolmu. Neuronien v ja vz aktiivisuusarvot
on ennalta maaratty ns. alkuarvoina eikd kayttdja voi niihin vaikuttaa.
Solmun v, alkuarvo voisi olla 0 ja solmun vz alkuarvo voisi olla —1.

@ Jos k = 1, niin neuroni v; l3hettda kierroksella 0 saadun syotteen s
neuroniin vp, neuroni v» ldhettdd alkuarvonsa neuroneihin v; ja v, ja
neuroni v3 lahettdad alkuarvonsa itselleen. Sen jilkeen jokainen neuroni
soveltaa aiemman dian mukaista kaavaa av<27:1 a,-w,-+bv) saatuihin

aktiivisuusarvoihin. N&in jokainen neuroni saa uuden arvon.
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Edellisen dian proseduuria voidaan jatkaa loputtomiin. Toisella kierroksella
(k = 2) neuronit l3hettdvat kierroksella 1 laskemansa aktiivisuusarvot sa-
maan tapaan sdrmid pitkin neuroneille ja laskevat uuden aktiivisuusarvon
samaan tapaan. Sama metodi toistuu myds seuraavilla kierroksilla.

Mika sitten on neuroverkon tuloste? Tuloste voidaan maarata ulkopuolisella
“kellolla”, joka kertoo milld kierroksella t € N tulosteen on oltava valmis.
Esim. kolmen kierroksen jilkeen tulosteen on oltava valmis.
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Koko neuroverkon toiminta asteen muodollisemmin

Esitimme hiukan formaalimmin neuroverkon toiminnan. Aktiivisuusarvot las-
ketaan kierroksissa k € N seuraavasti.

@ Jos k =0, niin jokainen ei-syétesolmu saa jonkin alkuarvon. Olkoon V
neuroverkon neuronien joukko ja I sydtesolmujen joukko. Alkuarvot ei-
syotesolmuille on ennalta ma3aratty alustusfunktiolla (eng. initializing
function) V\I — R. Sydtesolmut saavat sydtteen jonka antaa “kdytt3ja”
funktiona | — R.

@ Jos k > 1, niin jokaiselle neuronille v lasketaan uusi aktiivisuusarvo
kierroksen k — 1 neuronin v edeltdjien aktiivisuusarvoista ay, ..., a, ai-
emman dian kaavan av(zlf':l ajw; + bv> mukaan.

Neuroverkossa on maaratty ennalta tulostekierros t € N ja tulostesolmut
T C V (missd V on neuroverkon solmujen joukko).
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Neuroverkon formaali maaritelma

Maaritelma 3

Neuroverkko on jirjestetty verkko (V, E, <) (eli suunnattu verkko jossa
solmut on jarjestetty <Y mukaan), jossa on lisiksi

@ jokaisella siarmélla e € E on paino w, € R,

@ jokaisella solmulla v € V on korjaustermi (eng. bias) b, € R,
@ jokaisella solmulla v € V on aktivointifunktio o, : R — R,

o alustusfunktio 7: U — R, missa U C V,

o tulostekierros t € N,

@ tulostesolmut 7T C V.

Eli tarkalleen ottaen neuroverkko on jono, jossa namid otetaan mukaan:

((V7 E7 <V)7 (We)e€E7 (bv)v€V7 (av)v€V7 7[', t7 T)
Joukkoa V'\ U sanotaan syGtesolmujen (eng. input nodes) joukoksi.
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Lyhyesti opettamisesta

Olemme puhuneet paljon neuroverkon toiminnasta, mutta miten niihin liittyy
opettaminen?

Lyhyesti opettaminen neuroverkoissa liittyy painojen ja korjaustermien saata-
miseen: Opettamatonta neuroverkkoa ajetaan jollain sydtteelld ja katsotaan,
kuinka se siitd suoriutuu. Jos tulos on epdmiellyttava, niin sdddetdin painoja
ja korjaustermejd “paremmaksi”. Siihen, miten niitd sdddetdan, on kehitetty
omia menetelmia.
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Sisalto

@ Tutkimustuloksia
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Motivaatio uudestaan

Kuvailevan vaativuusteorian tavoitteena olisi saada taydellinen vastaavuus
neuroverkkojen ja BNL-logiikan vilille eli ns. antaa looginen karakterisoin-
ti neuroverkoille. Puhumme mydhemmin ns. kdantdamisestd. Kun looginen
karakterisointi on saatu, niin se mahdollistaa logiikan selitettavyyden tutkimi-
sen ja ndin myds neuroverkkojen selitettavyyden tutkimisen logiikan kautta.
Erityisen kiinnostava on yleinen selitysongelma.

Veeti Ahvonen, Damian Heiman (TampeKuvailevaa vaativuusteoriaa neuroverkoill¢



Olemme neuroverkkojen kuvailevassa vaativuusteoriassa kiinnostuneita siit3
mink3 kokoiset BNL-ohjelmat vastaavat neuroverkkoja ja painvastoin. Lisdk-
si olemme kiinnostuneita siitd, kuinka nopeasti neuroverkkoa vastaava BNL-
ohjelma tuottaa tulosteen ja vastaavasti kuinka nopeasti BNL-ohjelmaa vas-
taava neuroverkko tuottaa tulosteen. Aika ja koko ovat siis kiinnostavia, ja
pyrimme pitama3an ne mahdollisimman “kesyind” kddnndksissa.

Kesy tédssd kontekstissa tarkoittaa epamuodollisesti sitd, ettd jos olio x,
jonka “koko" (tai “tulostuskierros”) on m, kdannetdan vastaavaksi olioksi y,
niin y:n “koko" (tai “tulostuskierros”) on p(m), missd p on jokin polynomi.
Kaannosten koot tai ajat eivat siis “rajahda” eksponentiaalisiksi.

Koko kisitteen3 jatetddn tdssa esitelmissid epdmairaiseksi neuroverkoille ja
BNL-ohjelmille. Karkeasti BNL-ohjelmissa tdma tarkoittaa muuttujien luku-
maardad ja sdantdjen pituuksien summaa. Neuroverkon “koko" koostuu taas
useammasta osasta: solmuista, sarmista ja siitd, kuinka “vaativia” ovat ak-
tivointifunktiot. Tata ei ole aikaa selittdd sen tarkemmin. Riittda ymmartaa
intuitio.
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Nopeasti huomataan yksi merkittdva ero ja ongelma BNL-logiikan ja neu-
roverkkojen valilla: neuroverkko kayttda laskemiseen reaalilukuja ja BNL-
logiikka totuusarvoja 0 ja 1.

Ratkaisu: Approksimoidaan reaaleja liukuluvuilla (eng. floating-point). Ta-
hdn on hyvin perusteltu Idhtdkohta, nimittdin tietokoneet, joilla neuroverk-
koja sovelletaan, kayttdvat laskemiseen myds liukulukujen aritmetiikkaa
(eng. floating-point arithmetic). Kdydaan liukulukuihin liittyvia kasitteitd
epamuodollisesti |3pi.

Jos x on jokin reaaliluku ja m € N (positiiviset kokonaisluvut), niin merki-
taan fl(x, m) luvun x esitystd m mittaisena liukulukuna.

Tunnetusti luvun 7 esitys on aaretdn, mutta se voidaan esittaa liukulukuna
esim. fl(m,1) = 3, fl(7,3) = 3.14 ja fl(7, 11) = 3.1415926535 ovat 7:n
liukulukuesityksia. Mita pidempi esitys on, sitd tarkempi se on.

Veeti Ahvonen, Damian Heiman (TampeKuvailevaa vaativuusteoriaa neuroverkoill¢


https://en.wikipedia.org/wiki/Floating-point_arithmetic
https://www.youtube.com/watch?v=L1eegVTwDS0&pp=ygUPcGkgaXMgZXhhY3RseSAz

Oletamme tast4 eteenpdin neuroverkkojen kayttivan laskemiseen liukuluku-
ja. Lisdksi oletamme aina, ettd liukulukujen esitykselle eli pituudelle on jo-
kin yldraja. Téllaista neuroverkkoa nimitetddan kdytdnnon neuroverkoksi.
Huomaa, ettd tarkalleen ottaen aiemmin maariteltyd reaaliluvuilla toimivaa
neuroverkkoa voisi nimittdd “ideaaliksi” neuroverkoksi. Kaytannon sovelluk-
sissa ndma esitykset ovat suhteellisen pienia yksittaiselle luvulle (puhutaan
kymmenien tai muutamien satojen pituisista merkkijonoista). Jos N on neu-
roverkko ja m liukulukujen esityksen ylaraja neuroverkossa, merkitdan kay-
tanndn neuroverkkoa N lyhyesti parina (N, m).

Jos neuroverkon N liukulukujen yl3raja on 3, niin luvun 1 esitys
neuroverkossa on silloin 1.00.

Lisdksi, liukuluvut voidaan esittdd monella tapaa bittijonojen avulla esim.
|[EEE 754 -standardi. Jos F on liukuluku, niin merkitdan liukuluvun bittie-
sitystd bit(F).
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https://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_754

Simuloinnista

Ennen kuin p&dilauseet voidaan muotoilla, niin maaritellidn epdmuodollisesti
simuloinnin kasitteet, jotka kertovat vastaavuudet BNL-ohjelmien ja neuro-
verkkojen valill3.

Maaritelma 4

Olkoon (N, m) kdytdanndn neuroverkko ja P BNL-ohjelma. Oletetaan, ettd
N:n syotesolmujen Ikm. on n ja tulostesolmujen lkm. k. Sanomme, etta P
simuloi kdytannon neuroverkkoa (N, m), jos seuraava ehto patee.

Jokaisella n-mittaisella jonolla (F1, ..., Fp) liukuluja (joiden pituus kork. m)
patee: Jos N tuottaa syotteelld (F1,. .., F,) k-mittaisen jonon liukulukuja
(O1, ..., Ok) (joiden pituus myos kork. m), niin P tuottaa sydtteelld

bit(F1) - - - bit(F,) tulosteen bit(O;) - - - bit(Ok).
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Vastaavasti maaritelladn simulointi toiseen suuntaan.

Maaritelma 5

Olkoon (N, m) kdytdnnon neuroverkko ja P BNL-ohjelma. Oletetaan, etta
P:n sytesolmujen lkm. on n ja tulostesolmujen lkm. k. Sanomme, etta
(N, m) simuloi ohjelmaa P, jos seuraava ehto patee.

Jokaisella bittijonolla by - - - b, € {0,1}": Jos P tuottaa sydtteelld by - - - b,
bittijonon o5 - - - ok € {0,1}X, niin (N, m) tuottaa sydtteells
(fl(b1, m), ..., fl(bs, m)) tulosteen (fl(o1, m),...,fl(ok, m)).
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Paatuloksien muotoilu

Mazritellaan seuraavaksi tutkimustuloksien pailauseet epdmuodollisesti.

Olkoon (N, m) kdytannén neuroverkko. Tallbin on olemassa BNL-ohjelma
P, joka simuloi kdytdnnén neuroverkkoa (N, m). Lisiksi, P:n koko on kesy
suhteessa neuroverkon kokoon ja vastaavasti P:n tulostekierros on kesy
suhteessa neuroverkon tulostekierrokseen.

Olkoon P BNL-ohjelma. T4llbin on olemassa kidytdnnén neuroverkko
(N, m), joka simuloi ohjelmaa P ja jonka jokainen aktivointifunktio on
ReLU. Lisaksi, neuroverkon (N, m) koko on kesy suhteessa ohjelman
kokoon ja neuroverkon tulostekierros on kesy suhteessa ohjelman
tulostekierrokseen.

Jalkimmaistd lausetta on mahdollisuus laajentaa muille aktivointifunktiolle,
mutta sitd ei tissi esitelmassd kdyda lapi.
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Kahdesta edellisen dian lauseesta saadaan nain ollen suora seuraus.

Jokaista kdytannén neuroverkkoa (N, m) vastaa kdytannén neuroverkko
(N*, m), jonka jokainen aktivointifunktio on ReLU.

Vastaavuus tarkoittaa tissd kontekstissa sitd, ettd neuroverkot “tuottavat
samalla syotteelld saman tulosteen.”
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Esitamme hyvin epamuodolliset ja karkeat pailauseiden todistusideat. N&it3
tdydennetdin luennoilla, jos jaa aikaa. Kdyddan ensin lapi Lauseen 1 todis-
tuksen idea:

Jokaiselle neuroverkon neuronille v muodostetaan aliohjelma P, joka simu-
loi neuroverkon neuronin v sisdistd laskentaa. T&tad varten meidan tarvitsee
“simuloida” kaksi asiaa:

@ liukulukujen aritmetiikka ja

@ aktivointifunktion toiminta.
Esim. yhteenlaskun simulointi tarkoittaa, ettd jos kahdesta liukuluvusta F; ja
F> saadaan liukuluku F, niin vastaava BNL-ohjelma sydtteelld bit(F;)bit(F>)
tuottaa tulosteen bit(F).

Kun jokaisen yksittdisen neuronin toimintaa kuvaava aliohjelma P, on muo-
toiltu, ndistd muodostetaan neuroverkkoa simuloiva ohjelma P.
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Lauseen 2 todistusidea:

Ensin muodostamme annetusta BNL-ohjelmasta P vastaavan BNL-ohjelman
P’, jossa jokainen sdant6 on yksinkertainen: saantd saa sisaltaa korkeintaan
yhden konnektiivin. Tadman jilkeen ohjelmasta P’ muodostetaan neuroverk-
ko. Neuroverkon rakenne vastaa suoraan P’:n verkkoesitystd ja neuroverk-
koon sdddetddn sopivat painot sekd korjaustermit, joilla ReLLU osaa laskea
oikean arvon.

Esim. tarkastellaan solmua, jossa on saanté X A Y. Talléin vastaavaan neu-
roverkon neuroniin v tulee kaksi sirmada. Na&ihin sdrmiin laitetaan painot 1 ja
korjaustermiksi solmuun v asetetaan —1. Neuroverkolle annetaan alkuarvoik-
si tai syotteeksi arvoja 0,1, jolloin neuroni v osaa simuloida sdantda X A Y.
Perustelu, painotettu summa tulevista arvoista yhdessa korjaustermin kans-
sa on korkeintaan 1 ja tdma tapahtuu jos molemmat tulevat aktiivisuusarvot
ovat 1, jolloin aktivointifunktio ReL.U antaa arvoksi 1. Muilla tulevilla aktiivi-
suusarvoilla neuroni antaa uudeksi aktiivisuusarvoksi 0 eli niin kuin pitaakin.
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Yhteenveto

Esiteltiin logiikat BNLg ja BNL, sek3 niiden verkkoesitykset.
Esiteltiin neuroverkot ja verrattiin sitd logiikkojen verkkoesityksiin.

Tehtiin ero ideaalin ja kdytannon neuroverkkojen vilille.

Osoitettiin, ettd kdytdnndn neuroverkoilta on kesy kddnnds
BNL-ohjelmiksi ja painvastoin.

Harjoituksiin ja tenttiin voi tulla helppoja teht3vida BNLg- ja BNL-logiikoista.
Neuroverkoista ja tutkimustuloksista ei tule tehtavia harjoituksiin tai tenttiin.

Huom! Ensi viikon torstain luento (28.9.2023) jarjestetdan salissa B1100.
Taman jilkeen torstain luennot siirtyvat Paavo Koli -saliin A2100. Tiistain
luentosalit eivat muutu.
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