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1 Johdanto

1900-luvun alussa erditten kokeellisten tulosten oli havaittu olevan ristirii-
dassa taydellisend pidetyn, Newtonin lakeihin ja Maxwellin yht&l6ihin perus-
tuvan klassisen fysiikan kanssa. Ilmiditten selittdmiseksi kehitettiin uusi teo-
ria, kvanttimekaniikka, josta klassinen mekaniikka seuraa makroskooppisissa
tapauksissa rajatapauksena.

Kvanttimekaniikka perustuu oletukseen aineen ja aaltojen aalto hiukkas-
duaalisesta luonteesta. Hiukkasista koostuvaan aineeseen liittyy siis jonkin-
lainen aalto ja aallot ovat jakautuneet hiukkasmaisiksi paketeiksi eli kvantit-
tuneet. Tamaén oletuksen ja klassisen kokonaisenergiafunktion eli Hamiltonin
funktion avulla voidaan perustella Schréodingerin differentiaaliyhtéld, joka on
Schrédingerin kvanttimekaniikan ldhtokohta.

Richard Feynman julkaisi 1948 vaihtoehtoisen kvanttimekaniikan teorian,
jota kutsutaan polkuintegraalimuotoiluksi ja josta Schrédingerin muotoilu
on suora seuraus. Schrodingerin muotoilu on ldhinni laajennus Hamiltonin
klassiseen mekaniikkaan, kun taas polkuintegraalimuotoilun ilmeisin yhteys
klassiseen mekaniikkaan on Lagrangen mekaniikka ja polun kisitteeseen pe-
rustuva pienimmén vaikutuksen periaate. Polkuintegraalimuotoilu ei 1dhes-
kadn kaikissa tapauksissa helpota kdytadnnon laskentaty6td mutta se johde-
taan mahdollisimman alkeellisista ja intuitiivisista postulaateista, jotka ikdan
kuin selittavit hyvin matemaattisen Schrodingerin muotoilun postulaatit. [1]



2 Peruskasitteet ja postulaatit

2.1 Klassisen mekaniikan kasitteita

Oletaan aika t sekd hiukkasen klassiset, eparelativistiset suureet paikka x,
nopeus z, litkeméara p, litke-energia T ja kiihtyvyys & tunnetuiksi késitteik-
si. Olkoon voima F suure, joka ilmaisee hiukkasten tai kappaleitten vilisen
liikketilaa muuttavan vuorovaikutuksen suunnan ja suuruuden. Tarkastellaan
konfiguraatioavaruutta, jonka voimakentélle voidaan méaaritelld potentiaalie-
nergiafunktio V' (x). Télloin hiukkaselle voidaan mééritelld klassinen Lagran-
gen funktio L =T —V.

Kutsutaan hiukkasen ajanhetkien ¢; ja to valilld kulkemaksi poluksi sitd
funktiota z(t), joka kullakin aikavilin ajanhetkelld palauttaa hiukkasen si-
jainnin avaruudessa. Kutsutaan polun vaikutusfunktionaaliksi (action) lause-
ketta

to
Sla(t)] = / L(a(t), (1), t)dt.
t1
Funktionaali on kuvaus funktioavaruudesta reaali- tai kompleksilukujouk-
koon.

2.2 Todennikoisyysamplitudi

Oletetaan klassinen todennékoisyyskésite tunnetuksi. Olkoon jonkin tapah-
tuman todennikoisyysamplitudi eli kerneli K kompleksiluku, jonka itseisar-
von nelio on tapahtuman todennikoisyys. Merkittidkoon todenndkoisyytta,
ettd hiukkanen siirtyy avaruuden pisteestd a pisteeseen b, P(b,a) ja vastaa-
vaa amplitudia K (b, a). Tall6in siis

P(b,a) = |K(b,a)|* = K*(b,a)K (b, a), (1)

missd K* on amplitudin kompleksikonjugaatti.

Tarkastellaan tapahtumaa, jonka toteutumiselle on vaihtoehtoja, joiden
toteutumista voidaan ennustaa vain todennakoisyyksilla. Tall6in vaihtoehdot
voivat olla poissulkevia tai interferoivia |2|. Jos vaihtoehdot ovat poissulkevis-
ta, niistd toteutuu tdsmaélleen yksi, joten tapahtuman kokonaistodennakoi-
syys saadaan klassisen todennikoisyyden laskusddntdjen mukaan summaa-
malla vaihtoehtojen todennikoisyydet:

P=3 Il 2)

missd ¢; on 2:nnen vaihtoehdon amplitudi.



Interferoivien vaihtoehtojen tapauksessa useampi vaihtoehto saattaa to-
teutua yhtédaikaisesti ja tapahtuman todennikoisyysamplitudi muodostuu
sen toteuttavien polkujen todennikoisyyksamplitudien summana. Néin ol-

len
Z &;

2

pP= (3)

2.3 Kvanttimekaniikan postulaatit

Hiukkasen kulkema polku ei ole tarkasti maaratty, vaan liikkeen ajatellaan
hajaantuvan kaikille reunaehtojen mahdollistamille poluille.

Postulaatti 1 (Dynamiikan epdtarkkuus)
Hiukkanen kulkee ldhtdpisteestidn pddtepisteeseensd kaikkien mahdollisten
polkujen kautta.

Myts hiukkasen padtepiste on epétarkka, ja hiukkasen havaitsemisen toden-
nikoisyysamplitudia kussakin pisteessid kuvaavaa funktiota kutsutaan hiuk-
kasen aaltofunktioksi. Kokeellisesti on havaittu, ettd kussakin pisteessi kaik-
kien mahdollisten pisteeseen paittyvien polkujen amplitudit interferoivat.

Postulaatti 2 (Aaltofunktio)
Hiukkasen pddtepisteen todenndkoisyysamplitudi on kaikkien mahdollisten pol
kujen amplitudien summa.

Lisdksi on postuloitava kunkin polun todennikéisyysamplitudi.

Postulaatti 3 (Aalto—hiukkasluonne)

Hiukkasen polun x(t) todenndkoisyysamplitudi on suoraan verrannollinen suu-
reeseen e(//MSE0]

missi S[z(t)] on polun klassinen vaikutusintegraali ja & luonnonvakio, jota
kutsuttakoon redusoiduksi Planckin vakioksi ja jonka arvo on noin 6,582 x
10~ %eVs. [2]

Klassinen Newtonin III laki patee sindnsa.

Postulaatti 4 (Voiman ja vastavoiman laki)

Monen kappaleen systeemissd kappaleen A kohdistaessa kappaleeseen B voi-
man kappale B kohdistaa kappaleeseen A samansuuruisen mutta vastakkais-
suuntaisen voiman.



3 Postulaattien selityksia
ja vilittomia seurauksia

3.1 Todennikoisyyksien laskemisen perusteet

Hiukkanen siis jakautuu kaikille mahdollisille avaruuden poluille, ja lausek-
keen e(/MS®] arvo kuvaa hiukkasen lokalisoitumista kyseessi olevalle polul-
le. Jonkin tapahtuman kokonaistodennikéisyytta kuvaava amplitudi saadaan
postulaattien 2 ja 3 mukaisesti summaamalla tai integroimalla tita suuretta
kaikkien mahdollisten kyseessd olevan tapahtuman toteutumiseen johtavien
avaruuden polkujen yli. Huomattakoon, etti erilaiset reunaehdot, esimerkik-
si havaitsijan tekemét mittaukset, saattavat rajoittaa mahdollisten polkujen
joukkoa. Siis

P(ba)=|K(b,a))*=| > (C-e/MstOl) (4)

mahd.polut

Luku C on dimensioton ja fysikaalisesti merkitykseton vakio, joka on maé-
riattévi siten, ettd kokonaistodennikdisyydeksi saadaan yksi. [2]

3.2 Epatarkkuusperiaate

Koska hiukkasen liikettd voidaan kuvata vain todennékoisyyksin, ainakin tie-
toon hiukkasen paikasta tai nopeudesta on sisillyttiva tietty epavarmuus. Jos
siis esimerkiksi hiukkasen paikka on mahdollista tietdd tarkasti, niin koska
tulevaa paikkaa ei voidan tietda tarkasti, ei hiukkasen nopeutta voida tietda
tarkasti. Jos toisaalta voidaan tietdd hiukkasen nopeus, on paikan vastaavasti
oltava epitarkka, silld tuleva paikka on epitarkka.

Tama on yksi muotoilu epatarkkuusperiaatteelle, ja vastaava voidaan joh-
taa myos erdille muille suurepareille. Epdtarkkuus on mitattavan systeemin
ominaisuus, eli systeemilld ei ole tarkkaa paikkaa ja litkema#drda olemas-
sa. samanaikaisesti. Epatarkkuus ei téssa siis tarkoita mittauslaitteitten tai
-menetelmien epivarmuutta eik riipu siitd, saako jokin havaitsija informaa-
tiota tietoonsa. Sen sijaan epitarkkuus on mitattavan systeemin ominaisuus,
eli systeemilld ei ole tarkkaa paikkaa ja liikemadrdd olemassa samanaikai-
sesti. Kvanttimekaniikassa vain jakaumat ovat deterministisid; yksittaisten
hiukkasten tasolla epdtarkkuus ja satunnaisuus vaikuttavat olevan syvillisid
luonnon toiminnan periaatteita.



3.3 Aalto—hiukkasdualismi

Kvanttimekaniikan kuva liikkeestd voidaan tulkita myos siten, ettd kaikilla
fysikaalisilla olioilla on sekd klassisen hiukkasen ettd aallon ominaisuuksia.
Amplitudi Ce®™$ on kompleksinen aaltofunktio, jonka vaihe riippuu polun
vaikutusintegraalista. "Aalto” "etenee” yhden aallonpituuden, kun vaikutusin-
tegraalin arvo muuttuu Planckin vakion A = 27h verran. Voidaan osoittaa
[2|, ettd kaukana ldhtopisteestd "aallon” aallonpituus ldhestyy niin sanotun
de Broglien aallonpituuden arvoa

P —— (5)

h
p
missd p on hiukkasen litkemaara.

Aineaallolla on monia klassisen aallon ominaisuuksia. Polkuintegraali-
muotoiluun kuuluu esimerkiksi aineaaltojen Huygensin periaate 1], silla kaik-
kien mahdollisten polkujen huomioimisesta seuraa, ettd jokaisesta pisteesta
lihtee kaikkiin suuntiin etenevd "aaltorintama”. Kussakin pisteessid kokonai-
samplitudi saadaan kaikkien pisteeseen saapuvien aineaaltojen amplitudien
algebrallisena summana, ja klassisen aallon "intensiteettid” vastaava toden-
nikoisyys riippuu kokonaisamplitudin neliosti. Taméa analogia oikeuttaa suu-
reen K nimen todennikdisyysamplitudi.

3.4 Klassinen mekaniikka

Kvanttimekaniikan tuottamaa tarkkuutta edellytetddn yleenséd 1ahinna hiuk-
kastason ilmiditten tutkimuksessa. Koska luonnonlakien on kuitenkin padet-
tava yleisesti, on kvanttimekaniikan ollakseen mielekéis tuotettava myos mak-
roskooppisille systeemeille oikeita, klassista mekaniikkaa vastaavia tuloksia.

Tulkitaan kappaleen makroskooppisuus siten, ettid polkujen vaikutusten S
arvot ovat hyvin suuria Planckin vakioon ndhden, jolloin aaltofunktion arvo
oskilloi voimakkaasti vaikutuksen arvon muuttuessa. Niin ollen kaikkien pol-
kujen yli summattaessa polkujen amplitudien arvot kumoavat keskimaérin
toisensa kaikkialla paitsi alueella, jossa vaikutus on stationédirinen eli riip-
pumaton pienistd polun muutoksista. Kappaleen liike keskittyy siis tAmén
polun ympéristoon. |2]

Kun h — 0, liike tapahtuu tdsmélleen yhtd, stationdarisen vaikutuksen
polkua pitkin. Stationdirisen vaikutuksen polun etsimistd kutsutaan klassi-
sessa mekaniikassa pienimmén vaikutuksen periaatteeksi, ja se on ekvivalentti
Newtonin I ja IT lain kanssa |3]. Kun siis puhtaasti kvanttimekaaninen luon-
nonvakio, Planckin vakio, ldhestyy nollaa, kvanttimekaniikan postulaattien
tuottamat tulokset ldhestyvit klassisen mekaniikan postulaattien tuottamia,
ja approksimaatio on hyva makroskooppisille systeemeille.



4 Polkuintegraalien matematiikan perusteita

4.1 Polkuintegraali

Kaytdnnossa mahdollisia polkuja on kahden tilan vililla yleensé ddretén maé-
ré, jolloin summaamisen sijaan kdytetddn niin sanottua polkuintegraalia, joka
on funktionaali-integraali.

Tutkitaan todennédkoéisyysamplitudia hiukkasen siirtymiselle paikasta a
paikkaan b ajanhetkien ¢, ja ¢, vililld. Polkuintegraali voidaan laskea jaka-
malla aikavili NV:&n tasapitkddn osaviliin ja integroimalla paikan suhteen
avaruuden yli jokaisella aikavilin jaon hetkelld. Tarkka arvo saadaan, kun
aikavilin jaon tiheys ldhestyy ddretontd. Kun siis merkitddn yhden aikavi-
lin jakovilin pituutta e ja polun pistetti aikavélin jaon ¢2:nnessi pisteessi x;,
voidaan todennikoisyysamplitudi lausua

K(b,a) =limA™Y // . -/e(i/h)s[x(t)]dxldxg cedry_q, (6)

e—0

missid A on normalisointitekiji, jonka arvoksi voidaan [2] osoittaa

. 27Tllh€.
m

Polkuintegraali lyhennetdin yleensid merkinnalla

b
KX@@)::/ LIS Dy (1) (7)

a

2]

4.2 Perakkiiset tapahtumat

Hyvin pienen aikavilin tapahtumien todennékéisyyksien laskeminen ainakin
approksimatiivisesti on usein suhteellisen yksintertaista. On siis kiiytannollis-
td jakaa polku osavéleihin, joille todennakoisyydet lasketaan, ja johtaa sddnto
osavilien todennikoisyyksien yhdistamiselle.

Liikkuessaan avaruuden pisteesti a pisteeseen b hiukkanen kulkee polun,
jonka vaikutus on S[b, a]. Integraalin additiivisuuden vuoksi vuoksi vaikutus
voidaan lausua mielivaltaisen polun pisteen x. avulla

Slb,a] = S[b, x.] + S|z., al. (8)

Potenssin laskusddntojen nojalla taphtuman todennikoisyysamplitudi voi-
daan néin ollen lausua

K&@:/K&MKmﬂW@ (9)
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Selvisti perdkkiisten tapahtumien kertomissidinto yleistyy myds mielivaltai-
selle maarille osavileja. |2]

5 Aaltofunktio

Schrodingerin aaltoyhtilossa esiintyy suure aaltofunktio v. Aaltofunktio vas-
taa todennikoisyysamplitudia mutta ei ota kantaa liikkeen alkupisteeseen
vaan kuvaa todenndkdisyysamplitudia vain sille, ettd hiukkanen saapuu tiet-
tyyn pisteeseen tietylld ajanhetkelld. Kasite on kayttokelpoinen perdkkiisten
tapahtumien kertomissdannon vuoksi, silld kun osataan lausua hiukkasen aal-
tofunktio pisteen z; funktiona niin aaltofunktio seuraavassa pisteessi on

V(o ta) = /Oo K (2, bo: 21, 11 )b (1, 1) . (10)
1]

5.1 Paikan aaltofunktio

Vapaan hiukkasen amplitudille siirtyd pisteestd y pisteeseen x ajassa t voi-
daan yhtélon (7) nojalla johtaa [2]| lauseke

K(z,t;y,0) = \/Eexp (im(;h_t 9)2) . (11)

Néin ollen aaltofunktion yleinen paikkaesitys on perikkiisten tapahtumien
kertomissddnnon nojalla

sot) = o [ (M) w0 02

5.2 Litkemaaran aaltofunktio

Vaikka hiukkasen sijaintia mittaamalla voidaan aina paételld sen litkemaéra,
on kaytdnnollistd johtaa vastaava todennikdisyysamplitudin lauseke myds
liikemaaralle.

Tarkastellaan vapaata hiukkasta, joka ldhtee liikkeelle pisteestd y hetkel-
14 tg = 0. Alkuhetkelld hiukkasen aaltofunktion paikkaesitys on 1 (y,0). Las-
kemalla amplitudi sille, ettd hiukkanen on hetkelld T pisteessid x, saadaan
amplitudi sille, ettd hiukkasen liikkemé&érd on p = ma/T. Paikan amplitudi



on perakkiisten tapahtumien kertomissidinnon nojalla

b, T) = /OO K (T, 0)(y, 0) dy

_ (z —y)°
— 27rhT ( ONT ) Vly,0) dy
o0 . 2 .
B mx imy”  imay
- 27rhT P ( ONT ) /_ =P ( OWT  hT ) ¥ly,0) dy

o0

m ima? > imy?  ipy
= \omr O ( ONT ) /_ P ( oNT 7) Vly:0) dy.

) (13)

Koska y — +oo = ¢(y,0) — 0, suuret y:n arvot eivit vaikuta integraalin
arvoon. Ndiin ollen kun 7" — o0, saadaan todennikoisyydeksi sille, ettd n-
ulotteisessa konfiguraatioavaruudessa olevan vapaan hiukkasen liikemé&ara on
pienen toleranssin d"p sisilla arvosta p, néin ollen

n 2

d"p

P(p,t)d"p = W

(14)

exp (—%p . r) Y(r,t)d"r

Lausekkeen osa 1(r,t) voidaan tulkita amplitudiksi sille, ettd hiukkanen
on pisteesséd r hetkelld ¢, ja lauseke exp(—(i/h)p - r) kuvaa amplitudia sille,
ettd pisteessd r olevan hiukkasen litkeméérd on p. [2]

6 Operaattorit

Operaattori on kuvaus funktioavaruudesta funktioavaruuteen. Kutsutaan suu-
retta () vastaavan operaattorin paikkaesitykseksi sellaista operaattoria €2, et-
ta suureen mittaustuloksen odotusarvo on

_ / @) d, (15)

missd ¥* on aaltofunktion kompleksikonjugaatti. Vastaavasti operaattoreilla
on litkemédriesitykset, joille pitee

_ / " 5 (0)26(p) dp. (16)

Schrodingerin muotoilussa postuloidaan kutakin havaittavaa fysikaalista
suuretta vastaavat operaattorit. Johdetaan eriitd suureita vastaavat operaat-
torit polkuintegraalimuotoilun postulaattien nojalla.



6.1 Paikkaa vastaava operaattori

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi yksiulotteista avaruutta, jossa hiuk-
kasella on paikka x ja liikemé&ara p. Hiukkasen paikan odotusarvo on

(z) = /_oo +P(z) dz — /ZxW(w)]Z i — /o; 2 (@)e(z) de.  (17)

) — —

Paikkaa vastaavan operaattorin paikkaesitys on siis

T=ux. (18)

6.2 Liikemiaria vastaava operaattori

Hiukkasen liikemaaran odotusarvo (p) on

() = / " pP() dp = / T plo)? dp = / TP o) o, (19)

[e's) — —

Néin ollen yhtélon 14 nojalla

o = [o( [t a) ([t ) 5
= / / / w*(w)%e%p@*“qp(x/) da’'dwdp

- [[(/ Zw*u)%@;pw@ww/)

* —1 4 z—x' dw
—/w (x)Q—m,ehp( )@(a:') da:') dxdp

_ / / w*(x)Qim, ( / enP@=a) dp) %(aﬁ) d'dz, (20)

silld y — d+oo = ¢(y) — 0, jotta todennikoisyystulkinta olisi mielekés.
Diracin delta-funktio voidaan lausua

O

—00

[4], joten

0 = [[ g (<) o) s 1)



ja koska

[4], niin

(p) = [/W@ﬂﬂx—xﬁ%()@ﬁx

h d1/)
= dx. 22
[e @i (22)
Liikem&drda vastaavan operaattorin paikkaesitys on siis
h d d
p=—-——=—ih—. 23
b i dx ! dx (23)

2]

6.3 Muut operaattorit

Paikka ja litkemaara riittdviat maédritteleméian useimmat havaittavat fysikaa-
liset suureet, joten myo0s useimpia suureita vastaavat operaattorit voidaan
johtaa paikan ja litkemaédridn operaattorien avulla. Esimerkiksi mekaanista
kokonaisenergiaa vastaavan operaattorin eli Hamiltonin operaattorin paik-

kaesitys:
/V\ h2 d2
H=T+V=0—4V=-s——"s 24
+V 2m+V 2mdx2+v (24)

Potentiaalienergia riippuu vain paikasta, joten sitd vastaavan operaattorin
paikkaesitys tarkoittaa kertomista potentiaalienergian arvolla.

6.4 Operaattorien kommutointisiannoista

Epéatarkkuusperiaatteen kisittelyn yhteydessid mainittiin suureparit, joiden
suureilla ei voi olla tarkkaa arvoa samanaikaisesti. Téallaisten parien tunnis-
tamiseen voidaan perustella sidnto: samanaikaisesti esiintyvid suureita vas-
taavien operaattorien on kommutoitava, koska silli, kumpi suure mitataan
tai lasketaan ensin, ei voi olla vaikutusta havaittaviin arvoihin. Vastaavasti
muiden suureparien operaattorit eivit voi kommutoida. [2]

Olkoon operaattorien A ja B kommutaattori operaattori

[A, B] = AB — BA.

Operaattorit siis kommutoivat, jos ja vain jos niiden kommutaattori on nol-
laoperaattori.

10



Osoitetaan, ettd paikkaa ja liikkem&araa vastaavat operaattorit eivit kom-
mutoi. Tarkastellaan yksiulotteista avaruutta. Merkitdin paikkaa vastaavaa
operaattoria I. Se tarkoittaa selviisti vain kertomista paikan arvolla x. Tl-
16in, kun f on mielivaltainen derivoituva funktio:

[?L’\,ﬂf = fﬁf_ﬁ%f

= a(ih) ]~ (i) ()
d d
= —ih (x@ —f- T )
— ihf # OF. (25)

Paikkaa ja liikemadrai vastaavat operaattorit eivit siis kommutoi.

7 Schrodingerin yhtalo

Kvanttimekaniikan Schrodingerin muotoilussa postuloidaan aaltofunktion maa-
radva Schrédingerin aaltoyhtdlond tunnettu differentiaaliyhtdlo. Johdetaan
nyt tdma yhtilo polkuintegraalimuotoilun postulaattien nojalla. Tarkastel-
laan téssd yksinkertaisuuden vuoksi vain vapaata hiukkasta.

7.1 Vapaan hiukkasen Schrodingerin yhtilon johtami-
nen

Hetkelld ¢ hiukkanen on pisteessd y ja differentiaalisen ajan e kuluttua pis-
teessi © = y — n, missd n on pieni paikan muutos. Yhtialon (12) nojalla
voidaan kirjoittaa

Y(z,t+e) :/ ATYEEE p(a + n, t)dn, (26)

4 (2m'he> 2
m

Lausutaan aaltofunktio yhtdlén molemmilla puolilla Taylorin sarjan ensim-
méisten termien avulla:

0 N
(x, +6— / A e e <¢(x t) +7I3_¢ + 7] 522 ¢> 7. (27)
Koska parittoman funktion integroimissadnnon nojalla

/OO Afleian/Zhendn -0

o0

misséa
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ja koska 2|

o o h
/ A—lezmn /27’16772 d77 — 2_67 (28)
oo m
yhtélo voidaan kirjoittaa
o he 0%
Y = - — 29
ve ot 2im Ox? (29)

Téamén kanssa ekvivalentti on yhtalo

2 92
n ot L ov

- =1
2m Ox? ot’
joka on Schrodingerin aaltoyhtédlo vapaalle hiukkaselle. Koska aikavili e 1&-
hestyy nollaa, Taylorin sarjan termien pois jiattadmisella ei ole merkitysta.
Kun H on Hamiltonin operaattori, voidaan myos osoittaa |2]|, etté

O

Hip = ih—
w ? at7

(30)

joka on yleinen Schriédingerin aaltoyhtélo. [2]

7.2 Aikariippumaton aaltofunktio

Yritetddn lausua systeemin aaltofunktio separoimalla aaltofunktio funktioiksi
¢ ja f siten, ettd
(1) = () f(1).

Oletetaan, ettd potentiaalienergiafunktio ja siis myos Hamiltonin operaat-

tori eivit riipu eksplisiittisesti ajasta. Talloin Schrodingerin yht&lé voidaan
esittdd muodossa

; 0 1 - f'(t)

fO)H(x) = ih(x) - f(t) & —Hp(x) = ih—=,

ot ¢(z) f(t)

missd f = df /dt. Koska yht&lon eri puolet riippuvat vain toisistaan erillisis-

td muuttujista, molempien puolien on oltava sama vakio, jota merkittakoon

symbolilla E. Voidaan osoittaa [2], ettd E on systeemin kokonaisenergia.

Ratkaisemalla saadut yhtilo ja differentiaaliyhtilé saadaan systeemin aalto-
funktioksi

(31)

V(1) = plx)e” M, (32)
missd ¢ toteuttaa aikariippumattoman Schrédingerin yhtélon
Ho(x) = Eo(x). (33)
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Todennékoisyysamplitudifunktion on luonnollisesti oltava rajoitettu ja
jatkuva, joten vain osa ratkaisuista on fysikaalisesti merkitsevid. Vain ni-
mé ratkaisut tuottavat energian F arvot ovat siis mahdollisia, joten systee-
min energiatilat ovat kvantittuneet. Merkitddn n:ttd mahdollista energiatilaa
E,,. Aikariippuvaa todennédkoisyysamplitudia K laskettaessa erillisten ener-
giatilavaihtojen todennéikoisyysamplitudit lasketaan yhteen:

K@y ty0, 1) = Y 65 () () (/M at0), (34)

missi ¢* on todennékoisyysamplitudin kompleksikonjugaatti. [2]

8 Statistisen mekaniikan perusteista

Statistinen mekaniikka on laajojen systeemien osien tilastollista kiyttayty-
mistd tutkiva fysiikan ala. Se pyrkii tulkitsemaan systeemin makroskooppi-
set ominaisuudet, kuten energian ja entropian, systeemin mikroskooppisten
osien ominaisuuksien avulla.

8.1 Peruskasitteita
Merkitadn .
ﬁ = T
ET
missii k on Boltzmannin vakio (noin 1,3807 x 1072*J/K) ja T termodynaa-
minen lampotila. Voidaan osoittaa 2|, ettd systeemin kokonaisenergia on F;
todennékoisyydella

(35)

6—Ezﬂ
Z 9
missd, Z on normalisointitekijd, jonka arvo on

Z =Y el (37)

pi = (36)

Tekijdd Z kutsutaan systeemin partitiofunktioksi (partition function). Mer-
kintGjen yksinkertaistamiseksi maaritelldén lisiksi Helmholtzin vapaaenergia

F:—%an:—lenZ. (38)

Voidaan osoittaa [2|, ettd Helmholtzin vapaaenergian ja siis partitiofunktion
avulla voidaan lausua esimerkiksi makroskooppisen tason termodynaamiset
suureet paine



missd V' on tilavuus, entropia

oF
S=——
oT’
ldimpdenergian muutos
AQ =TAS
sekd systeemin sisdenergia
U=F-TS.

8.2 Tiheysmatriisi

Olkoon ¢; energiatilalla E; olevan systeemin aikariippumaton aaltofunktio.
Todennékoisyys sille, ettd systeemi havaitaan avaruuden pisteessd x on sum-
ma energiatilojen todennikoisyyksien ja kunkin energiatilan havaitsemisto-
dennékaisyyksien tuloista. Néin ollen yhtélon (36) nojalla

P) = 5 3 (6(@o(a)e ) (39

i

missd ¢; on aaltofunktion kompleksikonjugaatti. Madritellidn systeemille
lampdotilasta riippuva tiheysmatriisi

pla’,z) =) (97 (a)gilz)e ), (40)

)

jolle edellisen yhtélon nojalla pétee

P(z) = . (41)
Néin ollen koska kokonaistodennikoisyyden on oltava 1, pétee
Z = /p(x,x)dx. (42)

Partitiofunktio Z on siis tiheysmatriisin jélki Tr(p).

8.3 Imaginiirinen aika

Tiheysmatriisin médritelmé on selvisti analoginen todennékoéisyysamplitu-
din lausekkeen (34) kanssa, kun ajatellaan lausekkeessa esiintyvé i(to — ¢1)
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“imagindiriseksi aikaviliksi” —ifh. Késite on puhtaasti matemaattinen. Ti-
heysmatriisille voidaan johtaa [2| lauseke

(2, 21) = / " exp <% /0 . [T~ v() dT) Da(r),  (43)

1

missd 7 on “ajan” imagindériosa ja & = dx/dr.

"Imagindarisessa ajassa”’ olevan systeemin "liike-energia” on —%mx’Q. Ti-
heysmatriisin jéilki eli partitiofunktio saadaan asettamalla polkuintegraalin
alku- ja loppupiste samoiksi. Se on siis todennikoisyysamplitudin kanssa téay-
sin analoginen, puhtaasti reaalinen polkuintegraali, jossa aika etenee vain
imagindiriakselin suuntaan; kaikki polut ovat "imagindérisella aikavalilla”
[0,i0h].

Jos lampotila ei ole kovin matala, lausekkeen (3h arvo on hyvin pieni, jo-
ten joko systeemin "aikavélilla” kulkema polku on hyvin lyhyt, tai sitten sys-
teemin "nopeus” on hyvin suuri. Jos "nopeus” on suuri, polun merkitys pol-
kuintegraalissa on mitattomén pieni, joten voidaan olettaa nopeuden olevan
suhteellisen pieni. Niin ollen potentiaalienergialle on usein hyvina approksi-
maationa alkupisteen potentiaali V. Télloin polkuintegraali yksinkertaistuu
huomattavasti, ja partitiofunktioksi voidaan johtaa [2]

mkT _
7 = /p(x,x)dx =1/ 577 /e V. (44)

Lauseke voidaan johtaa puhtaan klassisen fysiikan avulla lukuun ottamat-
ta vakiokerrointa, jossa esiintyy Planckin vakio. Ennen kvanttimekaniikkaa
kertoimen tuntematonta osaa késiteltiin kokeellisesti selvitettyné vakiona. [2]
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