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MC
-simulointeja
on luontevin-
ta käyttää sa-
tunnaisten il-
miöiden ja

tapahtumien mallintamiseen.
Tällöin ei tarkastella sitä mistä
satunnaisuus johtuu, vaan pyri-
tään löytämään satunnaisuuden
seurauksia ja erityisesti sen sään-
nönmukaisuuksia. Tyypillisim-
millään tällöin mallinnetaan suu-
ria joukkoja, lukuisia tapahtumia
tai ollaan tekemisissä muuten
niin suurten lukujen kanssa, että
statistiset eli tilastolliset tarkaste-
lut ovat mielekkäitä. Paradoksaa-
lisesti siis etsitäänkin satunnai-
suutta käyttäen tarkasteltaviin
kohteisiin liittyvien ilmiöiden ja-
kautumien täsmällisiä paramet-
reja tai lainalaisuuksia. 

Esimerkkeinä MC-simuloin-
tien sovellutuksista luonnon-
tieteiden ja tekniikan piirissä voi-
taisiin mainita jo edellä mainittu
ydinreaktiot, avaruuden hiuk-
kassäteilyn mallintaminen, eräät
pitkän aikavälin säätilan vaihte-
luun liittyvät ilmiöt tai suuriin
atomijoukkoihin ja aineen omi-
naisuuksiin liittyvät asiat. Fysii-
kan entropian käsite, joka kuvaa
tarkasteltavan kohteen epäjärjes-
tyksen astetta, on oiva esimerkki
pohjimmiltaan satunnaisuutta
kuvaavasta täsmällisestä käsit-
teestä ja suureesta. MC-simu-
lointi onkin ehkä parhaimmil-
laan tarkasteltaessa entropian
maksimiarvoon liittyviä vakaita
tasapainotilanteita. 

Kokeellista ja teoreettista
Monte Carloa 
Sekä satunnaisilmiöiden että
myös determinististen prosessien
mallinnukset voidaan jakaa ko-
keellisiin ja teoreettisiin. Tällöin
tiettyjen yksinkertaisten lähtö-
kohtien tai alkeistapahtumien
perusteella suoritettu simulointi
on kuin koe, josta tehdään ha-

vaintoja ja mitataan tuloksia.
Usein tällainen koe täytyy toistaa
joko statistiikan parantamiseksi
tai siksi, ettei kaikkea mielen-
kiintoista tai tarpeellista osattu
heti ensimmäisellä kerralla rekis-
teröidä. Siis tyypillinen koe.

Teoreettinen tarkastelu puo-
lestaan on statistista fysiikkaa,
jonka puitteissa pyritään selittä-
mään tai ennustamaan simuloin-
nin tulokset. Tarkasteltavan sys-
teemin ominaisuuksien tai siihen
liittyvien jakautumien paramet-
rien laskeminen voidaan tavalli-
sesti palauttaa summauksiksi tai
integraaleiksi, joiden numeerista
laskemista simulointi itse asiassa
vain onkin. Toki myös MC-si-
muloinnin etenemistä voidaan
joissakin tapauksissa seurata ajas-
ta riippuvana, samoin kuin mo-
lekyylidynamiikan simulointia-

kin, jotta tasapainoon johtavasta
tapahtumasarjasta saataisiin ha-
vainnollinen kuva.

Suuria joukkoja kuvaavissa
jakautumissa on tyypillisesti hy-
vin suuri määrä vapausasteita tai
muuttujia. Näin moniulotteisten
avaruuksien yli suoritettava nu-
meerinen integrointi on tavalli-
sesti mahdoton tehtävä muilla al-
goritmeilla suoritettavaksi. Nu-
meerisena menetelmänä MC-in-
tegrointi suppenee vain verran-

nollisena tekijään N-1/2, missä N
on integrointiverkon koko. Las-
kennan suppeneminen tarkoittaa
tuloksen tarkentumista kohti lo-
pullista arvoaan, ja siihen pyri-
tään mahdollisimman pienellä
laskenta-askelien lukumäällä.
MC-laskenta suppenee paljon
hitaammin kuin monissa kehit-
tyneemmissä algoritmeissa. MC-
integrointi on kuitenkin helppo
toteuttaa, ja se toimii myös sil-
loin kun säännöllisen integroin-
tiverkon käyttö on vaikeaa, esi-
merkiksi geometrisista syistä, tai
ei tule lainkaan kysymykseen,
esimerkiksi suuren muuttuja- tai
vapausastelukumäärän vuoksi.

Monte Carlo –menetelmät
Hallittua satunnaisuutta

Monte Carlo (MC) -menetelmiin luetaan
perinteisesti satunnaisuutta tai satunnaislukuja ja
-jakautumia käyttävät laskenta- ja simulointi-
menetelmät. Menetelmän nimen juuret ovat
tunnetussa samannimisessä pelikasinossa.
Sieltä se otettiin 2. maailmansodan aikaiseen
Manhattan-projektiin, jossa menetelmää
ensimmäisen kerran sovellettiin systemaattisesti
käyttöön ydinpommin neutronivuon
mallinnuksessa. Tämän jälkeen nimi vakiintui
nykyiseen käyttöönsä.

”MC-simulointeja on
luontevinta käyttää
satunnaisten ilmiöiden ja
tapahtumien
mallintamiseen.”
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Vaikeasti tavoitettava
satunnaisuus

MC-simuloinnin tai -integroin-
nin toteuttamiseen tarvitaan sa-
tunnaislukuja jostakin hyvin
määritellystä jakautumasta. Ta-
vallisesti käytetään satunnaislu-
kugeneraattoria, joka on algorit-
mi tai tietokoneohjelma itse sa-
tunnaisuuden simuloimiseksi.
Tällainen algoritmi laskee aluksi

siemenlukuun ja sitten jo lasket-
tuihin satunnaislukuihin perus-
tuen sarjan uusia lukuja, joiden
satunnaisuuden voikin perustel-
lusti kyseenalaistaa. Tällaisten sa-
tunnaislukugeneraattorien tuot-
tamien pseudo- eli valesatunnais-
lukusarjojen sisäiset korrelaatiot
on aina syytä selvittää ennen täl-
laisten lukujen käyttöä. Täysin
oikean jakautuman antavien

pseudosatunnaislukujen keski-
näinen korrelaatio eli riippuvuus
saattaa paljastua jo piirrettäessä
pisteiksi kaksi- tai useampiulot-
teiseen koordinaatistoon peräk-
käisten lukujen muodostamat
vektorit.

Satunnaislukuja voidaan
tuottaa tietysti muullakin tavoin,
vaikkapa lottoarvontakoneella,
noppaa tai rahaa heittämällä, tai
jotakin luonnonilmiötä kuten
esimerkiksi puiden lehtien putoi-
lua rekisteröimällä. Lähekkäin
tapahtuvissa luonnonilmiöissä-
kin piilevän korrelaatioiden vaa-
ran minimoimiseksi on esimer-
kiksi  avaruuden hiukkassäteily-
havaintoja taulukoitu satunnais-
luvuiksi. Myös kvanttisatunnai-
suuteen perustuvia satunnaislu-
kugeneraattoreita on kehitelty. 

Molekyylidynamiikka ja
Monte Carlo
Molekyylidynamiikan (MD) si-
muloinneissa tarkastellaan ato-
mijoukon atomien klassista käyt-
täytymistä annetussa voimaken-
tässä. Vakaan tasapainotilanteen
dynamiikan aikakeskiarvoina
voidaan tällöin laskea tasa-
painojakautumaan liittyviä para-
metrejä, kuten esimerkiksi ener-
giasuureita, hiukkastiheyksiä,
hiukkasten välisiä korrelaatio-
funktioita, sekä mahdollisten
molekyylien rakenneparamet-
rien keskiarvoja jakautumia.

Vakaan tasapainotilanteen
tapauksessa annetulle atomi-
joukolle ja sille määritellylle voi-
makentälle voidaan aivan yhtä
hyvin tehdä myös MC-simuloin-
ti, josta saadaan samoja paramet-
rejä kuin MD-simuloinnistakin.
Jos tarkastellaan molemmissa ta-
pauksissa täsmälleen samaa sys-
teemiä antavat molemmat mene-
telmät samat tulokset, kun statis-
tiikkka on riittävän hyvä eli si-
muloinnit ovat riittävän pitkiä.
Siten MC-simuloinnin tuloksis-
ta on luettavissa vaikkapa kak-
siatomisen molekyylin keskipa-
koisvenymä, vaikka se on tyypil-
linen pyörimisdynamiikkaan liit-
tyvä suure. Ehkä yllättävää, sillä
tasapainotilanteita simuloivana
menetelmänä MC-menetelmän
ei arvaisi antavan dynamiikkaan
liittyviä tuloksia.

Tasapainotilojen MD-simu-
loinnin perussysteemi on mikro-
kanoninen eli NVE- joukko
(engl. microcanonical ensem-
ble), jossa kokonaisenergia säilyy,

sillä MD:n toteuttaminen on
vain klassisen mekaniikan
Newtonin liikeyhtälöiden nu-
meerista ratkaisemista. Tähän
perussysteemiin voidaan sitten li-
sätä ”kitkatermejä” tai muita hä-
viötermejä kuvaamaan energian
poistumista esimerkiksi kvantti-
virityksiksi, ”lähdetermejä” ku-
vaamaan energian saantia ulkoi-
sesta säteilystä tai viritysten pur-
kautumisista ja lämpökylpy va-
kioimaan lämpötilaa tai vakio-
painedynamiikka.

Tasapainotilojen MC-simu-
loinnin perussysteemiä taas kut-
sutaan kanoniseksi eli NVT-jou-
koksi (engl. canonical ensemble),
jossa lämpötila on annettu ja säi-
lyvä suure. Kanonisen joukon si-
mulointiin käytetään täsmälleen
50 vuotta sitten keksittyä teho-
kasta Metropolis-MC-algoritmia
(MMC). Se kuuluu viime vuosi-
sadan viiden merkittävimmän al-
goritmin joukkoon. MMC-algo-
ritmia varten ei tarvita hiukkas-
ten välisten voimien laskentaa,
vaan vuorovaikutusenergiat riit-
tävät. Toisaalta tämän vuoksi si-
mulointi ei myöskään kuvaa ajas-
ta riippuvaa dynamiikkaa, joten
ajasta riippuvia ilmiöitä tai epä-
tasapainodynamiikkaa ei voida
tarkastella tällä menetelmällä. 

Monte Carlon monet
kasvot
MMC-algoritmiin perustuu op-
timointimenetelmä, joka on saa-
nut nimekseen simuloitu jäähdy-
tys (engl. simulated annealing,

Kineettistä MC-simulointia voidaan käyttää ajasta riippuvien tai
epätasapainotilojen aikakehityksen tarkasteluun. Kuvassa on
mallinnettu kiinteällä pinnalla tapahtuva kemiallinen reaktio, joka
on kuvattu reaktion alkeistapahtumien ja niiden reaktionopeus-
vakioiden Ki avulla.

Polkuintegraali-MC-menetelmässä kvanttihiukkaset esitetään
helminauhoina, joiden helmet on kytketty toisiinsa jousia kuvaa-
villa harmonisilla voimilla. Helmien väliset vuorovaikutukset on
esitetty katkoviivoilla. Kuvassa on kaksi keskenään vuorovaikut-
tavaa kvanttihiukkasta, jotka on kuvattu neljällä helmellä.

Useiden käyttöjärjestelmien
(esimerkiksi UNIX) mukana tu-
levan RAND-satunnaisluku-
generaattorin peräkkäiset pis-
teparit tulkittuna xy-tason
vektoreiksi. Näiden pseudo-
satunnaislukujen keskinäinen
korrelaatio on ilmeinen.

Jari Koponen, CSC

Jari Koponen, CSC
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SA). Nimi perustuu analogiaan
sulan metallin jäähtymisen ja ki-
teytymisen kanssa, jossa metallin
atomaarinen (kide)rakenne
muodostuu energian minimoitu-
misen seurauksena. Avaintekijä
tässä on lämpötila MMC-algo-
ritmin muuttujana, jota kohti
nollaa pienentämällä optimira-
kenne löytyy.

MC-menetelmänä SA ”pu-
ree” myös huonosti-käyttäyty-
viin optimointiongelmiin eikä
oikeastaan aseta minkäänlaisia
rajoituksia optimoitavalle funk-
tiolle eikä edellytä siltä minkään-
laista säännönmukaisuutta. Siten
se on suoraviivainen menetelmä,
jota voidaan käyttää aina, esimer-
kiksi silloin kun ratkaisuna voi
olla useita samanarvoisia mini-
mejä. Toisaalta kuitenkin hyvin
käyttäytyvissä tapauksissa SA on
merkittävästi tehottomampi ja
hitaampi menetelmä kuin opti-
moitavan funktion säännönmu-
kaista muotoa tutkivat ja hyväk-
sikäyttävät algoritmit.

MC-algoritmeja voidaan
käyttää myös ajasta riippuvien il-
miöiden mallintamiseen. Ehkäpä
tavallisin näistä menetelmistä on
kineettinen MC (engl. kinetic
MC, kMC), jossa lähtökohtana
ovat joukko alkeistapahtumia ja
niille määritellyt tapahtumato-
dennäköisyydet. Kun määritel-
lystä lähtötilanteesta alkaen ede-
tään ajassa lyhyin askelin kulla-
kin askeleella arpoen sille sattu-
vat alkeistapahtumat, saadaan
mallin ja sen parametrien hyvyy-
den puitteissa sekä havainnolli-
nen kuva prosessista että lopputi-
la, joka voi olla esimerkiksi tar-
kasteltavan systeemin etsitty ta-
sapainotila. 

Yksi tyypillinen esimerkki on
pintareaktio, jossa alkeistapahtu-
mina ovat kaasufaasista pintaan
törmäävät ja siihen mahdollisesti
tarttuvat molekyylit tai atomit,
niiden diffuusiohypyt pinnalla,
mahdolliset kemialliset reaktiot
ja lopuksi reaktiotuotteiden de-
sorptio pois pinnalta takaisin
kaasufaasiin.

Kvantti-MC (engl. quantum
MC, QMC) otsikon alle lista-
taan tavallisesti menetelmiä, jois-
sa tarkasteltava kohde on kvant-
tisysteemi. Tällöin yksinkertai-
simmillaan kyse voi olla vain mo-
niulotteisten tai muuten huonos-
ti-käyttäytyvien integraalien nu-
meerisesta laskemisesta MC-me-
netelmällä.

Kaikkein eksoottisin QMC-
menetelmistä lienee polkuinteg-
raali-MC (engl. path integral
MC, PIMC), jonka lähtökohta-
na on äärellisen lämpötilan
kvanttistatistiikan esittäminen
Feynmanin polkuintegraalien
avulla. Tämä sinänsä on jo poik-
keuksellista, sillä kvanttiteoriaan
perustuvat tarkasteluthan teh-
dään tavallisimmin välittämättä
lämpötilasta eli olettamalla se
nollaksi. Ympäristönsä kanssa
lämpötasapainossa olevaa systee-
miä tarkasteltaessa lämpötilan
huomioiminen on kuitenkin
oleellista, ja avaa aivan uusia
mahdollisuuksia kvantti-ilmiöi-
den tutkimiseen esimerkiksi na-
nofysiikassa.

Osoittautuu, että kvantti-
hiukkasten äärellisen lämpötilan
statistiikkaa voidaan simuloida
klassillisella MMC-algoritmilla.
Tämä tapahtuu korvaamalla
kvanttihiukkaset klassisten hiuk-
kasten muodostamilla ”helmi-
nauhoilla”. Helmien lukumäärää
sanotaan Trotterin luvuksi. Hel-
met on kytketty toisiinsa harmo-
nisilla voimilla, joiden poten-
tiaalienergia vastaa kvanttime-
kaanista pysyvän tilan kineettistä
energiaa. Helminauhan helmet
tuntevat ulkoisen voiman hei-
kennettynä, eli jaettuna Trotterin
luvulla. Toistensa vuorovaiku-
tuksen hiukkaset tuntevat aino-
astaan vastinhelmiparien välisinä
voimina. Kasvattamalla Trotterin
lukua siirrytään klassisesta yhden
helmen hiukkaskuvauksesta
kvanttihiukkaseen pitkän helmi-
nauhan muodossa.

Monte Carlo -menetelmillä
on oma paikkansa numeeristen
menetelmien ja simulointialgo-
ritmien joukossa. Eräissä tapauk-
sissa niiden käyttö muiden me-
netelmien sijaan on perustelta-
vissa useastakin eri syystä. Par-
haimmillaan ne ovat simuloitaes-
sa suurten joukkojen statistiikkaa
tai tarkasteltaessa satunnaisil-

miöiden jakautumia. Juuri 50
vuotta täyttänyt Metropolis-
Monte Carlo -algoritmi on mai-
nitsemisen arvoinen tässä yhtey-
dessä.

Numeerisina integrointi-
menetelminä MC-algoritmit
taas osoittavat käyttökelpoisuu-
tensa silloin, kun perinteiset me-
netelmät joutuvat vaikeuksiin,
syystä tai toisesta. Lisäksi, kuten
edellä on lyhyesti kuvattu, mitä
erilaisimpia sovellutuksia voi-
daan keksiä optimointialgorit-
meista aina kvanttitilojen tarkas-
teluun. Toisaalta MC-menetel-

mät tarvitsevat numeronmurs-
kaustehoa merkittävästi enem-
män kuin vastaaviin tarkoituk-
siin soveltuvat deterministiset al-
goritmit, jos sellaisia kulloinkin
löytyy. Mutta juuri tästä syystä
voidaan MC-menetelmien odot-
taa säilyttävän merkityksensä tai
jopa kasvattavan sitä tietokonei-
den laskentakapasiteetin jatku-
vasti kasvaessa.

Tapio Rantala
Tampereen teknillinen 
yliopisto
tapio.rantala@tut.fi

Sirotellaan tasaiselle lankku-
lattialle sattumanvaraisesti N
kappaletta neuloja (keltai-
nen), tai vaihtoehtoisesti sa-
ma neula N kertaa. Neulan pi-
tuus L on sama kuin lattialank-
kujen leveys. Osa neuloista (n
kappaletta) asettuu molem-
pien vierekkäisten lankkujen
päälle.

Koska neula on keskipis-
teen suhteen symmetrinen,
voidaan seuraava tarkastelu
suorittaa vain neulan puolik-
kaan suhteen. Tällöin näh-
dään, että muodostuvan sini-
sen suorakulmaisen kolmion
yksi sivu voidaan esittää kosi-
nilausekkeena. Tämän sivun
pituus lattialankkujen sauma-
kohtaan saakka on x. Nyt x voi
saada minkä ta-
hansa arvon nollan
ja L/2: n välillä, ja
kulma ! vastaa-
vasti nollan ja "/2:n
välillä. x ja a ovat
systeemin va-
pausasteita. 

Lasketaan osu-
maksi n jokainen
tapaus, jossa x on
pienempi kuin ko-
sinilauseke. Integ-
roidaan kosinilau-

seke yli vapausasteiden (x ja
!), jolloin tulokseksi saadaan
L/2. Kun tämä normitetaan
kaikkia tapauksia N kuvaaval-
la vastaavalla integraalilla, jo-
ka antaa tulokseksi "/2 # L/2,
saadaan integraalien suh-
teeksi n/N = 2/".   Niinpä tästä
Monte Carlo -kokeesta saa-
daan likiarvo luvulle ", sillä
2N/n lähestyy piitä, kun N kas-
vaa rajatta. Tyypillisesti Monte
Carlo -kokeille suppeneminen
on varsin hidasta ja ensimmäi-
senkin desimaalin laskemi-
nen vaatii jo kohtuuttomasti
kärsivällisyyttä.

Monte Carloa ilman
tietokoneita

”Numeerisina
integrointimenetelminä
MC-algoritmit taas
osoittavat
käyttökelpoisuutensa
silloin, kun perinteiset
menetelmät joutuvat
vaikeuksiin.”

Jari Koponen, CSC
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