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7. Atomien rakenne ja
spektrit

Atomien rakenteella tarkoitetaan niiden elektroniverhojen ra-
kennetta, erilaisia jakautumia ja erityisesti elektronien energia-
tiloja. Atomien spektreilld taas tarkoitetaan tavallisesti elektro-
nien transitioihin liittyvid (mitattavissa olevia) energioita.

Vetyatomin spektri

Jos elektronin spin jatetdan toistaiseksi ottamatta huomioon,
niin vetyatomin (tai sen elektronin) tilan maarittavat kolme
kvanttilukua n, 7, ja m,, kuten kappaleessa 3.13 todettiin.
Elektronin vastaavaa tilaa voidaan merkita 1,/m, tai In/m; ) ja
sitad kutsutaan orbitaaliksi. Energian ominaisarvo riippuu vain
pdékvanttiluvustan,

wet g,

322 el h2 n?’

ja likemadardmomenttikvanttiluku ¢ ja magneettinen kvantti-
luku m, antavat energiatilan degeneraation.

En = n=1,2,... (71)

Spektroskopiassa energia on tapana kirjoittaa muodossa

w e
E,=—hcRy-L:Ry=—-—, 7.2
€ Rrpze B 8efhic (7:2)
=109678 cm-!,

missa Ry on Rydbergin vakio vetyatomille. Se riippuu elektro-
nin redusoidusta massasta p = m. m;, / (m, + m;), MiSSa m. ja
m, ovat elektronin ja protonin massat. Jos ytimen rekyyliliike
jatetdan ottamatta huomioon (kuten esim. raskaammilla ytimil-
|& voidaan tehda), kaytetdan Rydbergin vakiota

Ro = (me e) / (8 g2 h3 ¢) = 109737.31 cm-1.
Siten siis Ry =R/ (1 + m¢/my).
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Vetyatomin spektri syntyy transitioista energiatasojen (7.2) va-
lilla ja spektriviivojen energiat ovat muotoa
AE=hc R (L - i)
| . it ng
tai aaltolukuina.

v= =RH(1_1). (7.3)

Spektriviivat esiintyvat sarjoina kvanttiluvun n; = 1,2, 3, ... mu-
kaan ja ne on nimetty tassa jarjestyksessa loytajiensa mu-
kaan, Lyman-, Balmer-, Paschen-, Brackett-, Pfund- ja
Humphreyn sarjoiksi. Kukin sarja lahestyy kvanttiluvun n, kas-
vaessa konvergenssirajaansa (series limit)
v, = Ru

*=0
Konvergenssirajasta saadaan sijoittamalla n; =1 vetyatomin
perustilan ionisaatioenergia

I = hcZ2Ry (7.4)

Tasta saadaan I = 2.179 x 10-18J =1319 kd mol-1 = 13.60 eV.
Sen sijaan hcR.=13.606 eV =1Ry=1/2 H.

-1/16
19— —— —3

iR
=
N
N

Energy, E/hcR,

Kuva 7.1.
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7.2. Valintasdannot
Sahkdisen dipolitransition aiheuttava vuorovaikutus on
HO(®) = - E(),

missd p=—er on elektronin dipolimomenttioperaattori, kun r
on elektronin paikkavektori. Siksi transitiotodennékdisyys (in-
tensiteetti) tilasta li) =1 ni/;my;) tilaan If) =1 n¢/fm/) on Fermin
kultaisen sé&dnndn mukaan verrannollinen sita vastaavan tran-
sitiomatriisielementin (iIHOIf) = wie E(t) neliédn, missa

wir = (nilimy; | pl nglemyg) (7.5)

on transition dipolimomentti. Ryhmé&teoriaa soveltamalla voi-
daan helposti paatella, ettd koska p (tai r) on pariton funktio,
on myds likemaaramomenteista /; ja /; toisen oltava pariton ja
toisen parillinen, jotta integrandi olisi parillinen: (1)’ (1) (1)
=+1 Tama on ns. Laporten valintasdanto:

séhkdisessa dipolitransitiossa atomin pariteetti vaihtuu.

Toisaalta likemaaramomenttien kytkennéan ryhmateoreettinen
tarkastelu T'GD x I'02 = TGi+2) + [Giti-D 4+, 4+ T01=i2) sovellettuna
dipolitransitioon (r: j = 1) antaa I'® x T = TG+ + TG0 + [G-D,
joista keskimmainen ei toteuta Laporten valintasaantoa.

Yhdistamalla nyt nama kaksi tulosta, saadaan séhkdiselle di-
politransitiolle valintasaant6

Al = +1. (7.6a)

Valintasdantoa voidaan etsia myos elektronin transitiossa ta-
solta toiselle emittoituvan tai absorboituvan fotonin avulla.
Koska fotonin spin s =1 ja likemaaramomentin sailymislain
mukaan taytyy elektronin likemaaramomentin (kvanttiluvun)
muuttua transitiossa yhdella yksikélla, saadaan sama tulos
kuin edella.
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Fotonin spinin s z-komponenttia m; sanotaa helisiteetiksi o, jo-
ka voi saada vain arvot o = =1, kun fotonin liikkesuunta on z.
Tasta saadaan valintasaanto elektronin kvanttiluvulle Am,,

Am4= O,il. (76b)

Tama valintasdanté saadaan myods suoraan laskemalla transi-
tiodipolimomentin z-komponentista w, =e z=e¢ r cosf. Nyt tal-
laiselle z-polarisoituneelle valolle {(n,/omp e z | ny/ymy) =

e (n2lp 1 z I ni 1) { mp | myp), jossa viimeinen tekijéa on

2 2x
(mylmy) = f e-imi¢ gimid d¢p = f gilmir—mi)o d

joka on nolla ellei moh =my, eli Am, = 0.0 Samoin laskemalla x-
ja y-polarisoituneelle valolle saadaan Am, = +1.
Dipolitransition valintasdannot ovat siten

An ei rajoituksia

A4 = =1

Am, = 0,1 polarisaatiosta riippuen.

Sahkéinen dipolitransitio dominoi absorptiota ja spontaania
emissiota, koska korkeamman kertaluvun transitiot: sdhkdinen
kvadrupoli- ((ilxylf)) ja magneettiset dipoli- ({il/,If)), kvadrupoli-,
jne. -transitiot ovat hyvin heikkoja.

Ns. monikvanttitransitioiden valintasdént6ja voidaan tarkastel-
la samoin kuin tavallisen (yksikvantti)dipolitransiton valinta-
saantdja edella.
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Elektronin spinin voidaan katsoa aiheuttavan elektronin mag-
neettisen momentin (varattu hiukkanen). Tama sisdinen mag-
neettinen momentti kytkeytyy elektronin rataliikkeen magneet-
tiseen momenttiin (kuten mitk& tahansa kaksi magneettista
momenttia), mika aiheuttaa spektriin hienorakenteen. Vety-
atomin tapauksessa rakenne on tosin heikko, mutta se on kui-
tenkin historiallisesti antanut nimet elektronin energiatasoille:
s(harp), p(rincipal), d(iffuse) ja f(undamental).

Elektronin rataliikkeen magneettinen momentti on

m = (- e/2m,) {/(/+1)}'2 7, joka voidaan kirjoittaa myds tarkas-
telemalla klassillisesti negatiivisesti varatun m.-massaisen
hiukkasen kiertoliiketta r-sateiselld ympyréaradalla ja sen ai-
heuttamaa magneettista dipolimomenttia, kun klassinen
likemaaramomentti korvataan lausekkeella {/(/+1)}12#.

Elektronin rataliikkeen magneettinen momentti on tapana Kir-
joittaa muotoon

m="y. ¢, MSsa y.=—e/2m, (7.7)
on gyromagneettinen suhde.

Rataliikkeen magneettisella momentilla on siten rataliikemaa-
ramomentin ominaisuudet ja

m,=myYeh=—ugmy, (7.8)
missam, =/, (-1, ...,—( ja
Wg=—7Ye i = e_/2me (7.9)

(=9.274x10-2¢ JT-!) on ns. Bohrin magnetoni.

Elektronin spinin magneettista momenttia ei voi johtaa klassil-
lisesti. Se on
m, =g V.S, kun g.=2.002319314, (7.10)

missa g. on ns. elektronin g-tekijéd. Nyt

m, =—g.Ugms, MISSA my = =+1/2.
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7.4. in—ratakytkenta

Tarkastellaan vedyn kaltaista atomia, jossa potentiaali on ¢(r)
=Ze/(4meor) ja V(r) =—e ¢(r) maaraa elektronin rataliikkeen ja
likemaaramomentin £. Talléin magneettisten momenttien

vuorovaikutusenergia eli Hamiltonin operaattori spin—rata-vuo-
rovaikutukselle on (-m- B = —s- B « s-(Exv) o«s- (d¢/dr rxv) o s-/()

7.11-13
( ) Hso=§(r)s £, (7.14a)
missa e 149 (7.14b)
%(r) =—- 2m§02 ? E . "

Kertoimen &(r) radiaalinen keskiarvo on ns. spin—rata-kytken-
tdvakio

het,, = F f E(r) Ry(r) 12 dr . (7.15)
0
Potentiaalia ¢(r) = Ze/(4neor) kayttaen tulee, kun 7> 0,
2 4
0, = ORZ (7.16)
3l T+ +1)
missé
a=-—_ —1/137.03604 (7.19)
4dmephc

on ns. hienorakennevakio.

Vetyatomin 2p-elektronin tapauksessa esim. € = a?Ry / 24 =
2.22 x 10-° Ry (jonka vuoksi nimitys hienorakenne).
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7.5. Spektrin hienorakenne

Spin—rata-vuorovaikutuksen energia riippuu liikemaaramo-
menttien kytkennasta j =/ +s. Hairibteorian mukaan

Eso = (n/s;jm;| Hso | nfs;jm;) = (nls;jm;| E(r) £- s | nls;jmy). (7.21)
Koska
P=1l+s)2 =2 +s24+2 ¢, (7.22)
on £-slnls;jmj) =12 (j2— (2 —s?) | n/s;jm;) 7
= 12 72 {j(j+1) — £(0+1) — s(s+1)} I nfsgjmy) ©
ja Eso = 12 72 {j(7+1) — €(4+1) — s(s+1)} (nfs;jm; | E(r) | nfs;jm;)
ja sijoittamalla yhtal6 (7.2 ) saadaan

jG+1D) = £(1+1) — s(s+1)
I A 2l () ) (7.24)

Kun energiatasojen "etaisyydet" ovat suuruusluokkaa R.., siis
105 cm-1, niin spin—ratavuorovaikutus (vety-atomin tapaukses-
sa) on vain suuruusluokkaa 1 cm-!. Raskaiden atomien speki-
reissa se tulee kuitenkin merkittavaksi, koska Ego o« Z4.

23)

ESO= o

7.6. Spektritermit

Atomin (elektroni)konfiguraatio (configuration) ilmoittaa mitka
orbitaalit ovat miehitettyja. Tiettyyn konfiguraatioon liittyy yksi
tai useampia (spektri)termejé (term), jotka ilmoittavat aalto-
funktion symmetrian (ratalikemaaramomentin) ja konfiguraa-
tion "degeneraation" eli multiplisiteetin. Eri termit vastaavat
degeneroituneita (singletti, dubletti, tripletti, ...) energiatasoja
(level). Spin—ratavuorovaikutus poistaa tdman degeneraation
ja termeihin merkitdan kvanttiluku J. Kutakin J:n arvoa vastaa
viela 2J+1 kappaletta tiloja (state).

Hierarkia on siis: konfiguraatio — termi — taso — tila.
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Termin symboli on

2841 M1

missd L =S,P,D,F, ... (kokonaisratalikemaaramomentti: 0, 1,
2,3,..); 2S+1 =1,2,3,4, ... (multiplisiteetti: singletti, dubletti,
ooy KUN L= S), J = L+S, L+S—1, ..., IL-SI (kokonaisliikemaara-
momentti) ja M; =J,J-1, ..., -J.

Séahkadiselle dipolitransitiolle valintasdannét ovat

A =0, 1 (Ji+Jf21)
AL==+1,0
1

AN ==+
AS =0.

7.7. Vedyn spektri

3p'?P,, _,_3d1 Dy,
3d'?D

3/2

352,

2p1 ZP3/2
2528,

2p1 2PUZ

12
1s S'I/Z

Kuva 7.7.
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Alkalimetalliatomien spekitrit

Atomien suljettujen kuorten nsZ, np, nd!°, nf!4, ...
likemaaramomentit haviavat, eivatkd ne sen vuoksi vaikuta
atomien spektritermeihin, vaan termeja 2S+!L; maarattadessa
on tarpeen tarkastella vain avointen kuorten miehityksia.
(Jalokaasuatomien perustilan spektritermi on 1S;). Taman
vuoksi melkein taysien kuorten tarkastelu voidaan suorittaa
puuttuvien elektronien (verrattuna tayteen kuoreen) eli ns.
aukkojen likemaaramomenttien avulla. Siten esim. konfigu-
raatiot 1s22p! ja 1s22p> antavat samat spektritermit 2Py 3 .

Alkalimetalliatomeilla Li, Na, K, ... on kullakin yksi elektroni
suljettujen kuorten "ulkopuolella" ja niiden spektrit ovat sen
vuoksi hyvin vetyatomin spektrin kaltaisia. Tdma yksi ns.
valenssielektroni (valence electron), joka "liikkuu" keskimaa-
raistd ulompana, kokee ns. sisdkuorten elektronien (el
sydénelektronien) varjostaman ytimen potentiaalin.

Heliumin rakenne
7.8. Heliumatomi

Heliumatomi koostuu ytimesta,
jonka varaus on Z = +2e, seka
kahdesta elektronista 1 ja 2, joi-
den ytimesta mitatut paikkavek-
torit ovat r, ja r,, seka siten
etaisyydet ytimesta r; =1r;1 ja
rn,=1r,l. Kun elektronien keski-
naista etaisyytta merkitaan r; =
I r; —r; I, on Hamiltonin operaat-
tori

2 2 2 2 2
Hoo oo L 260 WG 120, 1 e (7060

1 2
2m, 4me, 1, 2m, dme, 1, 4me; 1,

missd V;2 tarkoittaa derivointeja r;i:n suhteen.
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Té&st4 saatavalle Schrodingerin yhtaldlle
H(ry, r2)=Ey(r;, r2) (7.29)

ei ole olemassa analyyttisia ratkaisuja, joten turvaudutaan hai-

ribteoriaan. Jaetaan Hamiltonin operaattori osiin seuraavasti
H=H"”+H"”, H” =H, +H,

I/ vi_ 1 2¢€°

2m, ' 4me, t (7.30)

1 ¢

H =-

i

M _

9
4me, 1,

missa H; on vedynkaltaisen atomin Hamiltonin operaattori,
jonka ominaisfunktiot tunnetaan, esim.
wls(ri) = (J%;%)l/z e-Zrly |
Koska H; riippuu vain r;:sté ja H, vain ry:std, vertailutilan
Schrddingerin yhtald HO(r;, ry) = Egy(r;, ry) separoituu ja
ratkeaa yritteella
Yy, 1) = Pa(r) Po(r2) = la) by = |ab), (7.31a)

missd a <> n,/,my ja b <= n,/ymy, ja vastaavat energiat
ovat
Ep=—4hcRo (1/n,2+ 1/ny2), (7.31b)

koska Z2=22=4. Tama olisi siis heliumatomin energia, jos
elektronien valilla ei olisi vuorovaikutuksia.

Elektroni—elektronivuorovaikutuksen eli hairiGoperaattorin H®
energia on

E® = (ab | HD | ab) = J(ab), (7.32)
joka on ns. Coulombin integraali
__e? 1
Jab) =% - f ()2 £ ()P dry dr, (7.33)

Tama vastaa kahden "varauspilven" e hp,(ri)I? ja e hpy(ry)?
vélista klassillista sdhkdstaattista eli Coulombin energiaa.
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Saadulle "suoralle" integraalille eli Coulombin integraalille on
tapana kayttda myos merkintdja J(a,b) = Fo(a,b) = R%(a,b;a,b),
ks. esim. Slater.

Tarkastellaan nyt ensin heliumatomin perustilaa 1s2 (1Sy), jos-
sa molemmat elektronit ovat 1s-orbitaalillaeli a=b=1s ja
Eo=2E;;. Talléin

E(1s2) = 2 E(1s) + J(1s,15),

missa J(1s,1s) =(1s 1s | e¥/(4meoryn) | 1s 1s). Tama Coulombin
integraali on laskettavissa yhtalosta (7.33) ja

J(1s,1s) = 5/8 (e2/4mey) (Z/ag) = 5/4 (e2/ 4mepay),

kun Z =2. Lukuarvona J(1s,Is)=5.45x 10-18J=34.0eV, ja
kun E(ls) =-54.4 eV, saadaan E(1s?)=~-74.8 eV =-7220 kJ/
mol. Vastaava kokeellinen arvo on -79.0 eV =-7619 kdJ/mol).

Yhteensopivuus on kohtalainen, etenkin ottaen huomioon sen,
ettd "hiri6" EM = 34.0 eV on suhteellisen suuri vertailutilan
energiaan E,=-108.8 eV nahden.

7.9. Heliumatomin viritetyt tilat

Tarkastellaan seuraavaksi heliumatomin viritettya tilaa lab) ,
missa a=1s ja b= Is. Koska elekironit ovat identtisia, voi-
daan tarkasteltavaa tilaa | ab) = y,(ri) Yu(r2) kuvata yhta hyvin
myds aaltofunktiolla yu(r) Y. (r2) = 1 ba). Talla on ratkaiseva
merkitys koko systeemin kvanttifysikaaliseen kuvaamiseen.

Vertailutila on nyt degeneroitunut: molemmat mahdolliset aal-
tofunktiot |ab) ja |ba), vastaavat energiaa Ey = E(a) + E(b).
Tahan voitaisiin soveltaa degeneroituneiden tilojen hairidteori-
aa, kappale 6.1, kahden tilan tapauksessa.
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Tarkastellaan atomia kuitenkin yleisemmin kappaleen 6.8 de-
generoituneiden tilojen hairibteorian mukaan. Kirjoitetaan
matriisielementit

H;, =(ab | {H; + Hy + HD} | ab) = E(a) + E(b) + J(ab)
Hy = (bal| {H; + Hy + HD} | ba) = E(b) + E(a) + J(ba) = H,;
Hj =(ab | {H; + Hy + HD} | ba)
=(ab | H; | ba) + {(ab | H | ba) + (ab | HD | ba)
= E(b) (ab | ba) + E(a) (ab | ba) + K(ab) = K(ab),
koska (ablba)= (alb)(bla)=0.
Siten H;, on ns. vaihtointegraali (exchange integral)

K(ab) = 4?;0 f Pa(ry) Pp(ry) riu Pp(ry) Po(r) dry dr, . (7.35)

Vaihtointegraalille kaytetddn myos merkintdja K(a,b) = G(a,b)
=R0(a,b;b,a).

Koska H,; = K(ba) = K*(ab) = H;, , saadaan sekulaariyhtald
energialle E = E(ab) muotoon

Hii —E Sy Hi,-E S,
=0, (7.36a)
H, —E Sy Hy» - E S»
ja edelleen, koska S, =(alb) =8y,
E(a) + E(b)+J—E K
K E(a) +E(b)+J-E
(7.36b)

I
L

= {E(a) + E(b) + ] - E}2 - K2
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Sekulaariyhtalésté saadaan ratkaisuiksi

E = E.(ab) =E(a) + E(b) + J(ab) = K(ab) (7.37)
ja vastaaviksi aaltofunktioiksi
Ya(ri, ) = | £) = (1/2)V2 { | ab) = | ba) } (7.38)
= (172)12 { a(r1) Yu(r2) £ Pu(r) Ya(r2) },
silla
12 { (ab | (bal} (H, + Hy + HD){ | ab) # | ba) } = ... = E.(ab).

Siten olemme saaneet heliuma-
tomin viritetyn tilan ab energian
ja aaltofunktion ratkaistuksi
kayttaen vetyatomin kaltaisia
aaltofunktioita y,(r) =1a), kun

Z = 2, kantafunktioina.

Funktio |+)=1ab)+|ba) on
symmetrinen elektronien vaih-
don suhteen,

Yu(ra, 1)) =(1/2)12 { 1 ba) + | ab) }
=(1/2)!2 {1 ab) + I ba) } = P.(ry,r2)

kun taas |-)=1ab)—|ba) on antisymmetrinen eli vaihtaa
merkkinsd, kun elektronien paikat (koordinaatit) vaihdetaan
keskendan

Y(ra,r)) =(1/2)"2{Iba)—1lab)}
=—(1/2)!2 {1 ab) — I ba) } = —y_(ry, ).

Kahden elektronin yhdistetty to-
dennakdisyystiheys, antisymmetri-
sen aaltofunktion avulla méaritelty-
na P_(ri,r) = m),(l'], r))l? haviaa,
kun r; =r,, koska y_ haviaa.
Na&in syntyvaa minimia yhdiste-
tyssa jakautumassa P_ sanotaan
Fermi- tai vaihtoaukoksi tai
-koloksi (Fermi or exchange hole).
Sen syntyminen on puhtaasti
kvantti-ilmio, joka on seurausta
siitd, etta elektronit ovat identtisia.
Symmetrisen aaltofunktion tapauk-
sessa todennakdisyystiheyteen
muodostuu periaatteessa vastaa-
vanlainen "kasautuma" eli Fermi-
kukkula (Fermi heap).

Osittain naist4 ilmi6isté johtuen anti-

symmetrisen tilan energia on pie-
nempi (alempi tai negatiivisempi)
kuin symmetrisen tilan energia.
Edelld, yhtéalésséa (7.37) alimman
kertaluvun hairibteoreettisessa
tarkastelussa taksi eroksi saatiin
2 K.

7.10. Heliumin ktri

Heliumatomin (kokeellinen)
spektri osoittaa, etta kaikki
em. symmetriseen ja antisym-
metriseen aaltofunktioihin liit-
tyviit tilat (termit) eivét esiin-
ny.
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(a)

(b) 0 n-rn
3
Figure 3.3: The exchange hole of a homogeneous electron gas
Orbitally Orbitally
symmetric | antisymmetric
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~ " /Allowed
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Esim. konfiguraatiolla 1s! 2p! tulisi olla termit P, ,3P,, 3P, ja
3Py seka symmetriselld ettd antisymmetrisella aaltofunktiolla,
siis yhteensa kahdeksan eri kokonaisaaltofunktiota. Kukin ter-
mi esiintyy kuitenkin kokeellisen spektrin tulkinnan mukaan
vain kerran ja vielapa siten, etta singletti osoittautuu vastaa-
van symmetrista aaltofunktiota | +) ja tripletti antisymmetrista
aaltofunktiota | -).

7.11. Paulin periaate

Pauli selitti taman muodostamalla elektronien kokonaisaalto-
funktiot em. symmetrisen tai antisymmetrisen orbitaalin ja
spin-funktion tulona ja postuloimalla:

Paulin periaate (The Pauli principle):

Elektronien kokonaisaaltofunktion tulee olla
antisymmetrinen (minka tahansa elektroniparin
vaihdon suhteen).

Tata periaatetta noudattavia hiukkasia sanotaan fermioneiksi
ja painvastaista periaatetta, kokonaisaaltofunktion symmetri-
syysvaatimusta, noudattavia hiukkaisa sanotaan bosoneiksi.

Kayttamalla kappaleessa 4.12 esitettyja elektroniparin neljaa
spinfunktiota, yksi antisymmetrinen (singletti) ja kolme sym-
metrista (tripletti), voidaan nyt kirjoittaa nelja antisymmetrista
kokonaisaaltofunktiota

(11212 1, (ap —pa)
Yo oo

(1212 g (ap +por)
- BB .
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Jos kahden elektronin spinit ovat saman suuntaiset kyseessa
on triplettitila ja antisymmetrinen orbitaalifunktio, jossa elektro-
nit pyrkivat valttdmaan toisiaan (Fermi-kolo). Tata sanotaan
spinkorrelaatioksi (spin correlation), josta aiheutuu mm. se, et-
ta triplettitilojen energiat ovat alempia kuin singlettien.

Paulin periaatteesta seuraa myds

Paulin kieltosaanté (The Pauli exclusion principle):
Kahden elektronin kaikki kvanttiluvut eivat voi olla
samat.

Mikali kahden elektronin kaikki kvanttiluvut olisivat samat, nai-
den elektronien vaihto ei muuttaisi aaltofunktiota ja antisym-
metriavaatimuksen vuoksi y = - =0 eli aaltofunktio haviaisi
identtisesti.

Heliumatomin 1s2 (1Sy) -perustilan antisymmetrinen aaltofunk-
tio voidaan nyt myos kirjoittaa. Kun kaytetdan merkintoja

a2 =a(1)B2) =ap ja fiox=P(1)a(2) = Pa, Niin
P(ry, r2) =Pi5(ry) Pis(ra) { (1/2)12 (oufa - Pro ) 3
= (1/2)172 {15(ry) o Pis(r2) Bo — Pis(ro) Prpis(r2) o }

o, Pis(ry) oy Pis(ry) Pi
= (1/2)

Pis(r2) 0 Pis(r2) P2 .

Tallaista antisymmetrisen aaltofunktion esitystapaa sanotaan
Slaterin determinantiksi (Slater determinant) ja sen alkioita,
joita voidaan merkitd myds s(r)) o = Y1 *(ry) =1 1sa ) = 1s a,
sanotaan spin—orbitaaleiksi (spin—orbital).



MNQT, sl 2015 121

Monielektroniset atomit

7.12. Keskeiskentta- j

Keskeiskentassa (tai -potentiaalissa) liikkuvien elektronien tilo-
ja voidaan nimeté vetyatomin orbitaalien kvanttiluvuilla. Tama
on ns. orbitaaliapproksimaatio. Vaikka useampielektronisen
atomin elektronit eivat liikukaan aivan tarkalleen keskeispoten-
tiaalissa, vaan potentiaalissa

V(rj) = VAdmeo{ Ze?/1j + Zi'e?/ ;i } (7.39)

(=> many-body effects), elektronien kokema potentiaali on kui-
tenkin keskimaarin pallosymmetrinen, orbitaalit ovat vety-
atomin orbitaalien kaltaisia ja vetyatomin kvanttilukuja voidaan
kayttdd myos silloin orbitaalien nimeamiseen.

Atomin uloimmat elektronit kokevat ytimen varauksen sisem-
pien elektronien varjostamana. Jos uloimpia elektroneja kuva-
taan vetyatomin orbitaaleilla, on syyté kayttada ns. varjostettua
ydinvarausta

Zet = Z -0, (740)

missad o on ns. ytimen varjostusvakio. Kuitenkin koska ulom-
matkin elektronit tunkeutuvat "joskus" ytimen lahelle, riippuu
varjostusvakio paitsi tarkasteltavasta orbitaalista, tarkemmas-
sa tarkastelussa myds orbitaalilla olevan elektronin ja ytimen
etaisyydesta.
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Paakvanttiluvun mukaan elektronien tilat jaetaan kuorille K, L,
M, N, ... (n=1,2,3,4,..) jasielld edelleen likemaaramoment-
tikvanttiluvun mukaan alikuorille eli orbitaaleille s, p, d, f, ...
(¢=0,1,2,3,..). Kullakin orbitaalilla voi elektronin kaksi muu-
ta kvanttilukua saada arvoja m, =/, (-1, ...,/ ja mg = £1/2.
Huomaa, etta s = 112, eli elektronin spin(kvanttiluku) saa aina
vain arvon 12. Siten atomissa elektroneilla on nelja kvanttilu-
kua, jotka voivat saada erilaisia arvoja.

Neutraalissa atomissa on ytimen
varauksen Z maara elektroneja,
joilla rakentumisperiaatteen (Auf-
bau principle) mukaisesti tayte-
tdan orbitaaleja jarjestyksesséa
alimmasta energiatilasta alkaen
Paulin kieltosdant6a noudattaen.

Uloin orbitaali ja sen miehitys maaraavat atomin kemialliset
ominaisuudet, mistd aiheutuu, ettéa alkuaineiden kemialliset
ominaisuudet esiintyvat jaksollisesti. Siten alkuaineet voidaan
jarjestaa jaksolliseksi jarjestelméksi niiden uloimpien orbitaa-
lien miehitysten mukaisesti.

lonisaatioenergia on minimienergia, joka tarvitaan irroittamaan
atomista tai molekyylista yksi elektroni. Neutraalista atomista
puhuttaessa kaytetdan nimitysta ensimmdéinen ionisaatioener-
gia, kertaalleen ionisoidusta atomista eli positiivisesta ionista
puhuttaessa taas toinen ionisaatioenergia, jne.

Atomien ionisaatioenergiat vaihtelevat jaksollisesti uloimman
orbitaalin miehityksen, ja siten myos jaksollisen jarjestelman,
mukaan.
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7.14. Slaterin miorbitaali
Kuvataan atomiorbitaaleja vedyn kaltaisen atomin orbitaaleilla
wném/(rae aq)) = N Rnf(r) Yfm[(e, q))

ja otetaan huomioon sisempana olevien elektronien varjostus

(shielding, screening) kayttamalla ns. effektiivista ydinvarausta
Zeir (<7) ja effektiivistd pdédkvanttilukua nes (<n). Talla tavoin
muodostetaan ns. Slaterin atomiorbitaalit, (joiden radiaaliosat-
kin R, (r) on vield yksinkertaistettu Laguerren liittopo-

lynomeista, ks. taulukko s. 40). (7.41)

(1 ) Wn(mg(rae’q)) = N rneff—l e—Zeffp/Ileff Yfm[(e’q))l mlssa {n’ g’ m(}

ovat orbitaalin kvanttiluvut, N on normitusvakio, p = r/ap
ja Y/m, on palloharmoninen funktio. Edelleen

(2) effektiivinen paakvanttiluku neg riippuu paakvanttiluvus-
ta n seuraavasti
n 1 2 3 4 5 6

ja Neff 1 2 3 37 40 42

(3) effektiivinen ydinvaraus Z riippuu ydinvarauksesta Z
seuraavasti Z.; =7 — o, miSsa o on ns. varjostusvakio
(shielding constant). Varjostusvakio lasketaan kullekin
orbitaalille erikseen jakamalla kaikki elektronit ensin
ryhmiin seuraavasti
1s; 2s,2p; 3s, 3p, 3d; 4s, 4p; 4d; 4f; 5s,5p; 5d;
ja laskemalla muiden elektronien aiheuttamat varjostuk-
set sen mukaan mihin ryhmaan ne kuuluvat
0=Y,0.+2pOp+ 2 Oc, MiSSa
(a) ulompaan ryhmaén kuuluvat elektronit: o, =0,

(b) samaan ryhmaan kuuluvat elektronit: o, = 0.35,
paitsi op's = 0.30.
(c) sisempaan ryhmaan kuuluvat elektronit:
o. = 1.00, paitsi o, = 0.85 seuraavaksi sisemmalle
ryhmalle, jos tarkasteltava orbitaali on s tai p.
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Tallaisia likimaaraisia orbitaaleja voidaan kayttaa esimerkiksi
arvioitaessa odotusarvoja tai yleensa matriisielementteja ato-
miorbitaaleille. Tallaisista orbitaaleista voidaan myds raken-

taa likim&éaraisia molekyyliorbitaaleja.

Esimerkki. Kirjoita Slaterin atomiorbitaalit typen ;N 2s-, 2p-
ja 2p,-elektroneille.
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7.15. Slaterin rminantti

Kun kaytetdan merkintad y(1, 2) = (r;, ry), heliumatomin pe-
rustilan aaltofunktio voidaan kirjoittaa nyt muotoon

wlsa(l) wlsﬁ(l)

Pisau(2) Y1 B(2)
Isa 1sP ‘

W(12) =(1/2)

= (1/2)12

Isa 1Isp
=(1/2)12 detl1sa 1sB |
=(1/2)2 Il Isa 1sB I

Samoin voidaan kirjoittaa N elektronin antisymmetrinen aal-
tofunktio spin—orbitaalien ¢ NxN - Slaterin determinanttina

D) D) . on(D)
@a2)  @u(2) .. en(2)
W(12,..Ny=(1/Ny2 | : :
G o) .. o)
= (1/ND2 detl (D @p(2) ... o)1,

missa jalkimmaisessa lyhennetyssa muodossa luetellaan ai-
noastaan determinantin diagonaalielementit.

Determinanttiesitys sisaltdd mukavalla tavalla antisymmetri-
sen aaltofunktion ominaisuudet ja em. kieltoséadnnén. Kahden
elektronin vaihto vastaa determinantin kahden rivin vaihtoa,
josta seuraa determinantin merkin vaihtuminen. Jos kahden
elektronin kvanttiluvut ovat samat, on determinantissa kaksi
samanlaista saraketta ja se haviaa identtisesti.
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Kvantitatiivisia tuloksia ja tdsmallista elektronitilojen kuvausta
varten Slaterin atomiorbitaalit eivat ole riittavia, vaan aalto-
funktiot on ratkaistava Schrédingerin yhtalésta. Koska ana-
lyyttisia ratkaisuja ei ole, ratkaiseminen on tehtava numeeri-
sesti, ja talléinkin joudutaan kaytanndssa tekemaéan useita ap-
proksimaatioita. Numeerisen ratkaisemisen perustana on ta-
vallisesti ns. Hartree—Fock self-consistent—field (HF—SCF)
menetelm4, joka perustuu seuraavanlaiseen itseytyvaan yk-
si—elektronimalliin (one—electron model < central-field
model).

Kunkin elektronin ajatellaan liikkuvan ytimen ja muiden elekt-
ronien pallosymmetriseksi keskimaaraistetysséa potentiaalissa
eli keskeispotentiaalissa. Tata kutsutaan keskeiskenttamallik-
si (central—field model). Numeerisen ratkaisemisen lahtdkoh-
daksi otetaan jokin yritepotentiaali, esim. Slaterin atomiorbi-
taalien muodostama potentiaali. Tassa potentiaalissa ratkais-
taan numeerisesti kaikkien elektronien aaltofunktiot, joita voi-
daan sitten kayttaa uuden potentiaalin laskemiseen. Téassa
potentiaalissa voidaan taas ratkaista entistd paremmat yksi—
elektroniaaltofunktiot, jotka edelleen antavat entista tarkem-
man potentiaalin, jne. Tata iterointia jatketaan kunnes aalto-
funktiot (ja potentiaali) eivat en&aa oleellisesti muutu eli lasku
on itseytynyt (self—consistent), mitd SCF varsinaisesti tarkoit-
taakin.

Numeerista ratkaisemista varten voidaan tehtava muotoilla
esim. seuraavasti. Atomin Hamiltonin operaattori kirjoitetaan
- 1 1 e

H_Zihﬁizijéﬁso%f (7.46)
missa h; on vetyatomin kaltaisen atomin Hamiltonin operaatto-
ri, esim. (7.30), ja jalkimmainen kaksoissumma on kaikkien
elektronien i ja j keskindinen Coulombin repulsio, missé ker-
roin 12 on summauksen edessa kaikkien elektroniparien kak-
sinkertaisen laskemisen estamiseksi.
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Tarkastellaan (yksinkertaisuuden vuoksi) atomia, jolla on tay-
det kuoret (tai orbitaalit) (closed—shell atom), ja kirjoitetaan ko-
ko elektronijoukon aaltofunktio Slaterin determinanttina seké
Hamiltonin operaattorin (7.46) odotusarvo eli kokonaisenergia.
Ehdosta kokonaisenergian minimoimiseksi jokaisen orbitaalin
Y, suhteen, saadaan ns. Hartree—Fock yhtélot

{ hi + Y (21— Ky } Yy(1) = & y(1) (7.47a)

jokaiselle orbitaalille y,. Tama on funktion v eksplisiittinen
differentiaaliyhtald, misséa ns. Coulombin operaattori

431?80 ISD)

ers(1>={ f yi) -—< wr<2>d2}ws(1> (7.47D)

ja vaihto-operaattori
=I *ooy__er \ 7.47
Kb =) f WO gy, WD 92 D (7.47¢)

Coulombin operaattori J, on orbitaalin r aiheuttama keskimaa-
rainen sahkostaattinen eli ns. Hartree—potentiaali ja vaihto- el
Fock—operaattori ottaa huomioon spinkorrelaation.

Hartree—Fock-yhtalbiden ratkaisujen vy kulmaosa on triviaalisti
kvanttilukujen 7 ja m, maaradma palloharmoninen funktio kes-
keiskenttdapproksimaation vuoksi. Ratkaisujen radiaaliosa
sen sijaan taytyy sovittaa tunnettuihin reunaehtoihin, minka
vuoksi yhtalét ratkeavat vain tietyilla (ominais)arvoilla ¢;. Siten
kyseessa on joukko ominaisarvoyhtaldita, joiden ratkaisuista
saadaan myo0s elektronien tai orbitaalien s orbitaalienergiat.
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Orbitaalienergia voidaan kirjoittaa myds Hartree—Fock-yhtalén
(7.47a) odotusarvona
gs = Es + 2 (2)s — Ky), (7483.)

missa E = (s | h; | s) on ns. yksi—elektroni-integraali
(one—electron integral),

Jis=(s 1T 1s) =(sr| 1/4meg e?/r15 | sr) (7.48b)
on elektronien s ja r valinen Coulombin energia (vrt. yhtal®
(7.33)) ja

Ky = (s I K I's) = (sr| 1/4meg e2/ry2 | 18) (7.48c)
on vastaava vaihtointegraali (vrt. yhtalo (7.35)). Huomaa, etta
Jir = Ko

Orbitaalienergia &, kéasittaa siis yksi—elektroni-integraalin

(s I'hy I 's) liséksi elektronin s ja kaikkien muiden elektronien va-
lisen vuorovaikutusenergian. Niinpa, kun otetaan huomioon,
etta kunkin orbitaalin s miehittaa 2 elektronia, siséltaa kaikkien
orbitaalienergioiden summa 2 ¢, elektronien valiset vuoro-
vaikutukset kahteen kertaan (double counting). Sen vuoksi
elektronijoukon kokonaisenergia on

E=23%e,—- 23 (2] — Ky) (7.49)
atomissa, jossa on taydet kuoret ja kullakin orbitaalilla kaksi
elektronia.

Esim. heliumatomille, jolla on taydet kuoret, kpl. 7.8, seuraa
g1s = Bis + Q1515 = Kis 15) = Eis + Jis 15
ja kokonaisenergia on yht. (7.49) mukaan
E=2¢,5- 2515 = Kis19) =2 (Eis + Jis 1) = Jis1s =2 Ers + Jis 16
yhtépitavasti kappaleessa 7.8 saadun tuloksen kanssa.

Orbitaalienergia on se minimienergia, joka tarvitaan irrotta-
maan Kyseinen elektroni atomista, silla oletuksella, ettd mui-
den elektronien energia(tila)t eivat tdmén seurauksena oleelli-
sesti muutu.
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Edellinen oletus on ns. Koopmansin teoreema (Koopmans'
theorem). Siten uloimman eli I6ysimmin sidotun elektronin
orbitaalienergia vastaa likimain atomin ensimmaista ionisaa-
tioenergiaa.

7.17. Hartree—Fock-laskumenetelmat
Avoin- ja suljettukuoriset atomit . . .
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7.17. Homogeeninen elektronikaasu ja LDA
(Density Functional Theory, DFT)

DFT on vaihtoehtoinen menetelma ratkaistaessa elektronisys-
teemin Schrédingerin aaltoyhtaléa (9.1). DFT on luonnollinen
lahestymistapa suurille systeemeille (kiinte& aine, klusterit,
suuret molekyyli), kun taas Hartree—Fock- ja siihen nojautuvat
aaltofunktioteoriat ovat sité pienille (atomit, pienet molekyylit).
Peruslaht6kohtana DFT:ssé on se, etté elektronisysteemin pe-
rustilan energia ja kaikki ominaisuudet tietyssa ulkoisessa
(esim. ytimien muodostamassa) potentiaalissa riippuvat yksi-
kasitteisesti elektronisysteemin elektronitiheydesta p(r).

Kun otetaan kayttdon yksi-elektroniaaltofunktiot eli ns.
Kohn—-Shame-orbitaalit y; (yksi-elektronikuva), voidaan perusti-
lan kokonaisenergia kirjoittaa muotoon

- _ PN |y Vi N | Z4e
E[p] = 2m2i fwl(r) Vi yi(r) dr ZI f dmey p(r) dr
1| [ ePpm e o (9.48
) f 4geg 1j; dri drj + Exlpl, )
missa
p(r) = Zi hpi(r)l2. (9.49)

Taman energialausekkeen 1. termi on kineettinen energia, 2.
on elektronien energia ytimien potentiaalissa (ja/tai jossakin
ulkoisessa potentiaalissa), 3. on Hartree-energia ja viimeinen
ns. vaihto- ja korrelaatioenergia. Energia riippuu siis elekt-
ronitineysfunktiosta ja on siten ns. funktionaali E[p].

Yo. energiafunktionaali on tarkka energian lauseke sisaltaen
myds kaikki korrelaatioeffektit, mutta ongelma on siind, ettei
viimeisen termin Ex.[p] funktionaalista muotoa tunneta. Toi-
nen probleema on tietysti Kohn—Shame-orbitaalien 16ytdminen.
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Kun sovelletaan tavalliseen tapaan variaatioperiaatetta ener-
gialausekkeeseen (9.48), saadaan Kohn—Sham-yksi-elektro-
niorbitaaleille samoin kuin HF-teoriassakin yksi-elektroniyhtéa-
|6t

fy; = &y, (9.50a)
missa
N 2 .
e v R A S v
m T 4E Iy 7o T (9.50b)
ja SE
Vilp] = OBl (9-51)
op

Jos Ei[p] olisi tunnettu, voitaisiin vaihto- ja korrelaatiopotenti-
aali V[p] laskea sen funktionaaliderivaattana.

Eras DFT:n eduista on se, ettéd formalismissa séilytetdan yksi-
elektronikuva vaikka myds korrelaatioilmidt on otettu taysin
huomioon. Siitd johtuu, ettd Kohn—Sham-orbitaalien fysikaali-
nen tulkinta erdénlaisina kvasi-elektronitiloina on erilainen kuin
aaltofunktioteoriassa. Voidaan esim. osoittaa, ettd ylimman
miehitetyn Kohn—Sham-orbitaalin orbitaalienergia on tdsmal-
leen ko. systeemin 1. ionisaatioenergia!

Historiallisesti tiheysfunktionaaliteoriaa edelsi Thomas—Fermi-
menetelma atomien energioiden laskemiseksi niiden varausti-
heyksista. Elektronien kineettisen energian laskeminen (tai
arvioiminen) varaustiheydesta oli menetelman "uusi asia".

Slaterin HF-teoriasta johtama (vaihtovuorovaikutusta approk-
simoimalla) ns. X,-menetelma oli myds tavallaan seuraavaksi
esiteltdvan LDA:n kaltainen ja sen edeltaja. Unkarilainen
Gaspar oli esittényt niinikdan samanlaisia ajatuksia jo ennen
Slateria.
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"Local-densi roximation" (LDA
Jotta DFT:ta voitaisiin soveltaa kaytant66n, on vaihto- ja kor-
relaatioenergiafunktionaali E,.[p] approksimoitava tarkastelta-
valle elektronitiheysfunktiolle p(r). Tama funktionaali tunne-
taan tarkasti homogeeniselle elektronikaasulle, jota voidaan
kuvata yhdella parametrilla po tai ry = (3 / 4mtpg)3. Koska siis
homogeenisen elektronikaasun vaihto- ja korrelaatioenergia
elektronia kohti exc[po] = ex[po] + €c[po] tunnetaan, voidaan sita
kayttad arvioitaessa epdhomogeenisen elektronitineyden vaih-
to- ja korrelaatioenergiaa seuraavasti:

Ex[p] = [p(r) exPA(p(r)) dr, (9.52)

Missa &xPA(p(r)) = ex[po], kun po = p(r). Siis kussakin paikas-
sa r approksimoidaan suuretta &, homogeenisen elektroni-
kaasun vastaavalla suureella, kun pp = p(r). Tama on LDA.

LDA:n voi odottaa olevan hyvan esim. metallien johde-elektro-
nien tapauksessa, mutta se on osoittautunut yllattavan hyvak-
si approksimaatioksi myds molekyylien ja atomienkin tapauk-
sessa. Yleisesti LDA:n voidaan odottaa olevan kayttokelpoi-
nen silloin, kun elektronijakautuman vaihto- ja korrelaatioauk-
ko on lokalisoitunut elektronin ymparille.

Kun HF-teorian avulla voidaan ratkaista tarkasti yhden elektro-
nin systeemi, esim. vetyatomi, niin LDA on tarkka taas aaret-
tdman suurelle homogeeniselle elektronisysteemille. Naiden
aaripaiden vélisséa rakenteesta riippuvat korrelaatioilmiot on
otettava huomioon ja HF-teoriaan ne lisatdan Cl-muodossa.
Toistaiseksi parhaat LDA:n korjaukset perustuvat "non-lokaa-
leihin" funktioihin ex.NM(p(r); Vp(r)). Mybs erdanlaiset interpo-
laatiot tai sekoitukset aaltofunktioteorian ja DFT:n valilla ovat
osoittautuneet kayttdkelpoisiksi.

Leikillisesti voidaan sanoa, etta aaltofunktioteorian hamiltonin
operaattori on tarkka, mutta aaltofunktio ei (Cl-kehitelma), kun
taas DFT:n tapauksessa asia on pain vastoin (V[p] on
approksimaatio).
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Ks. kappale 7.6. sivuilla 111-112.

7.20. Hundin sdannot

Hundin sé&énnét (Hund rules) ovat empiirisia "lakeja" atomien
energiatilojen tai -tasojen keskinéiselle jarjestykselle. Tarkas-
tellaan esimerkkind np2-konfiguraatiota, josta saadaan termit
D5, 3P210 ja 'So. Nama jaavat jaljelle, kun np n'p - konfiguraa-
tion termeista 3Ds, 1, 3P0, 3S1,1D», 1Py ja 1S, Paulin kielto-
saannto kieltda osan, kunn=n'.

Saanté 1:

Silla termeisté, jolla on korkein multiplisiteetti on alin
energia. Tama voidaan ymmartaa spin-korrelaation reurauk-
sena. np2-konfiguraatiolle seuraa E(°P) < E(!D), E(!S).

Saanto 2:

Tietylld multiplisiteetilld, termilld, jolla on suurin L. on alin
energia. Tama voidaan ymmartaa siten, ettd suuremmalla L
arvolla elektronien radat ovat keskimé&érin etddmpana toisis-
taan (ja samaan suuntaan) ja siten Coulombin repulsio on pie-
nin. Siis, np2-konfiguraatiolle seuraa nyt E('D) < E(!S).

SAiNts 3:
Tietylld multiplisiteetillé ja 1.:n arvolla pienin J antaa alim-
man energian, jos kuori on vidhemman kuin puoliksi mie-
hitetty, ja painvastoin. Tdma voidaan ymmartaa spin—rata
vuorovaikutuksen seurauksena. Siis,

E(Py) < E(P)) < E(3P,) < E('D) < E(!S).

Konfiguraatiolle np* olisi taas vastaavasti
E(3P,) < E(P)) < E(3Py) < E('D) < E(1S).
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7.21. LS- ja jj-kytkenta

Aikaisemmin esilla ollut sdhkdstaattisen vuorovaikutuksen do-
minoima elektronien likemaaramomenttien kytkenté on ns.
LS- eli Russell-Saunders-kytkenta. Tassé, keveimmilla ato-
meilla esiintyvassa kytkennassa, kytketdén ensin elektronien
ratalikemaardmomentit ¢;, joista saadaan L ja spinit s;, joista
saadaan S, ja lopuksi saadaan kokonaislikemaaramomentti J
kytkemalla L ja S. Tilojen kuvaamiseen ovat talléin sopivimpia
edella esilla olleet spektritermit.

Pure Pure

Raskailla atomeilla dominoi spin—ratavuoro- ILs i
vaikutus, jonka vuoksi elektronin spininsja = gJ®uRne coupine
rataliikemaaramomentin £ kytkeytyminen e
elektronin kokonaislikemaaramomentiksi j on
voimakkaampaa kuin D}
ratalikem&aramomenttien valinen kytkenta.
Kytkemalla sitten elektronien liikemaaramo-
mentit j saadaan koko elektroniverhon b
kokonaisliikemaaramomentti J. Tata sano- ™
taan jj-kytkennaksi.

A

i

~{,.,)

CSiGe Sn Pb

Ulkoisen kentan vaikutus atomiin

7.22-23. Zeeman-ilmiod

Elektronien rata- ja spinliikemaaramomentteihin liittyvien mag-
neettisten momenttien seurauksena ulkoinen magneettikentta
B vaikuttaa elektronien energiatiloihin ja siten atomin spektriin.
Tata sanotaan Zeeman-ilmidksi (Zeeman effect).

Tarkastellaan 'P; tilassa olevaa atomia, jolloin S=0jaL =] =1,
eli magneettinen momentti m tulee ainoastaan elektronin
rataliikkeen likemaaramomentista L. Talléin M = y. L, missa
Ye On elektronin gyromagneettinen suhde, ja vuorovaikutuksen
Hamiltonin operaattori on

HO=-M-B=-v.L"B.
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Koska 'P; termilla on tilat My, = M; =0, =1, seuraa siita, etta
L-B=L,B=#%M_B javastaavaksi energiaksi tulee

ED = (IPML| HO) | 1PML) (7.72)
ML
=—veh MLB= us M. B; - +1
missd M. =—1,0, 1; ja us on Bohrin i 0

magnetoni. Siten, jos tarkastellaan
transitiota 'P — 'S, missa magneetti-

kentta ei vaikuta lopputilaan, koska sii- AM, =10 +1
na S =L =0, nahdaankin magneetti- ‘
kentassé yhden viivan sijasta kolme vii- S———J—u g
vaa, joiden etéisyydet ovat ug B, ohei-
sen kuvan mukaisesti. ;T’ JfJo_’
Edella kuvattua singlettitilan pilkkoutu- S
mista eli silpoutumista (splitting) kutsu- D, +,
taan normaaliksi Zeeman-ilmidksi ja ] ,
yleisempé&é tapausta, jossa silpotuvat e
korkeamman multiplisiteetin tilat sano- W =_[1 o
taan anomaaliseksi Zeeman-ilmioksi. ' ‘ ‘
P +h
I .
. v,y
7.21. rk-ilmi =0 >0

Sahkdkentéan vaikutusta elektronien energiatiloihin ja atomin
spektriin sanotaan Stark-ilmiéksi. Voimakkaimpana, joskin sil-
loinkin suhteellisen heikkona, ndhdaan vedynkaltaisten ato-
mien ns. lineaarinen Stark-ilmid, joka aiheutuu atomin polari-
soitumisesta.

Hamiltonin operaattori on
HYV=—p-E=—pu, E=cz (7.77)

missa u =er on elektronin dipolimomentti. Vedynkaltaisen
atomin orbitaalit eivat ole tdmén operaattorin ominaisfunktioita
ja dipolitransition valintasaantdjen mukaan nollasta eriavia
matriisielementteja saadaan esim. 2s- ja 2p.-tilojen valille.
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Operaattorin H® = e z £ sanotaan sekoittavan (mix) em. tilat.
Degeneroituneiden tilojen héiriteorian mukaan, kpl. 6.1,
sekoittuneiden tilojen aaltofunktioiksi tulevat (s +p)/+v2 ja

(s — p) / V2, jotka on esitetty kaavamaisesti alla olevassa ku-
vassa 7.28. Naiden tilojen energiaero riippuu lineaarisesti
sahkdkentan voimakkuudesta, kuten operaattorin (7.77)
muodosta ndhdaan.

Hyvin voimakas sahkdkentté voi repia elektronin irti atomista.
Elektronin irtoaminen voi tapahtua tunneloitumalla alla olevan
kuvan 7.29 esittamalla tavalla, jolloin tilan elinaika on aarelli-
nen ja sen energiassa nahdaan elinaika levenema.

Energy due to
externally
applied
potential

Coulomb
potential
energy

Total
potential
energy

(b) v

(a)

Kuva 7.28. Kuva 7.29.
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8. Molekyylien rakenne

Molekyylien rakenteella tarkoitetaan sen muodostavien ato-
mien avaruudellista konfiguraatiota (geometriaa) ja liséksi sa-
moin kuin atomienkin rakenteella niiden elektroniverhojen ra-
kennetta, erilaisia jakautumia ja erityisesti elektronien energia-
tiloja. Molekyylien rakenteen ymmartamien on valttamatonta
mm. kemiallisten reaktioiden mekanismien ymmartamiseksi.

Molekyylien elektronirakenne voidaan kuvata molekyyliorbi-
taaliteorialla (molecular orbital theory) tai valenssisidos-
menetelmélld (valence bond theory), joista ensin mainittu on
yleisemmin kaytetty ja jatkossa keskitytadankin paaasiassa sii-
hen.

Born—-Oppenheimer-approksimaatio

Molekyylien taydellinen Schrddingerin yhtal6 siséltaa kaikkien
molekyylissé olevien elektronien ja ytimien potentiaali- ja ki-
neettisia energioita vastaavat termit. Yksinkertaisinkin mole-
kyyli H,* koostuu jo ainakin kolmesta hiukkasesta ja sen
Schrédingerin yhtéldlle ei ole olemassa analyyttisié ratkaisuja.

Jos ytimien dynamiikka
erotetaan elektronien Equilibrium
liikkeesta, voidaan esim. band length
kaksiatomiselle molekyy- ,L

0o

lille maaritella ns.
potentiaalienergiakdyra ja
moniatomisille molekyy-
leille ns.
potentiaalienergia-

(hyper)pintoja.

Molecular potential energy

Internuclear distance
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1. Born- nheimer roksimaation per |

Born—Oppenheimer (BO) approksimaatio perustuu elektronien
ja ytimien valiseen suureen massaeroon, jonka vuoksi niiden
liiketilat ovat niin erilaisia, etta niita voidaan hyvalla tarkkuu-
della tarkastella erikseen. Keveiden elekironien voidaan kat-
soa seuraavan hitaammin liikkuvia ytimia miltei viiveetté el
adiabaattisesti. Siten ytimien hetkellisen geometrian, ns. mo-
lekyylin konformaation (molecular conformation), voidaan kat-
soa luovan potentiaalin, jossa elektronit liikkuvat ja jossa
elektronien Schrddingerin yhtald voidaan ratkaista. Erilaiset
konformaatiot ja niita vastaavat molekyylin kokonaisenergiat
muodostavat taas ns. potentiaalienergiakéyrén tai -(hyper)pin-
nan, joka on likim&érin se potentiaalifunktio, jossa taas ytimien
liketiloja voidaan tarkastella. Potentiaalienergiapinnan mini-
mia vastaa molekyylin tasapainokonformaatio.

Niinpa molekyylin hiukkasten aaltofunktio separoidaan
WR.T) = Ynrovib(ER) Y(R:T) (83)
approksimatiivisesti ja tarkastellaan vain elektronista osaa.

8.2. Vetymolekyyli-ioni

Born—Oppenheimer approksimaatios-
sakin ainoastaan yksinkertaisin mole-
kyyli, H,*, jossa on kaksi ydinta ja yksi
elektroni, on ratkaistavissa analyytti-
sesti ns. elliptisissa koordinaateissa.
Sen Hamiltonin operaattori on

R v 2 1 1,1
H=— fi € -1 _ 1 4.1 8.9
2meV * 431380( Ty rb+ R) 8.9)

Tarkastellaan tassa kuitenkin vain elektronin kahden alimman
tilan aaltofunktioita kaavamaisesti kuvassa 8.6. Kuvassa 8.5
ovat niiden miehitystd vastaavat molekyylin potentiaalienergia-
kayrat.



Sidoksen muodostavaa (tai ne-
gatiiviseen kokonaisenergiaan
johtavaa) aaltofunktiota sano-

taan sitovaksi eli "bonding" mo-

lekyyliorbitaaliksi, jolle on luon-
teenomaista "elektronivarauk-
sen" keskittyminen ytimien va-
lille "sidokseksi". Toinen aalto-
funktio on ns. "antibonding” (eli
hajottava tai hylkivd) molekyy-
liorbitaali, jonka miehitys johtaa
positiiviseen ja repulsiiviseen
potentiaalienergiakayraan kai-
killa ytimien keskinaisilla etéi-
syyksilla, eik& sidosta synny.
Huomaa, ettd myos elektronien
kineettisten energioiden osuu-
det vaikuttavat naiden potenti-
aalienergiakéyrien eroa vahvis-
tavasti.

Sitovaa orbitaalia vas-
taavan potentiaalikéyran
minimi (2.648 eV) on H,*
molekyylin tasapainosi-
dospituus.

Re.=1.06 A.

Energy/hcAy

1.4
1.2
1.0
0.9
0.8
0.6
0.4

0.2
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Molekyyliorbitaalimenetelma

8.3. LCAO

Vetymolekyyli-ionin molekyyliorbitaalien voidaan ajatella muo-
dostuneen ytimien a ja b mukana seuranneista vetyatomien
1s-orbitaaleista ¢, ja ¢y €lila ) ja b ). Tall6in sitova ja antibon-
ding orbitaali ovat

10= gatdp ja 20 = Ga— Pp. (8.11)

Samoin voidaan yleisestikin kuvata molekyyliorbitaaleja hyval-
|& tarkkuudella atomiorbitaalien lineaarikombinaatioina. Tallai-
sen menetelman yleinen nimi on linear combination of atomic
orbitals (LCAO) molecular orbital (MO) method, ja "suomeksi"
LCAO-MO-menetelméa. Kéaytettavat atomiorbitaalit voidaan
valita tarkoitukseen sopivalla tavalla, esim. HF-SCF-AOQ tai
Slaterin atomiorbitaalit.

Vetymolekyyli-ionin H,* Hamiltonin operaattori on siis

_ SR v 2 11,1
H=-1vy e(—f—f 1)
2m, * 47, * )

Sen molekyyliorbitaalien kuvaaminen LCAO menetelmélla
Yiozo =la)xlb)
voidaan yleistdd muotoon
Y= = Zelr), (8.13)

missa tulee nyt etsia kertoimet ¢,. Kun kaytetdan variaatiope-
riaatetta, ks. kappale 6.10, saadaan sekulaariyhtaltt

Zr Cr (Hrs -E Srs) =0.
Tarkastellaan nyt vain tapausta r, s = a, b. Tall6in

(8.12)

(8.14)



MNQT, sl 2015 141

H.. =Hp, =(alHla)=a on ns. Coulombin integraali,

H. = Hpa=(al HIb) = on ns. resonanssi-integraali
tai "hopping"-integraali,

Sab = Sva=(alb) =S on peittointegraali (overlap integral) ja
Sua=Sep=(ala)=1.
Sekulaariyhtalét (8.14) voidaan siten kirjoittaa
ca(@—E)+c, (B—ES)=0
ca(B-ES)+c,(a—E)=0

ja ei-triviaaleja ratkaisuja on olemassa, jos sekulaaridetermi-
nantti haviaa eli

a-E B-ES
=0. (8.15)
B-—ES a-E

Tasta seuraa, ettd (o - E)?— (f —E S)2=0. Kun tasta ratkais-
taan E, saadaan

E = %P (8.16)
=S

I+

Tark.:

Sekulaariyhtaldistd saadaan vastaaviksi kertoimiksi
E,: Ca=Cp ja ca=1/{2(14S)}12
E_: Ca=—Cp ja ca=1/{2(1-S)}12

ja aaltofunktiot ovat siten

Ye=cy(la)xlb)),
missa siis | a ) ja | b ) ovat siis vetyatomin 1s-orbitaaleja.

(8.17)
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Lasketaan vield suureet o, f ja S. Coulombin integraali

_ _ R w2 e2
(x—(aIHIa>—(aI( 2meV 4n80rala>+
|[—_€? L)| e 1 /a] (8.18)
t ( 47teg o a)+ 4mey R (ala)
—B._i+.¢ 1 8.20
EIS .] + 4.7580 R s ( )
missa o
= e2 [ Pa 8.19
] 431:80f T dl'b . ( )
Jos (1) = Zao ez, niin j' voidaan laskea analyyttisesti
ja
—er 1/;_ ZR) o-27Rk,)|
JRZ) = hrey R\ [1+ 28 e

ks. Esim. 8.1 oppikirjassa.
Resonanssi-integraali

- —(all- I 2
_(aIHIb)_<aI( pVee rb) b) +
_e 1 e 1 8.21a
+(a|( 4mOra)|1~)>+4 L@y  (8213)
e? i !
( 15+4n80 R)S K,
missa
g e | Qo (8.21b)
43'[80 Iy
Myds k' voidaan laskea analyyttisesti josta saadaan (ks. app.)
' 1 ZR)\ o
KRZ)= & ao(l ) Z (8.22)

Peittointegraalin analyyttinen lasku antaa, ks. Esim. 8.1.

SRZ)=(alb)= {1 + Za% +%(Za.—$)2} e R
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=P kirjoittaa auki:

+

Nyt voidaan energian ominaisarvot E. =

i !

B.=Ei+ S 1.1
'k
i E=E,+ ¢ 1] 8.23b
ja e R 1os (280

joiden tasokaavio on kuvassa
8.11. Seka j' ettd k' ovat positiivi-
sia, joten E, on sitovan orbitaalin
ominaisenergia ja E_ on hajotta-
van. Huomaa, ettd E_ poikkeaa
enemman yléspain kuin E, alas-
pain E ;-energiasta.

Em. analyyttisia lausekkeita kayt-
téden voidaan H,*-molekyylin mini-
mienergia ja sita vastaava sidos- Kuva 8.11.
pltuus R. maarata. Lasku antaa

R.=1.30 A ja dissosiaatioenergiaksi tulee
Eis—E+=1.76 eV (170 kdmol-!), kun vastaavat kokeelliset arvot
ovat 1.06 A ja 2.60 eV (255 kdmol-!). Syy suureen poikkea-
maan on kaytetty puutteellinen kantajoukko: pelkat vetyatomin
1s-orbitaalit.

Kaksiatomisen molekyylin sidoksen ympari tapahtuvan rotaa-
tion suhteen tdyden symmetrian omaavia orbitaaleja kutsu-
taan o-orbitaaleiksi, vrt. atomin s-orbitaalit. Hajottava orbitaali
voidaan lisaksi merkita tahdella (*). Homonukleaarisen mole-
kyylin tapauksessa voidaan liséksi merkité inversiosymmetria
alaindeksina: parillinen g (gerade) ja pariton u (ungerade). Si-
ten edella saatuja molekyyliorbitaaleja merkitdan o, ja o,*.
Mikali on tarpeen korostaa sukulaisuussuhdetta (alkuperaa)
atomaarisiin orbitaaleihin, joista ne ovat tavallaan muodostu-
neet, voidaan merkinté kirjoittaa myos 1so, ja 1so,*. My6s
molekyyliorbitaalien "paakvanttiluku" voidaan merkita ja siten
kirjoittaa 10, ja 10,* (tai 10, ja 20,*).
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8.4. Vetymolekyyli

Samoin kuin heliumatomin elektronikonfiguraatio muodostet-
tiin vastaavasta He*-ionin 1s-orbitaalista miehittamalla se kah-
della elektronilla, voidaan nyt H,-molekyylin elektronikonfigu-
raatio muodostaa miehittdamalla H,*-ionin 1o.-orbitaali kahdel-
la elektronilla konfiguraatioksi 102 ('Z,). Siten saadaan kah-
den elektronin aaltofunktiolle symmetrinen rataosa 10,(1)
10,(2), johon on liitettédva antisymmetrinen spin-osa, vrt. kap-
pale 7.11 heliumatomille, jolloin saadaan

PY(1,2) =10x(1) 10,(2) (1/2)12 {afr—Pio2}. (8.26)
Koska 10, = {2(1+S)}-12 (a+b), misséd a = ¢, =1a), on
Y(1.,2) = {2(1+S)}! {a(D)+b(1)} {a(2)+b(2)} (1/2)!2 {011 f2—P102}-

Tata aaltofunktiota vastaava
energia saadaan hairiGteorian
mukaisesti vetymolekyylin ha-

miltonin operaattorin (8.25)
- _ e2 (_1_1_1_1,1.,1
H= 2me(V1+V2)+4 e ( Iy Iy I f2b+f12+R)’

odotusarvona. Se on S|dosp|tuuden R funktio eli potentiaalie-
nergiakayra

2]'+2k'" j+2k+m+4/
E=2E +-¢ 1_4 ] , 8.27
ST 4o R 1+S | 2(1+SP (8:27)
missa ns. kaksi-elektroni-integraalit ovat

=S (abl L lab), k—4€2 (ab! L L 1ba),

(8.28)
— — l
(= 475 (aal Iab) ja m= 4 <aa| Iaa)

Potentiaallenerg|akayralta saadaan S|dosp|tuudek3| 0.85 A ja
sidosenergiaksi 2 E;H — E,f2=2.70 eV (260 kdmol-'). Vastaa-
vat kokeelliset arvot ovat 0.742 A ja 448 eV (432 kdmol-), jo-
ten laskun tulos on kylla suuntaa-antava, joskaan ei kovin hy-
Va.
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8.5. Konfiguraatiovuorovaikutus

Valenssisidosmenetelma

MO-menetelmé ei kuvaa hyvin vetymolekyylin sidoksen kat-
keamista ja dissosiaatiota kahdeksi erilliseksi vetyatomiksi, joi-
den muodostaman elektronisysteemin aaltofunktio olisi luon-
nollisesti em. merkint6ja kayttden a(l) b(2). Valenssisidos-
menetelméssé (valence bond method, VB) otetaan tdma
elektroniparin kuvaamiseen sopiva aaltofunktio lahtékohdaksi.

Funktion a(1) b(2) lisadksi sen kanssa degeneroitunut funktio
b(1) a(2) on yhta hyva yritteeksi ja degeneroituneiden tilojen
héiridteoria (tai variaatiomenetelma) antaa naiden lineaari-
kombinaatioista . = N. {a(1) b(2) £ b(1) a(2)} perustilaksi
funktion ..

M&éarataan normitustekija integraalista
(P« 1Py = N.2 {{ab | ab) + (ab | ba) + (ba | ab) + (ba | ba)}
=N.22(1£S?) =1, josta saadaan
N.=1/{2(1+£S?)}12,

Tarkastellaan seuraavaksi vetymolekyylin Hamiltonin operaat-
torin odotusarvoa (kappale 8.7) em. aaltofunktiolle
Y. =N, {l ab) + 1 ba)}. Laskun tuloksena saadaan

J+K
E,=2E, +-¢ 1_ ,
4reg R 1+ 82

missa
I=j-2§ ja K=k -2k'S.

Huomaa, ettd integraali k vastaa heliumatomin vaihtointe-
graalia "K". Myds edella saatuja lausekkeita J ja K kutsu-
taan Coulombin ja vaihtointegraaleiksi. Ne molemmat ovat
negatiivisia ja siksi E, < E_.. Etsimalla nyt kokonaisenergian E,
minimi saadaan sidospituudeksi 0.875 A ja vastaavaksi sidos-
energiaksi 2 E;H - E, =3.14 eV (303 kdmol-!), mika on
"parempi" tulos kuin molekyyliorbitaaliteorian antama tulos.
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Varauskorrelaatio

Verrataan nyt MO- ja VB-menetelmien antamaa kuvausta H,-
molekyylille. Jattamalla normitustekijat pois voidaan menetel-
mien mukaiset perustilan aaltofunktiot kirjoittaa muodossa

PVB = a(1) b(2) + b(1) a(2) = ab + ba

ja

PMO = a(1)b(2) + b(1)a(2) +a(1)a(2) + b(1)b(2) = ab+ba+aa+bb.
Valenssisidosaaltofunktio esittdd atomeissa a ja b olevien
elektronien muodostaman elektroniparin kovalenttista sidosta.
Molekyyliorbitaalimenetelméan antama aaltofunktio siséltéa
em. kovalenttisten termien liséksi yhté suurella painolla ioni-
sidosta (H*—H-) kuvaavat termit, jotka kuvaavat tilannetta,
jossa molemmat elektronit ovat samalla atomilla a tai b. Tar-
kastele esim. dissosiaatiota!

MO-menetelman ionisidosluonne on siis liian voimakas, koska
elektronien sdhkdstaattisen repulsion vuoksi elektronit ovat
keskimaarin paljon enemman eri atomeissa kuin samoissa
atomeissa. Tata kutsutaan varauskorrelaatioksi tai yleisesti
vain korrelaatiovuorovaikutukseksi. Huomaa ero aikaisemmin
esilla olleeseen spinkorrelaatioon eli vaihtovuorovaikutukseen,
joka on puhtaasti kvanttimekaninen ilmi6, kun taas varauskor-
relaatio on luonteeltaan klassinen monen kappaleen ilmi6 ns.
many-body effect.

VB-aaltofunktio toisaalta yliarvioi varauskorrelaatiota, koska
ionisidosluonnekin on otettava huomioon, eli joskus molem-
mat elektronit ovat samassakin atomissa. Sen vuoksi VB-aal-
tofunktiota voidaan parantaa yritteella

PVB =ab + ba + A {aa + bb}
= wcovVB + A lPionVBs

missa ionisidoksen luonne on otettu mukaan painokertoimella
A< 1.
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Jos kaytetdan variaatiomenetelmaa parametrin A optimoin-
tiin, saadaan A = 1/6 eli ionisidoksen luonnetta on A2 = 1/36 =
3% MO-menetelman ehdottaman 50% sijaan. Tama selittda
sen, ettd korjaamattomanakin VB-menetelmé antaa parem-
man tuloksen vetymolekyylille kuin MO-menetelma. Em.
optimoidulla aaltofunktiolla saadaan dissosiaatioenergiaksi
4.10 eV (396 kdmol-1), vrt. kokeelliseen 4.48 eV (432 kdmol-!).

MO-menetelméan aaltofunktiota voidaan myds parantaa otta-
maan huomioon varauskorrelaatio. Tahan voidaan kayttaa
ns. konfiguraatiovuorovaikutus (configuration interaction, Cl) -
tekniikkaa seuraavasti. Tarkastellaan vetyatomin 1s-orbitaa-
lien virittdmien molekyyliorbitaalien o, ja o,* erilaisia miehityk-
sia eli elektronikonfiguraatioita. Ne ovat o.?, 0,0, ja 0.2, €li
tarkemmin oy(1) 04(2), 6.(1) 0,*(2), 0u*(1) 0x(2) ja ou*(1) Ou*(2).
Neljasta viimeksi kirjoitetusta toinen ja kolmas ovat degeneroi-
tuneita ja sekoittuvat, ja spinfunktioineen tilat voidaan kirjoittaa
seuraavasti:

2 W = 0,0, (af-Poa)

2 W, = {0,0.F+0,%0,} (ap-Pa)
3 W3 = oo (af-Poa)
oo
Ze Wi = {0,0F-0, 0.} 4 (ap+Pa)
pp

Tassa molekyylin kokonaissymmetria
on ilmoitettu spektritermin ', tai 3%,
avulla samoin kuin se tehdaan ato-
mienkin tapauksessa.
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Tarkastellaan naiden 2
konfiguraatioiden asymp-

toottista kayttaytymista,

kun molekyylin sidos

hajoaa eli R — «. Nah- 2 I\

daéan, etta konfiguraatiot
Y, ja W5 saavat saman
energian E,, yht. (7.24),
molekyyliorbitaalien o, ja
o,* degeneroituessa.
Degeneroituneiden tilojen
héiriéteorian mukaisesti
voidaan kuitenkin 1X-
symmetrian konfiguraa-
tioiden aaltofunktioiden
antaa sekoittua koko- 0
naisenergian minimoimi-

seksi. Perustilan aalto-

—

fgr;k_tiolle vc_)idaan _ 0 » 2 3 4
kirjoittaa yrite (normitusta R/a
vaille) esim. muotoon °
PYeMO = ¢ W +c3W; (8.29)
= {10, 0y + c30,* 0,*} (0 — P ) (8.30)

=¢1{0, Oz + ' 0,* 0,*} (a B — B ),

missd A' = cs/c;. Nyt A' < 1, koska energiassa alemman konfi-

guraation o,? voidaan odottaa dominoivan o,2-konfiguraatioon
verrattuna. Kun sijoitetaan vield o,=a+b ja o,=a-b, saa-

daan (ilman normitusta ja spin-funktiota kirjoitettuna)

YMO=ab+ba+A{aa+bb},
joka on tdsmalleen sama kuin parannettu VB,

MO-menetelméa (plus CI) on "helpompana" yleisemmin kaytet-
ty kuin VB ja jatkossa tarkastellaankin molekyylien elektronira-
kenteita MO-menetelman kasittein.
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.6. Kaksiatomiset molekyyli

Tarkastellaan seuraavaksi kaksiatomisen molekyylin elekt-
ronikonfiguraation muodostumista rakentumisperiaatteen ja
Paulin kieltosaanndn mukaan. Katsotaan ensin joitakin peri-
aatteita molekyyliorbitaalien ja sidosten muodostumisessa
atomiorbitaaleista.

Sidoksen muodostavilla atomiorbitaaleilla tédytyy olla sama
symmetria ytimid yhdistavan akselin ympari tapahtuvan rotaa-
tion suhteen. Téallaisia ovat esimerkiksi kaikki atomaariset s-
ja p,-orbitaalit keskenaan, niilla on taysi rotaatiosymmetria z-
akselin ympéri ja ne muodostavat korkeimman symmetrian
molekyyliorbitaaleja, ns. o-orbitaaleja.

Atomaarisilla ps- ja p,-orbitaaleilla
on taas alempi ns. t-symmetria ja
ne muodostavat n-sidoksia. Sa-
moin d,,- ja dy,-orbitaaleilla on
alempi p-symmetria ja ne muodos-
tavat myoés n-sidoksia, mahdolli-
sesti yhdessa p,- ja py-orbitaalien
kanssa. Symmetriavaatimus seu-
raa siitd, etta sidoksen (molekyy-
liorbitaalin) muodostavilla atomior-
bitaaleilla taytyy olla paallekkai-
syytta eli peittoa (overlap), jonka

mitta on peittointegraali S. Eri
symmetrian omaavien orbitaalien -
peittointegraali havida. (a) (b)

Toisaalta silloin, kun peittointe-

graali ei havia, saadaan merkitta-

vaa peittoa vain siind tapaksessa,

ettd atomiorbitaalit eivét ole liian “

keskittyneité tai kovin diffuuseja. i -
C
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Sidoksen muodostavien atomiorbitaalien energian ominaisar-
vojen taytyy olla samaa suuruusluokkaa. MO-menetelmalla
ratkaistaan orbitaalienergiat sekulaarideterminantista
aa — E ﬁ —-ES
=0, (8.32)
|3 —-ES OB — E

jonka ratkaisut yksinkertaisimmillaan ovat muotoa (6.7)
E, = apn—p?/(ap-as) ja E_ = op+p2/(ag—0a), (8.33)

missd p=H,, ja aa sekd agp
ovat atomiorbitaalien energiat.
Tasta nahdaan, etta suuri ero ato-
miorbitaalien energioissa aiheuttaa
vahaiset muutokset orbitaaliener-
gioihin molekyyliorbitaalien muo-
dostuessa. Siten syntyva sidos on
heikko ja atomiorbitaalien sekoittu-
minen on vahaista.

Em. periaatteiden avulla voidaan
hahmotella kaksiatomisten mole-
kyylien energiatasokaaviota ja
elektronikonfiguraatiota. Kuvassa _
8.18 on kaavamaisesti homonukle- b)
aarisen kaksiatomisen molekyylin energiatasokaavio.
Huomaa, ettd 2so*- ja 2p,o-orbitaalit myos sekoittuvat ja
muuttavat hieman bonding/antibonding-luonnettaan sen
seurauksena. Naista syntyy ns. hybridiorbitaaleja.

Blota—otg)

Sijoittamalla typpimolekyylin N, 14 elektronia tasokaavioon
saadaan konfiguraatio

Na: 1s0g? 1s0u*? 2502 250,*2 2pmy* 2poy? (12 ),

josta voidaan lukea, etté syntynyt sidos on kolmoissidos: yksi
o- ja kaksi m-sidosta. Siten sidosta voidaan merkita esim.
N=N .
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Hapen O, 16 elektronia taas muodostavat konfiguraation
O,:  1s0g? 150,*2 2502 250,*2 2pm,* 2p0g? 2pm,*2 |

jonka mahdolliset spektriter-
mit ovat 3%, I¥ ja 'A. Jos kay-
tetddn Hundin sééantdjen seli-
tyksina olleita perusteita kak- Energy
siatomisille molekyyleille so- A
vellettuna, voidaan paatella, 20, Ne,2c,
ettd perustila on 3%. Laske-
malla sitovien ja hajoittavien
orbitaalien miehitykset voi-
daan péaatella nettosidoksen
olevan kaksoissidos: O=0.

Fluorimolekyylin F,: ... 2po,?
2pm,*4 (1Z,) sidos on enda
vain yksinkertainen F-F ja
heikko: 1.60 eV (vrt. N,: 9.76
eV), ja Nes: ... 2po,? 2pm,*4
2po,*2 (1%,) ei muodostu MO-
teorian mukaan en&a ollen-
kaan.

Hiili-dimeerin C, konfiguraa-
tioksi tulisi tasokaavion mu-
kaan ... 2s0,*2 2pm,* (1Z,),
mutta perustila onkin:

... 250,%2 2pm,3 2po, (GI1,).
Tama selittyy silla, etta triplet-
titila 311, on elektroni—elektroni
vuorovaikutusten (mm. spin-
korrelaatio eli vaihtovuorovai-
kutus) vuoksi alempi energia-
tila kuin 1Z,.
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Heteronukleaariset kaksiatomiset molekyylit

Heteronukleaarisen kaksiatomisen
molekyylin orbitaalin

P = cada+CpPB

"muodostavien atomiorbitaalien”
osuudet Ical? ja Icgl? eivét ole yhta-
suuret samalla tavalla kuin homo-
nukleaarisessa tapauksessa.
Tarkastellaan esimerkkina hiili-
monoksidia, jonka konfiguraatioksi
tulee

CO: 102202302402 14 502 (1Z+).
Tasokaaviota tarkastelemalla voi-

daan péaatella, etta kyseessa on
ainakin kolmoissidos. Vrt. N..

C2p

D

Kuva 8.22.

Moniatomiset molekyylit

Moniatomisten molekyylien molekyyliorbitaalit ¢ voidaan aja-
tella (samoin kuin kaksiatomistenkin molekyylien) lineaarikom-
binaatioina atomien orbitaaleista ¢

P = ZiCidi (8.35)

Tallaiset molekyyliorbitaalit voivat olla delokalisoituneita koko
molekyyliin tai sitten lokalisoituneita aarimmillaan vain yhteen
atomiin.

Symmetrian ja ryhmateorian avulla voidaan usein paatella mit-
k& atomiorbitaalit muodostavat keskendan molekyyliorbitaa-
leja.
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.7. Symmetriaan itun kantafunkti

Vesimolekyylin H,O ja ammoniakkimolekyylin NH; konformaa-
tiot voidaan karkeasti ymmartaéa hapen ja typen sidokset muo-
dostavien 2p-orbitaalien avulla. Vetyatomien 1s-orbitaalit si-
toutuvat toisiaan vastaan kohtisuoriin ps-, py- ja p,-orbitaaleihin
ja syntyvien sidosten valiset kulmat ovat sen vuoksi likimain
90° (vedelld 104.5° ja ammoniakilla 107°). Tarkastellaan nyt
naiden molekyylien rakenteita LCAO-MO -teorian avulla.

Sidoksen muodostavia molekyyliorbitaaleja maarattdessa kan-
tafunktioiksi voitaisiin ottaa hapen 2s-, 2p,-, 2p,- ja 2p,-funktiot
ja molempien vetyatomien 1s-funktiot 1s, ja 1sg (hapen 1s ei
osallistu sidoksiin). Kéaytetdan kantafunktioina kuitenkin myés
veden tapauksessa em. atomiorbitaaleista muodostettuja
symmetriaan C,, adaptoituneita funktioita, jotka voidaan muo-
dostaa samoin kuin kappaleessa 5.12 (Esim. 5.9) tehtiin NH-
molekyylin s-funktioiden tapauksessa.

a 02s, 02p,

02p,

\S>
v
A

02p,

.\p‘

H1s,+ Hlsg
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Kuudesta atomiorbitaalista saadaan siis kuusi symmetriaan
adaptoitunutta kantafunktiota: 0O2s, O2p,, O2p,, O2p,,
H1s,+H1sg ja H1s,—H1sg. Néiden ja Hamiltonin operaattorin
avulla voidaan kirjoittaa Hamiltonin matriisi ja sekulaariyhtalét
sekd 6x6 sekulaarideterminantti, josta saadaan ratkaisuina 6
ominaisarvoa.

Koska jokainen kantafunktio kuuluu johonkin symmetrialajiin,
haviavat kaikki eri symmetrialajeihin kuuluvien funktioiden vali-
set matriisielementit ja 6x6 sekulaarideterminantti separoituu
kolmeen alideterminanttiin (3x3,2x2 ja 1x1), jotka kukin vas-
taavat tiettyd symmetrialajia. Siten ratkaiseminen helpottuu
merkittavasti ja lisdksi kunkin alideterminantin antamat ratkai-
sut voidaan nimeté kyseisen symmetrialajin mukaan. Siten
saatavat molekyyliorbitaalit ovat muotoa:

Al: a; = Cp (H1 SA+H1 SB) + Co (O2pz) + C3 (023)
B]§ b, = Osz
BQ: b, = ¢ (H1SA—H1 SB) + ¢ (02py),

missa kertoimet ¢; ja ¢i saadaan
sekulaariyhtalosta. 3a,

Sijoittamalla nyt molekyylin 10
elektronia rakentumisperiaatteen
mukaisesti saadaan konfiguraatio
O1s2 1a,2 1b,2 1b;2 23,2 (lAl),
katso kuva 8.24. Molekyylin
kokonaisenergia voidaan myds
laskea seké etsia sen minimi 28
konformaatiota optimoimalla. Jos
kaytetdan lisdksi HF-SCF-mene-
telmaa, jotta saadaan itseytyvat 1b,

2b,

15,

1

20

H1s,— H1lsg
Kuva 8.23.

elektroni—elektronivuorovaikutuk-
set, saadaan hyvalla tarkkuudella
konformaatioksi sama kuin
kokeellisestikin havaittu on.

:

1a

:

pieh &%

Kuva 8.24.
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Samoin voidaan tarkastella myds NH;-molekyylin elektronira-
kennetta pisteryhméan Cs, karakteeritaulua kayttden. Tama
onkin jo tehty kappaleen 5.12 esimerkissa \

5.9, jossa tehtiin myds merkinnat

sy = N2s a
N ( 1) Zﬂ/” N2s, N2p,
S HISA + HlSB + HISC (8.1)

s, = 2Hlsy—Hiss-Hisc (€) ﬁ)

s; = Hlsg—HIsc (e)

Lisaksi tarkastelemalla typen 2p-orbitaa- NZP N2p,

lien py, py ja p, symmetrioita, voidaan hel- W

posti paatella, etta
Al a H1s,+ H1s, + H1s, O

E: e =C1'Sz+C2'px ja _
e =c¢1"S3+¢" Py - O/i
Tarkasteltavan SH1s = His H1s
5 , 7 kantafunktion LT
(tai alunperin 7 e /i
atomiorbitaalin) H1s, - H1s
avulla voidaan L O
jk /L‘ muodostaa 7 Kuva 8.25.
S A molekyyliorbitaalia Hamiltonin mat-
riisin ominaisfunktioina. Vastaavat 7

ominaisarvoa muodostavat kuvan
8.26 mukaisen tasorakenteen.

Tahan voidaan NH;-molekyylin 10

; elektronia sijoittaa konfiguraatioksi
N1sZ 1a,2 1e* 2a,2 (1A)).

A

C1S1+c2SN+C3Pz,

Kuva 8.26.
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Hybridiorbitaali
Molekyylien kovalenttisten sidosten muodostumista ja suun-
tautumista (orientaatiota) voidaan selittda atomiorbitaalien ns.
hybridisaation (sekoittuminen) avulla. Edella tarkasteltujen
H,O ja NH; -molekyylien tapauksessa voidaan ajatella kes-
kusatomin 2s-orbitaalin hybridisoituneen 2p-orbitaalien kanssa
sidosten muodostuessa. Sidosten voidaankin ajatella muo-
dostuneen néaisté hybridiorbitaaleista ja vetyatomien 1s-orbi-
taaleista, vrt. sidosten VB-kuvaus.

Vesimolekyylin H,O kaksi sidosta ovat samassa tasossa. Tar-
kastellaan niiden muodostumiseen liittyvaa hapen 2s, 2p, ja
2p, -orbitaalien hybridisoitumista, joka voidaan kirjoittaa

hj=as+b,p,+bypy ja h y
hy=as+b,p,—bypy. = 4 hl @é * \} -
. i N S

Nama ovat kesken&én or- -

togonaalisia, samoin kuin
kolmas (ortogonaalinen)
hybridi hg , joka on 2
elektronin miehittdma eika
muodosta sidosta.

Mikali vain p, ja p, -orbitaa-
lit ovat sekoittuneet (a =0,
b, =by = 1), on hybridiorbi-
taalien valinen kulma 90°.
Talléin hy = s ja miehitykset
152 2p,2 he? h; h, projisioitui-
na atomiorbitaaleille anta-
vat "konfiguraation" 1s2 2s2
2ps*2py 2p,, jota voidaan
pitdd hapen perustilan mie-
hityksena. Téta sanotaan
p2-hybridisaatioksi.
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Mikéli taas vain s ja p, -orbitaalit ovat sekoittuneet (a=by =1,
b, = 0), tulee hybridiorbitaalien h; ja h, véliseksi kulmaksi 180°.
Silloin hy = p, ja miehitykset 1s2 2p,2 hy? h; h, projisioituvat
"konfiguraatioksi" 1s2 2s 2p,22p, 2p,?, jota sanotaan sp-hybri-
disaatioksi.

Mikali taas kaikki kolme orbitaalia 2s, 2p, ja 2p, sekoittuvat yh-
ta suurilla painokertoimilla (a =b, = by = 1), on kyseesséa sp?-
hybridisaatio, kahden edellisen tapauksen valimuoto, jota vas-
taa sidosten valinen kulma 120°.

Vesimolekyylin kokonaisenergia minimoituu, kun sidosten vali-
nen kulma on 104.45°, jolloin O2s-orbitaalin osuus sidoksissa
on noin 20%, normitettuna a2 =0.20 (a=0.45 ja b =0.89).

Typpiatomi muodostaa mielelldan kolme sidosta, yhden jokai-
seen p-orbitaaliinsa. liman hybridisaatiota sidosten véliset
kulmat olisivat jalleen 90°. Mutta esimerkiksi NH;-molekyylin
sidoskulmat ovat kuitenkin 107°, joten 2s-orbitaalin voidaan
jalleen ajatella hybridisoituneen sidosten muodostuessa. ltse
asiassa 2s-orbitaalin hybridisaatioasteen voidaan laskea ole-
van noin 80%, mika on jo l&ahelld ns. sp3-hybridisaatiota.

Hiili muodostaa mielellaan nelja sidosta, esim CH,, jotka ovat
orientoituneet ideaalisen tetraedrin karkien suuntiin. Sidosten
valiset kulmat ovat talléin 109.47° = arccos(-1/3). Hiiliatomin
2s-, 2p«-, 2py- ja 2p,-orbitaaleista muodostuneet hybridiorbi-
taalit ovat talléin

hi=s+px+py+ Pz _./,_;'_,__\

<0 2 T X i
h2 =S - px + py - pZ, L‘ /" ""‘*—(\l
h3=s+p—py—p. ja \l '.-+L_

hs =8 —px—py + P / A

(C)
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Talla tavoin hiilen elektronikonfiguraatio muuttuu atomin mie-
hityst4 vastaavasta 1s2 2s? 2p2 miehitykseksi 1s? 2s 2p3, silla
kunkin hybridiorbitaalin voidaan ajatella olevan 1/4 verran s-
luonteinen ja 3/4 verran p-luonteinen. Tata sanotaan sp3-hybri-
disaatioksi.

n-elektronit

Eteenimolekyylin H,C=CH, kak-
soissidoksen voidaan ajatella
muodostuvan sp2-hybridisaation s,
Py, P, —> hy, hy, h; (120°), o-sidok-
sen ja px-orbitaalien muodosta-
man m-sidoksen tuloksena.
Tallainen nt-sidos on jaykka ja se

pakottaa kaikki H-atomit samaan ;
Kuva 8.27. ’

tasoon.

Tarkastellaan seuraavaksi butadieenimolekyylia
CH,=CH-CH=CH,, jossa kullakin hiiliatomilla on aluksi nelja
elektronia (2s2 2p?) ja vetyatomeilla yksi kullakin "sidoksia var-
ten". Kun merkitddn molekyyliin vain hiilien valiset o-sidokset
(2s, 2p,), saadaan H,C—CH-CH-CH,, jonka lisaksi jaa viela
kullekin hiilelle yksi p-elektroni ("poikittain sidosten muodosta-
maa akselia vastaan") n-sidoksia varten. Symmetriasyista
(ks. kappale 8.8) voidaan naiden neljan p-orbitaalin py, p2, ps
ja p» muodostamia nt-sidoksia tarkastella o-sidoksista erillaan.

n-symmetrian sekulaariyhtalo on
Zici{Hij—-ES;}=0; 1i=1,2,3,4,

ja energiat voidaan ratkaista vastaavasta sekulaaridetermi-
nantista

det|Hij—ESij|:0



MNQT, sl 2015 159

eli

Hi-ESi1 Hi-ESi2 Hiz-ESiz Hu—-ESu
Hyi—ESyy H»n—-ES»n Hx-ES; Hu—-ESxyu

H3i—ES3s1 H3»—ES3s; H3z;z—ESs3 Hiu—E S

Hy—-ESs1 Hp-ESse» Hu—-ESisis Hu—ESu

Ratkaistaan tdma ns. Huckelin molekyyliorbitaalimenetelmalla.

Huckelin menetelma (ja my6s ns. tight-binding approksimaa-
tio) perustuu seuraaviin approksimaatioihin:

(1) Peittointegraalit approksimoidaan siten, etta
Sij = 8y,

(2) Hamiltonin matriisin diagonaalielementit ovat kaikki
samoja: H; = a ja

(8) Hamiltonin matriisin ei-diagonaalielementit haviavat,
paitsi lahinaapurien véliset, jotka ovat kaikki samoja:
H; = O,kun li—jl > 1; ja H; = B,kun li—jl = 1.

Nailla oletuksilla sekulaarideterminantti yksinkertaistuu muo-
toon

MNQT, sl 2015 160

Tamaén determinantin nelja juur- | »—1.6188 J
taovat E = a+12 5+ 1)p =

{ax16pf ja ax06p}. Ener-
giatasokaavio on piirretty ku-
vaan 8.28, jossa my0s tasoja
vastaavat aaltofunktiot on esi-
tetty kaavamaisesti. Huomaa,
ettd sekd Coulombin integraali
o ettd resonanssi-integraali f
ovat molemmat negatiivisia.

% +0.618p \
Saadut r-orbitaalit ovat delokali- - )
soituneet (delocalized, "levittay-
tyneet) koko molekyylin alueelle
ja niilla on seka sitovaa etta ha- |, , 1 g18p
jottavaa luonnetta.

o —0.618p

— &I

Téllaisia useamman atomin p- Kuva 8.28.
elektroneista muodostuneita delokalisoituneita w-orbitaaleja
sanotaan konjugoituneiksi tai konjugoiduiksi (conjugated).

Kun nyt miehitetdén kaksi alinta tasoa neljalla elektronilla,
saadaan kaksi sidosta lisaa atomien 1 ja 2 seka 3 ja 4 valille.
Siten butadieenin kaava voidaan kyll& kirjoittaa muotoon
CH,=CH-CH=CH,, vaikkakin rt-elektronit ovat delokalisoitu-
neet koko hiiliketjun alueelle.

Neljan delokalisoituneen m-elektronin yhteinen energia on nyt
2000+ 1.6P)+2(@+06p)=40+448,

ja kun sita verrataan tilanteeseen, jossa nama nelja elektronia
muodostaisivatkin kaksi lokalisoitunutta konjugoitumatonta si-
dosorbitaalia energialla 4 o + 4 3, havaitaan, etta delokalisoitu-
minen alentaa energiaa 0.4 3 verran (f <0). Tata sanotaan
delokalisaatioenergiaksi.
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Téallaiset delokalisoituneiden elektronien muodostamat konju-
goituneet sidokset ovat yleisia orgaanisissa yhdisteisséa (esim.
aromaattiset yhdisteet) ja kyseisia elektroneja on tapana sa-
noa m-elektroneiksi, vaikka ne eivat sitd symmetrian mukaisen
nimityksen perusteella olisi-

kaan. Tavallisin esimerkki tal- %2 )

laisten delokalisoituneiden "r- —
elektronien" Pz J )
muodostamasta
sidoksesta on

bentseeni. o f\f\ )

Viereisessa kuvassa on bent- e,
seenin molekyyliorbitaalit ja niita
vastaava tasokaavio.

Huckelin MO-menetelmésta pa-
ranneltuja laskumenetelmia on
useita kaytossa. Niissa otetaan
huomioon enemméan lahinaapu-
rivuorovaikutuksia, esim.
peittointegraalit. Usein viel&
integraalien laskemisen sijaan 2+ B A(
niille kaytetdan empiirisia (ko- ?N’JJ) \,,)
keellisiin arvoihin sovitettuja)

lukuarvoja, jolloin menetelmaa
kutsutaankin semi-empiiriseksi.
Tallaisia menetelmia ovat esim.
CNDO ja MINDO (complete | Ghap
neglect of differential overlap ja
modified intermediate neglect of
differential overlap). Kuva 8.30.

8.9. Ligand field theory

Tama on "3-dimesioinen Huckelin menetelma", jolla erityisesti
transitiometalliatomin ja siihen sitoutuneiden ligandien sym-
metrian avulla voidaan paatella elektronirakenteen paapiirteet.
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Kiteiden kaistarakenteen syntyminen
.10. "Tight—-binding"- roksimaati

Tight-binding-approksimaatio on Huckelin menetelmén kaltai-
nen kiinteiden aineiden valenssi- ja johde-elektronirakenteiden
tarkastelemiseen sopiva menetelma. Yksinkertaisimmillaan

voidaan olettaa, etta /A 215
kiintedn aineen jokai- d v/

nen atomi antaa ya \ i

yhden s-elektronin Te 9T >

"yhteiseksi valenssie- g

lektroniksi". Naista (93¢ .

yhteisista elektroneis- o
ta muodostuu Huicke- @ >

lin n-orbitaalien tavoin 4 8,20,
koko kiteeseen delo-

kalisoituneita elekt- KK KR
ronitiloja, ns. elektro- U7 T Ku
nien energiakaistoja

(eli -v6ita, engl. band),
kuva 8.40. ———— Relativespa

Kuva 8.39. 2B s T e To i T2 o
Number of atoms, N

Energiakaistat o States _{ ; }
sisaltavat atomien ’ Ve N :
lukumé&aran () F N

verran tiloja tietylla ,
energia-alueella, joka -
riippuu mm.
sidospituuksista.

[

0 ‘ Inner shell

Kaistojen miehitysten mukaan (kiteinen)
aine on metalli, puolijohde tai eriste.
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8.11. Elektronit kiteessa

Oletetaan ensin, etta johde-elektronien kiteessa kokema
potentiaali on vakio, jolloin (1D tai 3D) vapaaelektronimallin
Schrédingerin aaltoyhtélén

(-h?2m V2 + V)¢ = Ev (8.40)
ratkaisut ovat muotoa
Y = Aekn+Beikr taj C eikr (8.39a)

eli seisovia tai etenevié aaltozja. Tassa k on
aaltovektori, [kl = (2mE / #2)'/ ja elektronien
energiat muodostavat ns. vapaaelektroni-
paraabelin

E(k) = #%2m- k% (8.39b)

Energy

Fermi-energia ja -aaltovektori ovat
Er=h2ke2/2m ja kp= (372 n)!3,

missa elektronitiheys n = N/V. 5432101234 5

kaln

Elektronien tilatiheys on 3D-avaruudessa
g(E) = Q/m3 - 2m3E)12,  (7.51)

missa Q on
atomaarinen
tilavuus.

Yleisemmin
g(B) « Ed2-1

missd d=3.2,1
on rakenteen
dimensio.
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Kun kiteen jaksollisuus ax suuntaan k otetaan huomioon,
V(k,r+ay) = V(k,r), tulee elektronin aaltofunktio on muotoon

YPr(r) = u(kr) ekr, (8.41)

Tama on Blochin teoreema, jonka mukaan siis elektronin
aaltofunktio on kiteen jaksollisuuden moduloima tasoaalto.

tainen jaksollinen potentiaali, ks. kuva 8.42.
Sen avulla vapaaelektronimallikin "voidaan
tehda jaksolliseksi", kun

Kiteen Kronig—Penney-malli on yksinker- T
V|

V — o jab — 0 siten, ettd Vb = vakio.

-b 0 a

8.12. Brillouin-vy6hykkeet Kuva 8.42.

Jaksollisen vapaaelektronimallin kaistarakenne on esitetty
kuvissa 8.45 ja 8.46 kdanteisavaruudessa aaltovektorin k
funktiona.

De Broglie relaation A = h/p = h/(#ik) = 2n/k perusteella k = 25/A,
missd on elektronin aallonpituus. Vertaa kuvaan 8.29, jossa
on esitetty delo-
kalisoituneen rt-
elektronin "aal-
lonpituuksia".

N 5432101234 5543210123245
kalt kalt

Kuva 8.29. Kuva 8.45. Kuva 8.46.




5390 J.

Phys. Chem. A, Vol. 101, No. 30, 1997

MNQT, sl 2015

Baerends and Gritsenko

B1

MNQT, sl 2015

B2

total hole . C O

Fermi hole +  Coulomb hole =
3, Rpp= 1.4 bohr 3
: ’ amw
- (g
; i
R 1= 2.1 bohr :

50 (156ev)

(309)
&
2 Ry 30 bohr 5, 177 (17ev)
. ¢ sl ('7’0)
5 5 ;
! |
Y 2 40 (18.8eV)
(2cu)

. //"—“‘\ \
- z f=Z
30 (38ev) g?cj, +)'$

Figure 1. The Fermi hole, Coulomb hole, and total hole in the Hx molecule at various values of the internuclear distance. In all plots the reference 3@'
electron is placed 0.3 bohr to the left of the right nucleus. Nuclear positions are indicated with black dots on the axis.

the potential for which the ground state density of the nonin-
teracting system is identical to the one for the interacting system,

using the Lagrange multiplier 4 to keep the density properly
normalized to N electrons, the variational stability requires that

[5)
aplEAe — ([ p(1) d1 = N, =0 (%{E,[p] = u(fp(1)dl = M), =0




