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4. Lilkemaaramomentti

Jatkossa tarkastellaan toisaalta yleisia (ja tarkkoja) menetel-
mia, sellaisia kuin liikeméédrdmomenttialgebra ja ryhméteoria,
seka toisaalta approksimointimenetelmia, sellaisia kuin héirié-
teoria, kvanttimekaniikan sovellutuksissa.

Tarkastellaan ensin likemaaramomenttia (kulmaliikemaéara,
pyorimismaara, ent. impulssimomentti, engl. angular
momentum) ja johdetaan edelld aaltoyhtalésta seurannut
kvantittuminen lahtien vain kommutaatiorelaatioista.

Liikemaaramomenttioperaattorit

likemaaramomenttioperaattorit voidaan muodostaa paikan ja
likemaaran operaattoreista q ja py, jotka noudattavat kommu-
taatiorelaatiota

[q, pq'] = ihéqq’ (41)

Klassillisesti likemaaramomentti (impulssimomentti) maaritel-
l&&n
f=rxp=|xy z (4.2)
Px Py Pz
=(yp,—2zpy )i+ (zps—xp,) j+(xpy—ypx ) K.
josta saadaan sen komponenteille
Uy =yp,—2zpy, ly=2zpx—Xp, ja {, = Xpy—YPx- (4.3)
(Klassisesti myds ¢« =1*w ja E=//2I=1Iw").
Edelleen klassisesti /2 = (2 + (2 + (2. (4.4)
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Koska kvanttimekaniikassa

Lasketaan likemaaramomentin komponenttien kommutaatto-
rit:
[l ly]=

(4.6)
Samoin kaksi muuta kommutaattoria, ja siis
[0.0,]=iht,, [4,.0,]=iht, ja [0, 0 ]=int, | (47)

jotka ovat likemaaramomentin komponenttien peruskommu-
taatiosdannot kvanttimekaniikassa.

Samoin kuin yll&, voidaan osoittaa, etta
[2,04]1=0. (4.8)
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4.2. Lilkemaaramomentti"vektori"
Muistisdanténa perusyhtalbille (4.7) voidaan kirjoittaa

Lx ¥t =it (4.9)
koska

£x/{=

4.3. Tikapuuoperaattorit

Méaaéritelladn nostava ja laskeva operaattori (shift or raising
and lowering operators) eli ns. tikapuuoperaattorit (ladder

operators) (=0 +it. fa

(=t -t (4.10)
joista voidaan ratkaista

=4t +0) ja 4.11)

0,=%(e, 1)

Helposti on nyt osoitettavissa, etta
(0,0 )=-nt,, [e.0]=-nt_ja [¢,.0 ]=2nc,,  (4.12)

ja ettd (2 kommutoi tikapuuoperaattoreiden kanssa
[(2’ gi] - O. (4.13)

Huomaa, etta tikapuuoperaattorit eivat ole hermiittisia, vaan
toistensa kompleksikonjugaatteja.

Sallitut tilat

Etsitddn seuraavaksi likemaaramomenttien sallitut tilat
kommutaatiorelaatioiden avulla.
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Merkitdan luvussa 3 I0ydettyja likemaaramomentin nelién (2
ja likemaaramomentin z-komponentin /7, ominaisfunktioita
E,m/> missd ¢ on likemaaramomenttikvanttiluku ja m; sen
z-komponentin kvanttiluku, (ns. magneettinen kvanttiluku).
Koska /2 ja ¢, kommutoivat, (4.7), niilla on yhteiset ominais-
funktiot. Yhtaléiden (3.33) ja (3.37) perusteella voidaan kirjoit-
taa ominaisarvoyhtalot
Cle,m,)=r¢(C+D|¢,m,) ja

¢,10,m,)=nm,|¢,m,),
missa (=0,1,2,3, . jam =7,01-1,7-2,...,—(.

¢,m,) . Yhtalén (4.12) mukaan
t,m,)=(¢.¢,+ne)|¢,m,)

(4.14-15)

Lasketaan seuraavaksi /.,
(.0 -0 0 =-hl_, joten /(.

=( am,|¢,m )+ Al |0, m,)=R(m, +1)(, [/, m,).
Siten siis ¢, |/, m,) on ¢,:n ominaisfunktio ominaisarvolla
A(m4+1) eli
¢,|¢,m,)=vakio x|/, m, +1) (4.17a)
ja samoin
2 E,m[>=vaki0>< E,m[—l> (4.17b)

Nama yhtalot patevat, jos m, </ ja m, >/, mutta
0,1,0)=0 ja ¢_|¢,-0)=0. Taman vuoksi ¢+ ja (- ovat ni-
meltdan nostava ja laskeva operaattori.

4.5. Liikemaaramomenttioperaattoreiden ominaisarvot

Luvussa 3 todettiin operaattoreiden /2 ja ¢, seka niita vas-
taavien ominaisfunktioiden kuvaavan elektronien "rotaatioliike-
tiloja" atomiorbitaaleilla, jolloin ¢/ =0,1,2,3,.... Tall6in kvan-
tittuminen seuraa aaltofunktion yksikasitteisyydesta.

Yleisemmin, |lahtemalla vain kommutaatiorelaatioista (4.6),
huomataan, etta likemaaramomenttikvanttiluku voi saada
myds puolilukuisia arvoja. Esim. elektronin ja protonin spinit
ovat puolilukuisia likemaaramomentteja.
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Merkitaan yleista likemaaramomenttia j seka sen, ja sen z-
komponentin yhteisi& ominaisfunktioita |j, m;). Talléin niiden
ominaisarvoyhtal6t voidaan kirjoittaa muotoon

i, mpy=nr*jG+D) 1j, my) ;j=0,1,1,3,2,... ja

759 359

(4.22)

2 lj, mp) = hmylj, my) s my=j, j-1,....-j .

likemaaramomenttioperaattoreiden matriisielementit voidaan
usein laskea tikapuuoperaattoreiden ja relaatioiden (4.10) ja
(4.11) avulla. Lasketaan siksi j*1j, m;)=c*|j, ml). Kehite-
tdan ensin tulo

iit=

Nyt (j*1j, m;))*=(j, mjlj, joten

it 1j, m) = 7 ( j(+1) - mmg+1) )72 1j, me+1) (4.29a)

jasamoin |i-Ij, m)) = h( j(j+1) - m(m-1) )"?1j, m-1) (4.29Db)
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Tarkastellaan esimerkkina rataliikemaaramomenttia ¢, jonka
ominaisfunktioiksi 16ydettiin palloharmoniset funktiot luvussa 3
suoraan pyorimisliikkeen Schrddingerin yhtalésta. Etsitédan
ratkaisut nyt likemaaramomentin ominaisuuksien avulla.

Pallokoordinaattiesityksessa likemaaramomenttioperaattorit

ovat P P
ly=— D sing — + cotO cosp —
i 90 90
Iy = h coso 9 cotO sing 9 (4.30)
i 90 90
l,=h°
i a¢
ja
. I I A 0
rr=ly+ily=he¢| —+icoth — |. (4.31)
90 90

Tilan m, = ¢ ominaisfunktiolle voidaan nyt kirjoittaa differenti-
aaliyhtalo

+10,0)=0
eli
new| % vicoto L P (0,0) =0,
20 I
jonka ratkaisuja ovat palloharmoniset funktiot, joilla m, = ¢
Y1 (0.9) = Yy (0.4) =N sin'0 efls, (4.32)
koska

Huomaa, ettd alempia m,:n arvoja vastaavat ominaisfunktiot
saadaan nyt helposti /- -operaattorin avulla.
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4.8. in

Uhlenbeck ja Goudsmit ehdottivat 1925 elektronille sisaista
likemaaramomenttia, spinia, ja sen ainoaksi kvanttiluvuksi 1/2,
atomien spektrien selittdmiseksi yksinkertaisemmin. My6hem-
min Dirac "l6ysi" puolilukuiset likem&aramomentin kvanttilu-
vut, ja elektronin spinin erityisesti, kvanttiteorian relativistisen
(suhteellisuusteoreettisen) laajennuksen seurauksena.

Elektronin spin (likem&aramomenttikvanttiluku) saa siis vain
arvon 1/2 ja sitd merkitdén s =1/2. Siten sen z-komponentti
saa arvot mg = +1/2 (ylés tai alas). Kvanttilukua m; vastaavil-
le ominaistiloille Is, m;) on tapana kayttda merkintéja

a=IL1) ja p=IL-1).
Ominaisarvoyhtélét ovat

me=ihe, sf=-3h6 (4.33)
sta=2Ma jas?fp=:1p
ja tikapuuoperaattoreilla saadaan
s+oc=0,sjf[3=hoc, (4.34)
ssa=hf jasp=0
ja siten esim.
(als*IB) =1 ja (Blsla)y =h. (4.35)
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Lilkemaaramomenttien kytkeytyminen

Tarkastellaan seuraavaksi kahden liikemaaramomentin muo-
dostamaa systeemia, esim. kahden elektronin rataliikemaara-
momentit ¢ tai yhden elektronin / ja s.

4.9. Kytkeytymaton ja kytkeytynyt tila

Kahden liikemaaramomentin muodostaman systeemin tila voi-
daan ilmoittaa "luettelemalla kvanttiluvut" ket-vektorissa
| j1, mj ; jo, mp ). Nain siksi, koska

j12,J12, j2%]ja j», kommutoivat keskenaan.

Kun m&éarataan systeemin kokonaisliikemaaramomentti "vek-
tori" j (lasketaan j; ja j» yhteen komponenteittain), tila voi-
daan ilmoittaa muodossa | ji, j»;j, m;) , koska

j12,j22,j*ja j, kommutoivat keskenaan.
Sen sijaan yleensa
[j1z,j21#20 ja [joz,j?1#0, (4.37)

joten kvanttilukuja m;; ja mj eivoi yleenséa kayttaa kuvaa-
maan samaa tilaa kvanttiluvun j kanssa.

Mybéhemmin nahdaan, etté tapauksesta riippuen on parempi
kayttaa joko kytkeytymdéténta esitystd | ji, my ; jo, mp ) tai
kytkeytynytta esitystd |ji, jo 3], m;)

Onko j=ji + j, likemaaramomentti?

(4.38)
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Maarataan seuraavaksi arvot, joita j ja m; voivat saada.
KOSka . . . . . . .
J2 1 Ji, mjp 5 Jo, mpp > = (juti2) i1 my; 5 J2, My >
= h (mj1+mj2) I j1s my; ; J2, mj >

Ja JZ|J1>J2 ’J, mj>: hmJIJl’JZ a.]’ mJ> B Saadaan
m; = mj; + mj. (441)

Koska suurin mj:n arvo on siten j; +j,, j voi saada arvoja ns.
"Clebsh—Gordan sarjan" mukaisesti

J=Jit2, i1, L el (4.42)

Clebsh—Gordan sarjan alarajan
| j1—j2 | maé&rda se ehto, etta
kytkeytyneessé esityksessa on
oltava sama maara kvanttiluku-
kombinaatioita kuin kytkeyty-
mattdmassa esityksessakin.
Toisaalta tama asia voidaan
ilmaista myos ns.
"kolmioehtona".

Esim. Vetyatomin p-elektronin
likemaaramomenttien /=1 ja
s = 172 kytkeminen.

MNQT, sl 2015 54

4.11. Kytkeytymisen vektorimalli

Kahden liikemaaramomentin kytkeytymista voidaan havainnol-
listaa graafisesti. Graafisen havainnollistuksen tulisi tayttda
seuraavat ehdot:

1. 1jl =(j(j+1)), missé j on jokin Clebsh-Gordan sarjan
sallituista arvoista.

2. j-vektorin suunta ei ole méaaratty, vain z-komponentti
= kuvataan kartiolla.

3. Komponenteille on myds voimassa
ljil = V(1Gi+1)) ja ljal = V(ja(jo+1)) = kuvataan kartioilla.

4. a) j:n z-komponentti ja m; on méaaréatty kytketyssa
esityksessa
b) ji:n ja j.:n z-komponentit kytkeméattdmassa esityksessa

J

AL A
VoA

(b)

m

",

"y
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Tarkastellaan viel& yksityiskohtaisesti kahden spinin s; = 1/2
ja s, =1/2 kytkeytymista. Kytkeytymattdméassa esityksessa
on nelja mahdollista tilaa |s; mg ; s, my, )

D= 1) =arp
L_l-LL>=[3 o |L_1-L_1>=ﬁ[3
2 2°22 L2215 75 P2

Kytkennéssa kokonaislikemaaramomentti saa arvot

S =s1+s2, ..., Is1—s21 = 1,0 jatilaa S=1 sanotaan tripletiksi,
koska silloin M;=1,0,-1; jatilaa S=0 ja M;=0 sanotaan
vastaavasti singletiksi. Siten kytkeytyneessa esityksessa on
neljat”aa |Sl Sl;SMs>E|%L;SMs>EIS M5>

2

111) 110) 11-1)
100)
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4.12. Cl h—Gordan kertoim

Kytkeytyneen tilan aaltofunktio |j; j,;j m;) on esitettavissa
kytkeytyméattdman tilan aaltofunktioiden | j; my; ; j mp ) avulla

ljij2sjmy)= 2 Cony mpp | J1 M1 5 J2 mp ) (4.43)
mj; mj
mj = m;j; + mj

MIissé cmji m2 OVat Clebsh—Gordan kertoimia (vektorikytkentéa-

kertoimia tai Wigner-kertoimia). Huomaa ehto m; = mj; + mj.

Maaritetdan kytkentakertoimet kahden spinin tapauksessa
|SM5>= Z CmslmQImSl m32> .

mg) Mg
Mg = mg; + mg

limeisesti 111 )=, 0, (4.45)

joten cqo = 1. Operoidaan nyt ylla olevaan yhtaloéon laskevalla
operaattorilla S~ =s;- + s;~. Koska yhtalén (4.30) mukaan

S™IS, Mg ) = 7 v S(S+1)-Mg(Mg—1) IS, Mg—1 ), (4.46)

tulee vasemmalta puolelta S™I11 1 )=7v2110 ).
Oikealta puolelta saadaan (s; + s;) o] 0y = 70y Gy + 85 0 Oy

=h( B os+ 0 Ba), joten hv2110)=h( o B+ B ay) el

I 0)2%((11 ﬁ2+Bl 0(2). (447)
Operoimalla tdhan edelleen operaattorilla S~ =s;~ + s,- saa-
daan
N-1)= B P (4.48)
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Tila 100)=a a, B, +b B, o, ratkaistaan ortogonaalisuuseh-

dosta (00I1 0)=0, josta ja normituksesta saadaan

I00>=%(a1 By— B 0ta) .

Naista voidaan
koota taulukko:

Vektorikytkentaker-
toimet kahdelle spi-
nille s;=1/2 ja s;
=1/2.

(4.49)

[11>110>100>11-1>

™ Q ng

QOQmB
3%}

[ NeRe R

0

(1/2)12 (1/2)12
(1/2)12 —(1/2)172

0

0

0

0

0
0
1
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Kolmesta tai useammasta likem&aramomentista voidaan kyt-
ked ensin kaksi ja sitten loput yksitellen jo aikaisemmin
saadun "summan" kanssa.

Esim. 4.2 Vetyatomin kolmen p-elektronin rataliikemaéara-
momenttien 7,3 = 1 kytkeytyminen.
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5. Ryhmateoria

Ottamalla huomioon ratkaistavan systeemin symmetriaominai-
suudet paastaan yleensa tarkasteluissa ja ratkaisemisessa
vahemmalla ty6lla. Erityisesti silloin, jos kvalitatiivinen tieto on
rittdvaa, esim. onko jokin suure nolla vai ei, tai ovatko jotkin
suureet yhtasuuria vai erisuuria, voi symmetriatarkastelu pel-
kastaan olla jo riittava. Edellisestéd esimerkkind ovat matriisie-
lementit (integraalit) (nlQIn) ja (nIQIm), joista usein riittaa tieto
ovatko ne nollasta poikkeavia ja jalkimmaisesta on esimerkki-
né degeneraatio (esim. px-, py- ja p,-orbitaalit).

Esim. Milla ehdoilla elektronin ¢2 tai ¢/, kommutoivat Hamilto-
nin operaattorin kanssa (eli ovat liikevakioita ja siten hyvia
kvanttilukuja energian ominaistiloille) ?

2 . .
He-giyy ia ¢ 222 joten
2m 10

[H, /7, ]=
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Symmetria

Symmetriaominaisuuksien systemaattinen tarkastelu perustuu
symmetriaoperaatioiden muodostamien ryhmien ominaisuuk-
siin ja ryhmateoriaan.

1. Symmetri raati

Symmetriaoperaatio on toimenpide, joka jattda toimenpiteen
kohteen ndenndisesti muuttumattomaksi, ja siten se voi aino-
astaan vaihtaa kohteen identtisten osien paikkoja.

Mitd enemman kohteella, esim. molekyylilla, on symmetria-
operaatioita sitd korkeampi on sen symmetria. Symmetria-
operaatioita ovat mm. rotaatio, translaatio, heijastus ja inver-
sio, ja ne suoritetaan jonkin "symmetriaelementin” (aksell,
suunta, taso tai piste) suhteen.

Molekyylien ja atomien symmetriaoperaatiot muodostavat ns.
pisteryhmié (point group), jotka eivat sisalla translaatioita ku-
ten kiteiden symmetriaoperaatioiden yleisemmat avaruusryh-
mét (space group). Pisteryhmien symmetriaoperaatiot jatta-
vat aina yhden pisteen (molekyylin keskelld) ennalleen.

Pisteryhmat sisaltéavéat viidenlaisia operaatioita:

E. identiteetti (yksikkd- tai ykkdsoperaattori), joka ei tee mi-
taan.

C,, n-lukuinen rotaatio (n-fold rotation) on 360°/n kierto sym-
metria-akselin ympéari. Voidaan erottaa erikseen kierto myo-
tapaivaan C,* ja vastapaivaan C,~. Huomaa, ettd C,* = C,~.
Jos molekyylilla on useampia symmetria-akseleita, sanotaan
pddakseliksi (principal axis) sitd, jonka lukuisuus on suurin.
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o, heijastus (reflection) heijastustason (mirror plane) suh-
teen. Jos paaakseli on heijastustasossa, sanotaan tasoa ver-
tikaaliseksi ja heijastusoperaatiota merkitdan o,, ja jos paaak-
seli on heijastustasoa vastaan kohtisuora on taso horisontaali-
nen ja heijastus o,. Diedrinen (dihedral) taso ja heijastus on
erikoistapaus vertikaalisesta heijastuksesta, jossa heijastusta-
so puolittaa kahden paaakselia vastaan kohtisuoran C;-akse-
lin valisen kulman.

i, inversio (inversion) symmetriakeskuksen suhteen. Inver-
siossa origon suhteen jokainen piste (x, y, z) siirretdén paikal-
taan pisteeseen (—x, -y, —z).

S,. kiertoheijastus (improper rotation, rotary—reflection) kier-
toheijastusakselin suhteen. Kiertoheijastus koostuu n-lukui-
sesta kierrosta (rotaatiosta) ja horisontaalisesta heijastuksesta
akselia vastaan kohtisuoran tason suhteen. Huomaa, etta

St =0hja S, =1.

Fig. 7.3. A centre of inversion.

Fig. 7.4. An axis of improper ro-
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5.2. Molekyylien luokittelu

Molekyylin kaikkien symmetriaoperaatioiden (tai symmetria-
elementtien) joukko maaraa mihin pisteryhmaan molekyyli
kuuluu. Samaan pisteryhmaan kuuluvilla molekyyleill4 on lu-
kuisia yhteisid ominaisuuksia. Tassé ei nyt tarkastella kaikkia
mahdollisia pisteryhmia, mutta tarkeimmat niista ovat seuraa-
vat:

Ci, johon kuuluu vain identiteettioperaatio E eli 1.

C; : E ja yksi heijastus(taso) o eli m.

C;: Ejainversioieli 1.

C. : E ja n-lukuinen rotaatio C, eli n.

C. :E, C, ja n kappaletta heijastuksia o, .

Cun :E,Cqja oy.

D, : E, C, ja n kappaletta C, kohtisuorassa C, vastaan.

D.n :Kaikki D,-ryhman operaatiot ja liséksi o.

D.q4 :Kaikki D,-ryhman operaatiot ja n kappaletta oq.

S, : EjaS,. Huomaa, ettad jos n on pariton, niin S, = Cy.

T: E,3C,,4Csja4Cy.

Ta: "T" 4+ 6 0qja 6 Sy (sdénndllisen tetraedrin ryhma).

Ty on Ty4lisattyna inversiosymmetrialla.

O: E,8C5,3C,=3C42,6C,'ja6Cy.

Oy : O + oktaedrin heijastukset (séanndéllisen oktaedrin ryhma)
| : lkosaedrin pisteryhma.

Pisteryhmat T ja O ovat ns. kuutiollisia ryhmid, joilla ei ole
paaakselia, vaan useita korkeimman kertaluvun omaavia ak-
seleita. Huomaa, etta erdiden symmetriaoperaatioiden yhdis-
telmin& saadaan viela joitakin toisia symmetriaoperaatioita,
esim. Cyp,-ryhmé&én kuuluu inversio, koska i=0,C; .
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Molecule

* Select C,with
highest n; then, is nC,
perpendicularto C,?

63
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Edella on kaytetty ns. Schoenfliesin nimistéa pisteryhmille.
Toinen kaytdssé oleva nimistd, jossa tavallaan luetellaan sym-
metriaelementit, on ns. Herman-Mauguin (tai International) ni-
misto, ks. taulukko alla.

C:1 C,:m

C:1 C,:2 Cs5:3 Cy:4 Ce:6
C,, :2mm Cs,:3m Cyp 4mm Cep :6mm
C,,:2/m Cy, 16 Cyp:d/m Cepn:6/m
D,:222 D;:32 D,:422 D, :622
Dy :mmm Dy, :62m Dy, :4/mmm  Dg, :6/mmm
D,,:42m Ds,:3m S,:4 S¢:3

T:23 T,:43m T,:m3 0 :43 O, :m3m

Atomien pisteryhma on Rj , joka sisatéé taydellisen pallosym-
metrian (pallon ryhma). Mikdan molekyyli ei kuulu tdhan ryh-
maan. Ryhman R; ominaisuudet ovat samat kuin edella
tarkastellun likem&aramomentin ominaisuudet.
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Ryhmateoria ja matriisit

5.3. Ryhma

Joukko alkioita, joille on méaaritelty "kertolasku",
RS =T, (5.1)
muodostavat ryhman, jos

(1) identiteetti E kuuluu tdh&an joukkoon,
(2) kertolasku on assosiatiivinen (liitAnnainen)
eli T(SR) = (TS)R,
(8) joukon kahden alkion "tulo" kuuluu myds tédhan joukkoon ja
(4) joukon alkion "k&éanteisalkio" kuuluu myés joukkoon.

Huom! Kertolaskun ei tarvitse olla vaihdannainen TS # ST.

Huom!
RR! = R'R = E. (5.2)

On helppo havaita, etta pisteryhman symmetriaoperaatiot
muodostavat rynman.

5.4. Ryhman kertotaulu

Tarkastellaan seuraavaksi pisteryhmien esitystd matriisien
avulla, jolloin esim. "kertolaskun" i = oy, C, tapaiset operaatiot
voidaan laskea tavanomaisn laskusaannoin.

Méaarataan kuitenkin ensin erdan esimerkkiryhman (matrii-
siesityksesta riippumaton) kertolaskun kertotaulu.
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Tarkastellaan esimerkkina ryh-
maa Cs, , mutta tulokset ovat
yleisia ja voimassa samanlaisi-
na kaikille pisteryhmille. Ryh-
man Cs, symmetriaelementit
ovat kiertoakseli C; ja 3 heijas-
tusta oy, ja edelleen, symmet-
riaoperaatiot ovat E, Cs*, Cs-,
oy, 0y ja 0,". Ryhman alkioiden
lukumaara on 6, jota sanotaan
ryhmén kertaluvuksi h.

Ryhman kertotaulu on seuraava (Muodossa R = ST)

Taulukko 5.2.
T=

S= E Cst Cs Oy o' o,"
E E Cst Cs Oy o' 0"
Cst Cst Cs E oy o, Oy
Cs Cs E Cst o, Oy o,
Oy Oy o," o, E Cs Cst
o' o Oy o," Cs* E Cs-

oy" oy" oy Oy Cs Cs* E

5.5. Matriisiesitykset
Matriisit, jotka noudattavat tata
kertolaskutaulukkoa, voidaan
valita usealla (=) eri tavalla.
Valinnan maaraéa ns. kanta, jon-
ka valitsemme nyt oheisen ku-
van mukaisesti. Kuva voi esit-
taa esim. NH; molekyylin atomi-
en 1s-orbitaaleja.

66
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Taman kannan dimensio eli kantafunktioiden lukumé&aréa on
nelja. Kantafunktiot voidaan luetella "vektorina" f = (s, sa, SB,
sc), ja symmetriaoperaation vaikutusta voidaan merkita

Oy (SN, Sa, SB, Sc) = (SN, Sa, Sc, SB). Tama voidaan kirjOittaa myOS
matriisikertolaskuna Oy (SN Sa, SB> SC) =

10 00
01 00
= (SN, Sa, Sp, S = (SN, SA, SC, SB) - 5.3
(NABC)OOO1 (SN» Sas Sc» SB) (5.3)
00 1 0

Matriisia kutsutaan operaation o, esitykseksi (representation)
ja sitd merkitdan D(o,), jonka komponentteja voidaan merkita
Dii(o,). On huomattava, etté ylla oleva matriisilla kertominen
tarkoittaa vain sita, etta

Oy SN=5N Oy SA = 8Sa,
OVSB=Scja Oy Sc=Sp .

Yleisesti, mille tahansa kantafunktiolle f; ja s-operaatiolle R
voidaan kirjoittaa

J

Samoin kuin edelld, symmetriaoperaation C;* tapauksessa on
Cg (SN7 SAs SB» SC) ?

1 0 00
00 0 1
= (SN, SA, SB, S = (SN, Sg, Sc, S
(N As OB C) 0 1 O 0 (N B C A)
_ L 00 10
eli
Cifi=> fiDy(CY),

J
jokaiselle kantafunktiolle fi. Ryhmén Cs, kaikkien symmetria-
operaatioiden matriisiesitykset kannassa (s, sa, sg, Sc) On an-
nettu taulukossa 5.3 seuraavalla sivulla.

Tarkastellaan nyt kahta perakkaista operaatiota eli "tuloa",
esim. o, Cs*=0," matriisiesityksessa.
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(0y) D(CY) =

D
1
0
0
0

- o O O
S = O O
S = O O
- o O O
- o O O
S = O O
o O = O

0 1
1 0
0 0
0 0

S O O~

0
1
0
0
=D( o)

eli symmeriaoperaatioiden tulo saadaan nyt matriisien kerto-
laskulla. Ja yleisesti, jos R ja S ovat ryhman symmeriaoperaa-
tioita, niin

D(R) D(S) = D(RS). (5.5)

Jos kahden ryhman kertotaulu on sama, niin ryhmien sano-
taan olevan homomorfisia (homomorphous) keskenaan.

Taulukko 5.3. Ryhméan C3, matriisiesitys kannassa (sn, sa, SB, SC)-

D(E) D(CY%) D(C3)
10 00 10 00 10 00
01 00 00 01 00 10
00 10 01 00 00 01
00 01 00 10 01 00
x(E)=4 x(CH =1 x(Cy) =1
ja
D(o,) D(o,) D(oy)
10 00 10 00 10 00
01 00 00 10 00 01
00 01 01 00 00 10
00 10 00 01 01 00
x(0y) =2 x(0,) =2 x(0,) =2

Huomaa siis, ettd em. merkinndilla
(RS) f=f DRS) =f [DR) D(S)] = [£ DR)] D(S), vaikka

(RS) f =R (S f); ja
DR = DR). (5.6)
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Tarkastellaan nyt erésta toista kantaa f' = (s, s1, s2, $3), joka on
muodostettu kannasta f = (s, sa, s, sc) siten, etta
S1=Sa+Sp+Sc, $2=25S5—Sg—Sc ja S3=Sp— Sc.

Tama voidaan kirjoittaa

fi=Y fic
: j
eli
f'=fc,
misséa
1 0 0 O
o 1 20
=10 1 -1 1
0O 1 -1 -1
Yhtal6 (5.4) voidaan kirjoittaa
R f=f D(R)
ja vastaavasti, kun matriisiesitys on kannassa f',
R f' = D'(R).

Kun tahan sijoitetaan (5.8), saadaan R f ¢ =f ¢ D'(R) ja kerto-
malla sitten oikealta matriisilla c-!, saadaan
Rfcct=fcD'(R)c!. Vertaamalla tata yhtal6één (5.9) voi-
daan kirjoittaa ns. similaari(suus)muunnos ("samanlaisuus-
muunnos)

D[R)=c D'(R) ¢! (5.7a)
ja
D'(R) =c™ D(R) c. (5.7b)
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Kun 6 0 0 O
02 2 2

ct=10 2 -1 -1|/6,
00 3 -3

voidaan pisteryhmén Cs;, matriisiesitys kannassa f' laskea.

Taulukko 5.4. Ryhmén C3, matriisiesitys kannassa (sn, S1, $2, S3).

D'(E) D'(CY) D'(C3)
1 0 00 1 0 00 1 0 00
0 1 00 0 1 00 0 1 00
00 1 0 00 -12-12 00 -12 12
00 01 0 0 32 -r 0 0 -32-12
x(E)=4 x(C3) =1 x(C3) =1
ja
D'(o,) D'(o}) D'(oy)
1 0 00 1 0 00 1 0 00
0 1 00 0 1 00 0 1 00
00 10 00 -12 12 00 -12-12
00 0 -1 0 0 32 12 0 0 -32 12
x(oy) =2 x(oy) =2 x(oy) =2

Taulukoissa 5.3 ja 5.4 on annettu myos jokaisen matriisin jélki
(trace, spur) eli matriisin diagonaalielementtien summa. Ver-
taa naitd taulukoita.
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5.7. Esitysten karakteeri

Matriisin jalki (diagonaalielementtien summa) on sen
karakteeri (character)

Huomataan, ettd symmetriaoperaatioiden karakteerit ovat sai-
lyneet ennallaan similaarimuunnoksessa. Tama on myos
helppo osoittaa yleisesti, koska

Tr ABC =TrBCA =Tr CAB. (5.9)

Siis yleisesti
X(R) =x'(R).

5.8. Karakteerit ja luokat

Liséksi havaitaan, etta eri tyyppisilla operaatioilla on erilaiset
ja saman tyyppisilla operaatioilla on samat karakteerit:

x(E) =4, y(rotaatio) =1 ja y(heijastus) =2. Siten karakteeri
"karakterisoi" s-operaatiota ja sita voidaan kayttaa jakamaan
s-operaatiot (ryhman alkiot) /uokkiin (class).

Ryhmaéteoriassa luokat méaaritellaan siten, etta alkiot R; ja R,
kuuluvat samaan luokkaan, jos ryhmésséa on sellainen alkio S,
etta

R;=S'R,S. (5.10)

Eri luokkiin kuuluvilla operaatioilla voi olla kuitenkin samatkin
karakteerit, esityksesta riippuen. Tutki esim. yksi-dimensioista
esitysta, joka koostuu 1x1 matriiseista [1].
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.R itumattom ityk

Jos ryhmé&n matriisiesitys on, tai saadaan similaarimuunnok-
sella, "blokki—diagonaalimuotoon", kuten esim. matriisit taulu-
kossa 5.3, voidaan esitys redusoida kahdeksi (tai useammak-
si) esitykseksi. Taulukon 5.3 4-dimensioinen esitys voidaan
siten redusoida 1- ja 3-dimensioisiksi esityksiksi, mitd merki-
tadn D® =DM + DA, Yksi-dimensioinen esitys koostuu kuu-
desta 1x1 matriisista [1], jotka noudattavat ryhméan Cs, kerto-
taulua, taulukko 5.2.

Kolme-dimensioinenkin esitys on viela redusoitavissa, kuten
taulukosta 5.4 kay ilmi. Siten siis D® =2 D® + D® ja ndma
esitykset eivat ole endéa edelleen redusoitavissa, vaan ne ovat
ryhméan C;, redusoitumattomia esityksié (irreducible represen-
tation tai irrep). Kaytetaan talle jatkossa lyhennetta RE.

Viereisessa kuvassa on esitetty nyt esilla olleet kantafunktiot
"geometrisesti". Siitd nahdaan, etta funktioilla sxja s; on sama
symmetrialaji (symmetry species) ryhméasséa Cs, ja ne virittavéat
(span) (ovat kantana) esilla olleet kaksi yksi-dimensioista esi-
tystd. Funktioilla s;ja s; on erilainen

symmetria(laji) ja ne virittadvat kaksi-

dimensioisen esityksen.

Nahdaan siis, etta "erilaiset" funktiot
virittavat erilaiset REt, joten REksia
voidaan kayttda symmetriaominai-
suuksien kuvaamiseen.

Nimetdan sen vuoksi eri REt eli eri
symmetrialajit. 1-dim RE, jonka ka-
rakteeritovat (1,1,1,1,1,1)on T} ja
2-dim RE, jonka karakteerit ovat
(2,-1,-1,0,0,0) on I';. Tavallisesti
kaytetdan myos nimid A, ja E. Huo-
maa, ettd myoés identiteettioperaatto-
rille kaytetaan "sattumalta" samaa
merkintada E.
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.10. Or naali reem

Redusoitumattomille esityksille on voimassa suuri ortogo-
naalisuusteoreema:

Y DiR)* Dl (R) = dﬁl i Oy By » (5.12)
R

missa h on ryhman kertaluku, | viittaa REhen I'} jad; on
REn dimensio.

REkseille patee myds pieni ortogonaalisuusteoreema:
> x'®R*x'"R)=h &, (5.13)
R

tai

> g x'©*x'(©)=hdy , (5.14)

C

missa c viittaa ryhman luokkiin ja g(c) on s-operaatioiden luku-
maara luokassa c.

Suuresta ortogonaalisuusteoreemasta seuraa, etta pisteryh-
man

symmetrialajien lukuméaré = luokkien lukumaara

ja Z d%:h. (5.18)
|

Tarkastellaan nyt vield ryhméé Cs,, jossa on kolme luokkaa.
Talléin on myds symmetrialajeja ja REi& kolme, joista kaksi, I’y
jaTseli Ay jaE, ovat jo olleet esilla. Yhtélén (5.18) mukaan
puuttuvan, I'; eli A,, dimensiolle voidaan kirjoittaa 12 + d,? + 22
= 6, josta saadaan d, = 1. Kayttden pientd ortogonaalisuuste-
oreemaa (5.20) voidaan nyt

kirjoittaa puuttuva rivi ryhméan Taulukko 5.5. .

Cs, Nns. karakteeritaulukkoon, ~Ryhman Cs, karakteeritaulu.
taulukko 5.5. Csy E 2C; 30y

Huom! My6s sarakkeet ovat ﬁl ! ! !
2

ortogonaalisia keskenaan. E 2 1 0
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Redusoidut esitykset

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka voidaan selvittaa, mita sym-
metrialajeja jokin kantafunktiojoukko virittaa.

5.11. Esitysten redusoiminen

Haluttaessa selvittdéd mitd symmetrialajeja kantafunktiojoukko
virittd& on pisteryhman matriisiesitys redusoitava

D(R)=3,a,DOR) , (5.19)
mita vastaten
r=2g ay r,g . (520)

Esim. edella, kantajoukolle (s, sa, S, sc) pisteryhmésséa Cs,
I'=2 A, + E. Tehtavana on siis maarittda redusointi- (eli re-
duktio-) kertoimet a, .

Similaarimuunnoksen ominaisuuteen (séilyttda matriisin jalki)
perustuen

x(R) =3, a, X O(R), (5.21)
josta pienen ortogonaalisuusteoreeman avulla voidaan rat-
kaista

2= 3 xOR)* 1(R) (5.22)
R
ja 1 ey (5.23)
aFHZ g(©) x"(©)* x(c) . :

Usein symmetrialajien maarittamiseen riittaa pelkastaan ka-
rakteeritaulun tarkastelu.
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Esim. 5.8. Mitd symmetrialajeja CHs,-molekyylin hiilen 2s- ja
vetyatomien 1s-orbitaalit virittavat?

75
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.12. Symmetria- itun kann

Seuraavassa kuvataan lyhyesti menetelm4, jolla annetusta
kantafunktiojoukosta f muodostetaan sellaiset funktiot (uusi
symmetria-adaptoitunut kanta f'), jotka virittdvat symmetriala-
jeja vastaavat REt.

Projektio-operaattorilla
P = % S DOR)* R (5.24)
on ominaisuus N
PO =10 80 8y (5.25)

joten se projisioi toisesta samaan symmetrialajiin ¢ kuuluvasta
funktiosta fj” funktion f;(®.

Projektio-operaattorilla
0 = - d O(R)* 5.29-30
p=3 PP=1 5 xR)*R ( )

1

on taas ominaisuus
pOfi=% f, (5.31)

eli se projisioi funktiosta f; kaikkien lajiin ¢ kuuluvien funktioi-
den summan.

Esim 5.9. Maaritetddn symmetria-adaptoituneet kantafunktiot
edelld esilla olleesta kannasta, nyt yksinkertaistettuna muo-
toon (sa, sB, sc), pisteryhmassa Cs,.
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Orbitaalien symmetriasta

.13. Atomaaristen p-orbitaalien symmetriaominaisuudet

Tarkastellaan nyt NH; molekyylin typpiatomin p-orbitaalien vi-
rittdmid symmetrialajeja pisteryhméssa C;,. Reaaliset p-orbi-
taalit ovat

px = rsinBcos¢ f(r) = xf(r),

py = rsinOsing f(r) = yf(r)ja

p. = rcosO f(r) = zf({),
missa f(r) on pallosymmetrinen "radiaalinen" osa. Siten sym-
metriaominaisuudet ovat samat kuin y

kantajoukolla f = (x, y, z), jonka

transformaatiot ryhmén C;, operaa-
tioille on esitetty kuvassa 5.28. Niin- x
pa voidaan kirjoittaa esim.

14

-1 00
OV(X,Y’Z) = (_X’y’Z) = (X,Y’Z) 010

001 4
ja 0N
Ci(x,y,2) = (- Ix+W3y, - W3x-lyz) = = X
-1 -y 0
Y]
= (X,Y’Z) éﬁ - % 0
“x+ N3y
0 0 1 | )

j.n.e. Ryhmén C;, esitys kannassa
(x,y,z) on koottu taulukkoon 5.7.

Koska matriisit ovat blokki-diagonaa- y
li- (eli lohkolavistaja-)muodossa,

nahdaan helposti, etta funktio z virit-

taé s-lajin A, ja funktiot (x, y) viritta- x
vat s-lajin E. Huomaa, etta karak- ‘1’2X‘;2“'3V2?N
teerien summa tdsméaa

3,0,H)=(1,1,1)+(2,-1,0). Kuva: 5.28.
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D(E) D(C%) D(Cy)
100 —12 —1293 0 =12 1243 0
010 1293 -2 0 —12V3 -2 0
00 1 o 0 X 0 0 .
x(E)=3 x(C$H =0 x(C3) =0
D(o,) D(o,) D(oy)
oo 12 —12v3 0 —12 1243 0
010 —1293 —n 0 12Vy3 -1z 0
001 0 0 1 0 0 1
x(o,) =1 (o) =1 x(oy) =1 Taulukko 5.7

Kahden kantafunktiojoukon, dimensiot d; ja d,, funktioiden tu-
lot muodostavat ns. suora-tulokannan, jonka dimensio on
d =d; d,. Jos tarkastellaan erikoistapauksena symmetrialajit
I', ja T, virittavien kantajoukkojen suoraa tuloa, niin voidaan
osoittaa, etta matriisiesityksen karakteerit symmetriaoperaa-
tioille R ovat

%(R) = xO(R) x“(R) . (5.32)

Katsotaan esimerkkind kannan (x, y, z) suoraa tuloa itsensa
kanssa: (x,y,z) x (X,y, z) = (X2, Xy, Xz, X, y2, Yz, ZX, Zy, 72).
Kanta (x, y, z) virittdd symmetrialajit A, ja E, ja sen karakteerit
ovat 3,0 ja 1, ks. taulukko 5.7. Yhtéalén (5.32) mukaan suora-
tulokannan karakteerit ovat siten 9,0 ja 1, ja Cs, ryhman karak-
teeritaulua tutkimalla ndhdaan, ettd ndma luvut saadaan vain
symmetrialajien "suorasta summasta" 2 A; + A, + 3 E. Edel-
leen karakteeritauluja tutkimalla voidaan paatella, etta

X,y) x (z) = (xz,yz) >A;xE=E

(x,y) x (x,y) =(x2,xy,yx,y2) >ExE=A; + A, +E.
(Symmetrialajien valiset suorat tulot on taulukoitu, ks. liite 1).
Edelleen, etsimalla symmetria-adaptoituneet lineaarikombi-
naatiot eo. funktiojoukoista osoittautuu, etta x2+y? virittdd sym-
metrialajin A;, (x2-y2, xy+yx=2xy) virittda E:n ja (xy-yx=0) vas-
taa A,:ta. (Namékin on taulukoitu).

Talla tavoin saadaan helposti esim. atomaaristen d-orbitaalien
(xy, yz, zx, x2-y2, 372-12) virittmat symmetrialajit.
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5.15. Suoratuloryhma

Tarkastellaan kahta ryhmaa G ja G', jotka ovat kertalukuja h ja
h', joiden ainoa yhteinen alkio on E ja joiden alkiot R; ja R|
kommutoivat, kuni=1.2,...,hjaj=1,2,...,h'. Symmetriaope-
raatiot RiR;' muodostavat ryhmien G ja G' ns. suoratuloryhman,
jota merkitddn G" = G x G'. Suoratuloryhmén symmetriaope-
raatioiden karakteereille patee

*(RR) = x(R) x(R). (5.37)
Suoratuloryhmén kertaluku on hh' ja luokkien lukum&éra on
"tekijaryhmien" luokkien lukumé&érien tulo.

Esim. 5.10. Muodostetaan suoratuloryhméan D3, = Cs, x C;
karakteeritaulu yhtalén (5.37) avulla.

Samoin voidaan muodostaa karakteeritaulut esim. ryhmille
D6h= D6xCijaOh=OxCi.
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Tarkastellaan mé&aratyn in-
tegraalin laskemista paritto-
malle funktiolle

f: f(—x) =-f(x) ja parillisel-
le funktiolle g: g(—x) = g(x)
valilld —a < x < a. Kirjoitta-
malla integraalit ndhdaan,
etta parittoman funktion
maarétty integraali haviaa
identtisesti, kun taas parilli-
sen funktion ei. Parillisen-
kin funktion maaratty integ-
raali voi tosin saada arvon
nolla, sattumalta.

Vélin (-a, a) symmetrian tar-

kastelu antaa saman tulok-

sen seuraavasti. Valin
symmetriaoperaatiot ovat E

ja on, ja siten se kuuluu pis-

teryhmaan C,. Funktiot g ja

f virittavat symmetrialajit A'

ja A", tassé jarjestyksessa.

Jos otetaan l&ahtokohdaksi

se, ettéd integroitava funktio, integrandi, on jotakin pisteryhmén
symmetrialajia, niin voidaan sanoa, etta

symmetrisen kohteen yli laskettu méérétty integraali hédvidé,
ellei integrandin symmetrialaji ole korkein mahdollinen, ns.
tdysi symmetria (full symmetry).
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Tama tulos voidaan yleistaa, ja sita voidaan kayttaa hyvaksi
mm. matriisielementtien (odotusarvojen ja transitiotodennékéi-
syyksien) tarkastelussa. Esim. valintasdannét saadaan talla
tavoin.

Jos integrandi koostuu useamman funktion (tai operaattorin)
"tulosta", maarataan sen symmetrialaji(t) tekijdiden symmet-
rialajien suorasta tulosta ja mikali korkein symmetrialaji (yleen-
sa A,) esiintyy, ei maaratty integraali valttamatta havia. Toi-
nen tapa katsoa tatd samaa asiaa on ajatella funktiot ortogo-
naalisiksi

f fy)* fJ(II) dt « 6”' 61] . (538)

T

Esim. 5.12. M&éaradé ne NH; molekyylin typpiatomin orbitaalit,
joilla voi olla nollasta eridvé peittointegraali (overlap integral)
vetyatomien 1s orbitaalien muodostamien funktioiden (s, s,
s3) kanssa.
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17. Symmetria j neraati

Systeemin Hamiltonin operaattorin on oltava invariantti eli
muuttumaton kaikissa symmetriaoperaatioissa. Sen vuoksi
Hamiltonin operaattorilla on taysi symmetria (korkein symmet-
rialaji) ja se kommutoi kaikkien symmetria operaatioiden kans-
sa. Ja edelleen, tasta seuraa, ettd ¢ ja Ry ovat molemmat S-
yhtélén Hy = Ey ominaisfunktioita vastaten samaa energian
ominaisarvoa E. Saman symmetrialajin (redusoitumattoman
esityksen) ominaisfunktiot ovat siten degeneroituneet samaan
ominaisenergiaan ja kaikki symmetrialajin ominaisfunktiot
saadaan yhdesta, kayttamalld symmetriaoperaatioita (projek-
tio-operaattoreita). Sen vuoksi degeneraation aste on REn
dimensio eli x(E).

Rotaatioryhmat
5.18. Rotaatio-operaattorit

Kaksiatomisen molekyylin pisteryhma on C.., (homonukleaari-
sen D..p), jonka ominaisuuksista on johdettavissa kaikki
likemaaramomentin z-komponentin eli operaattorin ¢, ominai-
suudet. Tdma seuraa siita, etté rotaatio kiintean akselin suh-
teen minka tahansa kulman ¢ verran on yksi ryhméan
symmetriaoperaatioista.
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5.19. Pallon pisteryhma

Atomien (pallosymmetrian) pisteryhméan R; ominaisuuksista
on taas johdettavissa kaikki edelld saadut likemaaramomentin
ominaisuudet kommutaatiosaantbineen.
Liikem&aaramomenttien kytkenta on myods tehtavissa redusoi-
malla kytkeytyvien likemaaramomenttien virittdmien symmet-
rialajien (REn) suora tulo.

Kirjoittamalla rotaation C,® esitys palloharmonisten kannassa
Xv:,Yoa,...., Y, } ndhd@éan, ettd sen karakteeri on
sin[(I +)a]
XCo) = —F 2

S (5.47Db)
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6. Hairioteoriaa ja
variaatioteoreema

Kaytannon kvanttikemian tai molekyylifysiikan tehtéavissa jou-
dutaan tavallisesti, tehtdvien monimutkaisuuden vuoksi, tyyty-
maéan approksimatiivisiin (likimaaraisiin) menetelmiin ja ratkai-
suihin. Seuraavassa tarkastellaan tavallisimpia téllaisia me-
netelmia: héiridteoriaa ja variaatioteoreeman kaytt0a seka
my&hemmin myds iteratiivisia laskumenetelmia.

Ajastariippumaton hairioteoria

Tarkastellaan systeemia, jonka Hamiltonin operaattori H poik-
keaa "vahan", hairion H» verran, jonkin vertailusysteemin Ha-
miltonin operaattorista H®. Siis

H =HO + HO, (6.10)

Vertailusysteemin ratkaisut oletetaan tunnetuiksi yhtalon
HO O, = Ep, O, (6.11a)

ratkaisuina. Oletetaan vield aluksi, etté vertailusysteemi voi
olla vain kahdessa tilassa: y©,, ; m=1tai 2; elill)jal2);
ja yritetdan ratkaista Schrodingerin yhtaldé

Hy=Evy (6.11b)
yritteella
U‘J =a w(0)1 + ar IP(O)Q = |1> + ar |2> . (61 2)
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Sijoittamalla (6.12) yhtalé6n (6.11b) saadaan
H(a; 1) +a,12)) =E (a; I11) + a, 12))

ja kertomalla vasemmalta seké vektorilla (11 ettd (2| saadaan
edelleen yhtalot

a; (1IHI1) + a, (11HI2) =E a,

a; 2IHI1) + a, 2IHI2) =E a,
eli
aiHi+aHo=Eaq

ai Hyy +a Hp =E ay,

koska (ilj) = §;. Tuntemattomille kertoimille a, ja a, saadaan si-
ten yhtalopari

Hi-E)a; + Hp a

(6.13)
Ho, a + (Hp-E)a, = 0,
jolla on ei-triviaaleja ratkaisuja vain, jos
Hy-E  Hp J_ (6.14a)

Hy HpE|[
Tasta seuraa, etta
(Hy1—E) (H2,-E) —Hj» Hy; =0, (6.14b)
jolle saadaan ratkaisut
E.=12H;+H») + 12 { H;;-H»n)>+ 4 H;x Hy }2. (6.14c)

Tarkastellaan erdsté tavallista erikoistapausta, jossa diago-
naalielementeille on Hypm = HOp + HOp = HO L = E, el
HD,,, = 0. Koska ei-diagonaalielementeille H;, = H®;, + HD,
= H®y, ja samoin Hy; = HD,; |, niin

E. =12 (E+Ey) + 12 { (E1-Ey)? + 4 €2}172, (6.15)
missd &2 =HM;, HD,;. Lisaksi
g2 = [HD,l2,

koska H on hermiittinen.
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Kuvassa 6.4 on esitetty kuin-
ka "hairid" ¢ aiheuttaa taso-
jen E; ja E, etdantymisen.

Jos ¢/AE << 1, niin kayttaen
kaavaa

(1+x)12 = 1+ 12 X,
missa x << 1, saadaan
E.=E; - €2/AE

. (6.16)
ja E_=E;+¢%/AE. Kuvat 6.3 ja 6.4
Ratkaistaan vield aaltofunktiot. Kaytetdan yritteita

Y, =CcosP PO, + sinf p©, ja Y- =-sinp YO, + cosp Y, (6.17a)

jotka on "valmiiksi ortonormalisoitu” kertoimien valinnalla, jos
Yrjayrovat, silla (+1+)=(-1-)=sin2p+cos?p=1 ja

(+1-) =sinp cosp — sinf cosp = 0. Ratkaistaan f "sijoittamalla
Y- S-yhtaléon" ja kaytetddn ortogonaalisuusehtoa

0=(+IHI-)
=—sinp cosP H;; + cos2f Hj,— sin?f3 Hy; + sinf cosp Hy,

josta (E; — E) sinf cosp = cos2p HVy,—sin? HW,;. Jos HDy,
= H®,;, em. ehto voidaan kirjoittaa

tan 2B = 2 [HOl / (B - Ey). (6.17b)

Jos nyt alkuperainen systeemi on degeneroitunut, (E, —E;) =
0, niin tan 2p =« eli sinp =cosp = 12 ja

Yo = 1V2 (1 + o) ja Y= IAV2 (< + o).

Jos hairié on pieni, HDy, / AE << 1, niin tan 2p =
2HDy, /(Ex-E))=2p<<1 ja sinp=p sekd cosP = 1, joten

Y+ =1 = (HOw/ AB) ¥y ja p-=p2 + (HD o/ AB) Y1 (g 1g)
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Tarkastellaan nyt yleisempaa tapausta, jossa tunnetun vertai-
lusysteemin
HOIn)=E,In);n=0,1, ... (6.19)

tilojen lukumaaraa ei ole rajoitettu, mutta tilat oletetaan de-
generoitumattomiksi. Ratkaistavan systeemin Hamiltonin ope-
raattori kirjoitetaan nyt

H=HO +HO +H® + ..

tai kun halutaan pitaa kertaluvut erillaén kaytetaan kerrointa A
(hairién voimakkuus) siten, etta

H=HO® +AH®D + A2 H? + ... (6.20a)

ja lopuksi voidaan sitten sijoittaa A = 1. Samoin kirjoitetaan
aaltofunktiolle

P =Yg + AP + A2 Y@ + ... (6.20b)
ja energialle
E=E,+ A Eo® + A2 Ey® + ... (6200)
ja sijoitetaan ndma ratkaistavaan S-yhtaléén
Hy=Evy.

Talléin saadaan
{ HO 4y — Eg Yo } + A { HO o™ + HO 4y — Eg o™ — B¢ g } +

FA2{HO @ + HD 4o + H® g — Eg Po@ — Eg™ o) — E¢@ o}
+..=0.

Koska A\ on mielivaltainen, voidaan kukin kertaluku erikseen
merkita nollaksi, joten

HO g = Eg o (6.21a)
(H® — Eo) o = (Eo™ — HD) 1o (6.21b)

(HO —Eo) o = (Bo® —H®) po + B ~HD) w5 o4
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Ensimmaisen kertaluvun energiatermi

Ensimmainen ndisté on vertailusysteemin tunnettu S-yhtalé
funktiolle yo (huomaa, etté tdma sama tarkastelu patee sa-
manlaisena my6s muille tiloille vp,). Samoin kuin kahden ta-
son (tilan) tapauksessa, ratkaistaan nyt 1-kertaluvun korjaus
aaltofunktiolle v yritteella

wO(l) = Zn dn wn = Zn ap |n> ) (622)
joka sijoitetaan yhtaléén (6.21b). Talldin saadaan
0 ay (Eq — Eo) In) = (B — HD) 10) (6.23)

ja kertomalla tdma vasemmalta vektorilla (0l seuraa

0 = Eo™ - (0IHMI0) , josta voidaan ratkaista energian omi-
naisarvon 1-kertaluvun korjaus

Eo» = (OIHDIO). (6.24)

Ensimmaisen kertaluvun korjaus aaltofunktioon

Kerrotaan nyt (6.23) vasemmalta vektorilla (kl, kun k # 0,
jolloin saadaan
ax (Ex — Eg) =-HWyg

ja
ax = Hyo / (Eo — Ex). (6.26)
Siten 1-kertaluvun aaltofunktioksi tulee
HD
Y =~y + zk' (EO“’Ek) P , (6.27)

missa pilkku (') summauksessa tarkoittaa, ettei k = 0 kuulu
summaan.
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Toisen kertaluvun energiatermi
Toisen kertaluvun lausekkeita etsitddn samoin yritteella
IPO(Z) = En bn w(O)n = Zn bn I Il> ) (628)

joka sijoitetaan yhtaléén (6.21c). Samoin kuin edella 1-kerta-
luvussa saadaan myos 2-kertaluvun korjaus energiaan

HD gD
E82)= H6%>+Z' ( On *Tn0 |
n

o (6.30)

6.3.Kaytannon nakokohtia

Voidaan osoittaa, etta jo n kertaluvun aaltofunktio maaraa
2n+1 Kertaluvun energiatermin.

Hairidteorian sarjakehitelmien suppenemiseen vaikuttaa kes-
keisimmin hairiébn suuruus. Toisena merkittavana tekijana on
kehitelmissa olevien matriisielementtien

Ho,® = (OIHOIn) (6.31)

mahdollinen havidminen symmetriasyista.

Toisen kertaluvun energiatermin approksimointia

Jos tarkasteltava systeemi on sellainen, etta energian hairio-
teoreettisen korjauksen summalausekkeen nimittdjassa ener-
gian ominaisarvojen erotus voidaan korvata likimain vakiolla
Eo - E, = —-AE, niin

Eo® = Hpo® — { X1 Hoa™ Hpo® —Hoo Hoo» } / AE (6.32)
ja kun osoittajaa merkitaan
g2 = (0 IHD2| 0) — (0 IHMI 0)2, (6.33a)
voidaan kirjoittaa
Eo® = Hp® — €2/ AE. (6.33b)
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Edella kasiteltya hairidteoriaa ei voi soveltaa degeneroituneille
tasoille (tiloille), koska kaikkien kertalukujen energioiden ja
aaltofunktioiden lausekkeiden nimittajissa on sellaisia ener-
gioiden erotuksia, joiden vuoksi lausekkeet divergoisivat.

Tarkastellaan nyt r-kertaisesti degeneroitunutta ominaisener-
giaa E,, jota vastaavat aaltofunktiot ovat yhtalén

HO Oy, = Egyp©q,; £=1,2, ..., (6.35)

lineaarisesti riippumattomat ratkaisut. Samoin kuin edella
merkitddn H=H®® + H®O, missd H® on pieni hairid.

Funktiot v, (lineaarikombinaatiot) on edullista valita siten, etta
ne "sopivat hairion H symmetriaan". Valitaan sitten alim-
man kertaluvun aaltofunktioiksi lineaarikombinaatiot

boi = z Cie Yor > (6.36)
=1

jotka diagonalisoivat operaattorin H® eli {¢poi[HVldo;) =0, kun
i#]j, jaryhdytdan etsimaan kertoimia c;, .

Samoin kuin edelld kirjoitetaan nyt

Pi = (1)()1 + A lp()i(l) +...
ja
E, =Ey+ A E()i(l) +...,
jotka sijoitetaan S-yhtaléén
H P = E; Pi.

Kahden alimman kertaluvun termeistéd saadaan (samoin kuin
edelld) yhtalot

HO ¢o; = Bo doi (6.37a)
(HO — Eg) i) = (B — HD) . (6.37b)
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Kirjoitetaan nyt aaltofunktion 1-kertaluvun korjaus muotoon
Ut)(()p = 2 q 1P0I + 2' an wn s (638)

=1
missd ensimmainen summa kay yli degeneroituneiden tilojen
Yo, ja jalkimmainen yli kaikkien muiden tilojen. Merkitsemalla
nyt o, =10 ¢) ja sijoittamalla edellinen yhtélo seka (6.36)
doi =X, ciy 10 £) yhtaléon (6.37b) saadaan (6.39a)

Eg ay (Eo — E()) 0 €> + Zn' ap (En - Eo) |Il> = Z( Ciy (E()i(l) - H(l)) (0] f)

Kertomalla tima vasemmalta vektorilla (0 k I, joka on jokin
(mahdollisesti lineaarikombinaatio) funktioista (0 /1 siten, etta
(OkIn)y=0 ja (0k10 ¢)=Sk #0,saadaan ns. sekulaariyhtalot

0=3,ci, (Boi® S, — (0 k IHOI 0 7)) (6.39D)
eli
2 Cip (EBoi® Sgy — Hy V) =0, (6.41)
missa
Sk=(0k107) (6.40a)
ja Hi, () = (0 k [HDI 0 ). (6.40D)

Tasta saadaan yhtaléryhma, i=1,2, ..., r; (tai matriisiyhtald)
kertoimille ¢;; (/=1,2, ...,r), jolle on olemassa ei-triviaaleja
ratkaisuja, jos sekulaarideterminantti

det [ Hx,(V — Eo;» S, Ji, =0, (6.42)

mista 1-kertaluvun korjaukset energiaan Ei(» (i=1,2, ...,r) on
ratkaistavissa matriisin diagonalisoinnilla. Sen jéalkeen kutakin
energiaa E(» vastaavat kertoimet c;, voidaan ratkaista yhta-
|6sta (6.41).

Huomaa, etta jos valitaan Sy, =8, ja r =2, saadaan yhtalosta
(6.42) jo aikaisemmin esilla ollut kahden tason tapaus, yhtalé
(6.14c).
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Variaatioteoria

Schrédingerin yhtéalén ratkaisua, aaltofunktiota, voi etsid myds
sopivalla yritteelld. Yriteaaltofunktio 1, voidaan kirjoittaa
kayttéden sopivaa funktionaalista muotoa ja siind sopivia
parametreja, joille etsitdan sellaiset arvot, etté yrite on
mahdollisimman l&helld tarkkaa ratkaisua.

6.5. Variaatioteoreema
Maaritelladn ns. Rayleighin suhde (osamaara)

= (Hy) (6.43a)
(Wyhpy)
jolle patee variaatioteoreema
£ = Ej mille tahansa v, (6.43b)

missa E, on Hamiltonin operaattorilla H kuvatun systeemin pe-
rustilan energia. Yhtélaisyys on voimassa silloin kun vy, on
perustilan tarkka aaltofunktio 1.

Todistetaan variaatioteoreema kirjoittamalla y, = >, ¢y s =
=Y, cnln), missd y, ovat S-yhtadlén H vy, = E, ¢, ratkaisut
[=> {y.} on taydellinen joukko]. Koska

(Py IH=Eo)l Yy) = X pn cn* e (n I(H-Ep)l n') =
=Znn Cn* Co (BEn—Eo) (n I n') = 3, leol? (E—Eo) 2 0,
saadaan
(Wy HI 1y} = Eo(Py | Py)
josta variaatioteoreema seuraa.

Parametrien maaritys tapahtuu yleensa tavalliseen tapaan
merkitsemalla Rayleighin osamaaréan £ parametrien p; suh-
teen lasketut derivaatat nolliksi

(9E/dp1) =0, (9E/dp,) =0, ... ;

eli kirjoittamalla funktion £ gradientti parametriavaruudessa
{pi}i ja merkitsemalla se nollaksi.
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Esim. 6.8. Kayt& yritefunktiota ,(r) = e vedyn kaltaisille
atomeille (vain yksi elektroni ja ydin, jonka varaus on Ze) ja

maaraa parametri k seka sita vastaava (minimi)energia.

j me-ordr =
0

n!
O(n+1
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Rayleigh-Ritz variaatiomenetelméssa kaytetaan yritetta
Yy=Jicipi=2icili), (6.44)

missa varioitavia parametreja ovat kertoimet c; ja funktioita 1;
kutsutaan usein kantafunktioiksi. Rayleighin suhteeksi tulee

> ¢ (iH) > ¢ Hj
= <‘PylH|wy> — i J ij Y

— = , (6.45)
Wyhpy) X eigi(iliy X ¢Sy
ij ij
kun sallitaan vain reaalisia kertoimia ¢;. Minimoidaan E:
dE _
de
(2 Ci ij + Z Ci Hik) z Ci Cj Sij - (2 Ci Skj + Z Ci Sik) 2 Ci Cj Hij
j i ij j i ij —
(Z i ¢; Sij )2
ij
> ci(Hy- ESy5) + ¥ ci Hy- ESy)
= i =0.
2 Ci ¢Sy
ij
Tama on voimassa, jos jokaisella k
Yici (Hx—ESi) =0, (6.46)
ja siten ei-triviaaleja ratkaisuja saadaan, jos
det (Hik — ESik) =0. (647)

Tasta saadaan yhta monta juurta (arvoa Z:lle) kuin on kanta-
funktioita yritteessa (6.44). Perustilan energiaksi valitaan
naista alin ja haluttaessa, sitd vastaavat kertoimet c; voidaan
ratkaista sekulaariyhtél6isté (6.46), jolloin aaltofunktio saa-
daan yritteesté (6.44).
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Hellmann—-Feynman teoreema

Atomien muodostamassa joukossa (molekyylissa, molekyyli-
joukossa tms.) rakenteen tai ulkoisten vuorovaikutusten muut-
tuessa muuttuu Hamiltonin operaattori vastaavasti. Seuraa-
vassa tarkastellaan kuinka systeemin kokonaisenergia muut-
tuu Hamiltonin operaattorin muuttuessa.

Tarkastellaan Hamiltonin operaattoria, joka riippuu parametris-
ta P (esim. jokin sidospituus molekyylissé tai jokin ulkoinen
kenttd). Tall6in seké systeemin aaltofunktio v ettéd ominaisar-
vo E(P) = (y[H|p) (ratkaistu yhtaldstd Hy = Ey) riippuvat para-
metrista P. Normitetaan aaltofunktio, (y|yp) = 1. Energian
muutos parametrin P muuttuessa saadaan nyt derivaatasta

dE_ d *
dpP dew Hyde

_ | dw* dH dy
—[ P Hlpd1:+/1p*dplpd1:+jlp*Hder

_r d dH _ [ dH
—Edpflp*ll)d‘t+fw*dPIPd‘C—<dP>.

Nain on todistettu Hellmann—Feynman teoreema:

Rl 6
Talla tavoin voidaan helposti laskea esim. mé‘l'ee'g“uaame,’fc’zgﬂgng
atomien vélisia voimia molekyylidynamii- |(1937).

kan simulointeja varten, jos systeemin R.P. Feynman, PR56,
aaltofunktio tunnetaan riittdvan tarkasti.  |340 (1939).

Esim. Maaraa molekyylin kokonaisenergian riippuvuus ulkoi-
sesta sdhkokentasta £, kun H=HO —u,Z.
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Ajastariippuva hairioteoria

.7. Kahden tason ajasta riippuva hairiot

Ajasta riippuvaa hairiéteoriaa tarvitaan silloin, kun hairid(ope-
raattori) kytketdan paalle tai pois ja halutaan tarkastella sys-
teemin vastetta tdhan, tai silloin, kun hairioperaattori on eks-
plisiittisesti ajasta riippuva

H(t) = HO + HOX(¢). (6.49)
Tavallisin ajasta riippuva héairié on sahkOmagneettinen kentta
H((t) = A coswt. (6.50)
Etsitdan ajasta riippuvaa ratkaisua ¥ aaltoyhtalélle
HW = i (9W/or). (6.51)

Rajoitutaan tassa jélleen kahden tason systeemiin (samoin
kuin kappaleessa 6.1), jonka tasot ovat E, ja E, vastaten omi-
naisfunktioita v, ja . vertailutilan yhtalésta

HOy, =E 1y, ;n=1,2.
Stationaaristen tilojen aikariippuvuus on

W (t) =y, e-Ea? (6.52b)
yhtélén (1.38) mukaan. Otetaan yritteeksi lineaarikombinaatio
W(t) = a;(t) i) + ax(t) Wa(1), (6.53)

jossa my6s maarattavat kertoimet a;(t) ovat ajan funktioita.
Sijoittamalla tdméa yhtalédn (6.51) ja edelleen sijoittamalla

HO W, = i (0W,/0t) (6.52a)
saadaan

a) H(l)lpl +a HOW, =ih a; W + 14 ay v, , (654)
missa on kaytetty lyhennemerkintdd a = da/dt.
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Sijoittamalla nyt aikariippuvuudet (6.52b), saadaan (6.55a)

a HOap e-Eith 4 a,HO) 4, @BV = iy 4, e-Eith 4 i apy, e-iEh,

ja edelleen kertomalla y;*:114 ja integroimalla ( [y* y, dt = 0),
saadaan

aHD,, e-Ewh 4 g, HD),, @Bt = if; 3, e-E1WA, (6.55b)
missa
H(l)ij = flpl* H® lpj dt.

Kirjoitetaan nyt tasojen energioiden erotukselle E, — E; = 7wy
ja oletetaan, ettd H)y(t) = Hy(t) = 0. Tama oletus on voi-
massa tavallisimmille hairidille, esim. sdhkdmagneettiselle
kentélle. Tall6in saadaan

ar = (1/in) a; HOy, e-iont (6.57a)
ja samoin kuin edelld saadaan myds
& = (1/in) a; HD,; elentt, (6.57b)

Tarkastellaan ensin

(i) tilannetta, jossa héirié on "pois paalta", jolloin a, =a, =0,
a; = vakio, a, = vakio ja

W =a; gy BV + ay g eiE, (6.58)

Tama voidaan tulkita siten, ettd todennakoisyydella
la; e-Ev" |2=]a; 12 = vakio, systeemi on tilassa vy ja todenna-
koisyydelld | a; |2 = vakio, systeemi on tilassa ..
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(i) Jos taas hairi6é on "paalla" vakiosuuruisena, HV, = vakio
ja HM,; = vakio, ratkaistaan diff.yhtalépari (6.57a,6.57b)

a; = (1/4h) a, HO, e iyt

(6.59)
a = (1/ih) a; HD,; eiont,

josta
4y = (1/ih) 4y HD,p eiont + iy (1/i7) a; HWyy eiont

= (1/ih)? a, HO; HWyp + iy 4y
=—V2Za+imy &y, (660)

kun merkitdan H®D, HM,, = A2 V2, Taman diff.yhtalén ratkaisu
on

(1) = (A i + B g2 ) gl2iont ; Q = 1/2 (w22 + 4 V)12, (6.61)

missa vakiot A ja B maarataan alkuehdoista. Samanlainen
lauseke saadaan a;:lle ja jos alkuehdot ovat a;(0) = 1 ja ay(0) =
0, niin

ai(t) = { cos(Q2t) + i (w,1/2Q) sin(Qt) } el/2iont
ja a(t) = —i (IVI/Q) sin(Qt) el/2ioxt,

Nama ovat tarkat ratkaisut kahden tason tapauksessa.

(6.62)

Rabin oskillaatiot

Tarkastellaan nyt todennakoisyytta sille, ettéa systeemi havai-

taan tilassa 1 tai tilassa 2. Merkitdan néita todennakdisyyksia
P, ja P,, joille patee P, + P, =1, koska muita tiloja ei ole. Siis
P, =1-P; ja alunperin miehittamattéman tilan miehitystoden-
néakdisyys tekee ns. Rabin oskillatioita

2 2\1/2
Py = af = AV sinz (@t AVIE  (669)
w3, +4V2 2
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Tarkastellaan kahta tavallisinta eri-
koistapausta, joista ensin

(i) degeneroitunutta systeemia, jos-
sa E, =E, jasiten wy; =0. Talldin

P,(t) = sin2 Vi, (6.64)

joka on esitetty kuvassa 6.8. Huo-
mataan, ettd mita suurempi hairid
on, sitd nopeampaa on oskillointi;
mutta toisaalta, kuinka heikko hairié
tahansa siirtda systeemin tilasta toi-
seen.

(ii) Toiseksi tarkastellaan toista aari-
tapausta (E, - E;)/i>>V, jolloin

Pa(t) = (2IVl/021)? SiN2(1/2 wait). (6.65)

Tama on esitetty kuvassa 6.9. Nyt
huomataan, ettd oskillaation taajuu-
den m&araa tasojen energiaero ja
amplitudin hairién voimakkuus suh-
teessa tasojen energiaeroon. Tason
2 miehitystodenn&kdisyys on nyt ai-
na pienempi kuin yksi.
Kuvat 6.12 ja 6.13

.8. Yleinen

Ratkaistavaksi tulevan differentiaaliyhtalén kertaluku kasvaa
tasojen lukumé&éaran kasvaessa, eika yleista ratkaisua ole 16y-
dettavisséd samalla tavoin kuin kahden tason tapauksessa.
Useiden tasojen tapauksessa tasojen vélisia (virtuaalisia) tran-
sitioita kuvataan yksinkertaisimmin ns. Feynmanin diagram-
meilla.
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Tarkastellaan seuraavaksi usean ta-
son systeemissé transitiota (siirty-
maa) alkutilasta E; (initial) lopputi-
laan E; (final). Merkitdan E;-E;=
hog. Kun systeemiin vaikuttaa sahko-
magneettinen sateily

HM(t) =2 HD cos wt, (6.75)

voidaan osoittaa, etta aluksi miehitta-
méattéman tilan f miehitystodennakai-

Syys on )
4Vs .o Wf— W

L sin t, 6.77
(w5 — w)? 2 ( )
missa Vg2 = HOy HDg / A2, Vertaa tata kahden tason tapauk-
seen, yht. (6.65). Tastad nahdaan, etta lopputilan f miehitysto-
dennakoisyys kasvaa voimakkaasti, kun lahestytaan reso-
nanssia s — o =0.

Py(t) =

Mikali mahdollisia lopputiloja on useita, voidaan niiden tilati-
heytta (lukumaarad) merkitd pn(Er), energian E; ymparistdssa.
T&lléin voidaan osoittaa, etta

Pi(t) = 2h V2 pn(Ep) t (6.82)
ja kun maaritelldéan transitionopeus (spektriviivan intensiteetti)
Wi = dPgy/dt, (6.83)
niin saadaan Fermin kultainen séénté (Fermi's golden rule)
Wi = 2mh V2 pn(Bp) = 2a/h IHOg12 pn(Ey). (6.84)
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Transitiotodennakdisyys on verrannollinen myés sahkémag-
neettisen sateilyn intensiteettiin eli energiatilojen tiheyteen
p(v) (fotonien lukumé&éara/aika- ja tilavuusyksikkd), transition in-
dusoivalla taajuudella. Siten voidaan kirjoittaa stimuloidun ab-
sorption transitiotodennakoisyydelle

Wit = Bisp, (6.86)

missa B on ns. Einsteinin B-kerroin stimuloidulle absorptiolle.
Vastaavasti voidaan kirjoittaa stimuloidun emission transitioto-
denné&kdisyys

Wi = Bsip, (6.87)

missa By on Einsteinin B-kerroin stimuloidulle emissiolle. Kos-
ka [HDg12 = |H(])if|2, on Bt =By, .

Koska termisessé tasapainossa energian ominaistilojen
miehitykset noudattavat Boltzmannin jakautumaa, niin

N¢/ N; = exp(-hv / kT). Mutta koska Wi = Wy, on oltava viela
ainakin yksi (kolmas) transitioprosessi. Tama on spontaani
emissio, jolle

Wi = As . (6.90)

Tasapainossa N; Wir=N; Wy, joten NiBp=N;(Bp+A),
missd A = Ay ja B =Bj;=By . Vertaamalla tata Boltzmannin
jakautumaan saadaan

Ni/Ni=B p/(Bp+A)=exp(-hv/kT),
josta edelleen

p = (A/B)/ {exp(hv/KkT) - 1}. (6.92a)
Vertaamalla tata Planckin sateilylakiin (1.1.11)
p(v) = (8wthv3/c3) / {exp(hv/KT) — 1} (6.92b)
saadaan
A/B = 8mth(v/c)3. (6.93)

Spontaanin emission suhteellinen osuus siis kasvaa verran-
nollisena taajuuden (tasojen erotuksen) kuutioon.
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Jos systeemi ei ole perustilassaan, mutta se voi siirtyd perusti-
laan (tai johonkin toiseen alemman energian ominaistilaan)
sopivalla transitiolla, puhutaan tavallisesti viritetysta tilasta ja
sen purkautumisesta.

Station&érisen tilan, jonka omi-
naisenergia on E, aaltofunktion
aikariippuvuus on muotoa

W(t) =y e-Eh | Viritetyn tilan
aaltofunktiota voidaan tavalli-
sesti kuvata ajan mukana vai-
menevalla aaltofunktiolla

W(t) = e-Bvh -2, (6.95)

jolloin

P12 = hpl2 ete (6.94)
ja T kutsutaan viritetyn tilan
elinajaksi.

Talla tavoin kuvatun viritetyn ti-

lan energia saadaan kirjoitta-
malla ajan mukana vaimeneva
aaltofunktio stationdaristen tilo-

jen (energia E') "lineaarikombi-
naationa" eli Fourier muunnoksena

e—El/h—t/Z't =fg(E|) e—E'l/h dE' , (6,963)
missa | B
g(E )= N2 2 "
(E-E") +(h/27)
Tama on ns. Lorentzin viivanmuoto, joka on tyypillinen
spontaanisti eli itsestaan purkautuville tiloille.

(6.96b)
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Funktio g(E') kuvaa ajasta riippuvan aaltofunktion energia
spekiria eli niitten station&aristen tilojen energioita, joista
ajasta riippuva aaltofunktio on koottu. Siten siis, jos tila ei ole
stationdérinen, ei sillé ole vain tiettya energiaa, vaan jakautu-
ma, jolle voidaan maarittdd puoliarvoleveys, tavallaan epéatark-
kuus, 0E. Lorentzin vivanmuodolle puoliarvoleveys JE = 7i/t.
Purkautumisen aikavakiota t kutsutaan siis tilan elinajaksi ja
nama on tapana esittaa purkautuvan tilan energian ja elinajan
"epéatarkkuusrelaationa"

T OE = . (6.97)

Tahan relaatioon perustuen on mahdollista maarittaa viritetty-
jen tilojen elinaikoja kokeellisten spektriviivojen leveyksista.



