
  � �  

Johdantoa
Kvanttimekaniikka

¥ tarvittiin selitt�m��n uusia kokeellisia havaintoja

¥ korvaa Newtonin yht�l�n Schr�dingerin yht�l�ll�, joka on ta-
vallaan pienten hiukkasten "liikeyht�l�"

"korvataan nolla Planckin vakiolla h"

¥ antaa rajatapauksena klassillisen mekaniikan

¥ johtaa aaltofunktion k�sitteeseen ja energian
kvantittumiseen: aaltoÐhiukkasdualismi, ep�tarkkuus-
periaate,  todenn�k�isyystulkinta

¥ kaikki kokeelliset havainnot tukevat kvanttiteoriaa, ainakin
toistaiseksi

Tarkastellaan seuraavaksi niit� "uusia" kokeellisia havaintoja,
jotka johtivat tarpeeseen "kvantittaa energia" ja siten lopulta
kvanttiteorian syntyyn.
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Mustan kappaleen s�teily

Musta kappale (black body):

¥ absorboi kaiken s�teilyn

¥ emittoi StefanÐBoltzmannin
lain mukaisesti

miss� 
Esim. 1 cm2 pinta-ala emittoi
1000 K l�mp�tilassa tehon 6 W.

Mustan kappaleen s�teilyn taajuus Ð aallonpituus-jakautumaa
ei voda selitt�� klassillisen fysiikan avulla.

Wienin siirtym�laki jakautuman maksimille on

lmax T =  vakio

= 2.9 mmK.
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(0.1)M = sT4,

s = 5.67´10-8 Wm-2K-4

1

(0.2)



Voidaan olettaa, ett� s�hk�magneettinen kentt� koostuu
v�r�htelij�ist�, joiden energia riippuu taajuudesta,
taajuusjakautuma on jatkuva ja jokaisella taajuudella
v�r�htelij�iden energia on Boltzmannin jakautuman mukainen

Planckin hypoteesi:

v�r�htelij�iden energiat voivat saada vain arvoja, jotka
ovat energian  hn  monikertoja, miss�  h on vakio.   T�ss� hn
on energian kvantti.

Planckin jakautumalaki (v. 1900) mustan kappaleen s�teilylle

Esim. 2.7K taustas�teilyss� on n. 400 fotonia / cm3.
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p(e) ~ e-e/kT.

dU  = 8phn3

c3
 e-hn/kT

1-e-hn/kT
 dn,

U  = J/m3

(0.4)

Kiinteiden aineiden ominaisl�mp�
Dulong ja Petit esittiv�t (1819) kiinte�n aineen
ominaisl�mm�lle teorian, joka perustuu siihen, ett� aineen
atomit ovat v�r�htelij�it�, vrt. s�hk�magneettinen kentt�
edell�.  T�m�n perusteella voidaan kiinte�n aineen sis�inen
energia ja ominaisl�mp� kirjoittaa klassillisesti muotoon, joka
p�tee eristeille huoneen l�mm�ss�, mutta ei alhaisissa l�mp�-
tiloissa.

Einstein huomasi 1906 analogian materian v�r�htelevien
atomien ja s�hk�magneettisen kent�n v�r�htelij�iden kanssa,
"kvantitti" v�r�htelevien atomien energiat ja sai kokeellisiin
tuloksiin sopivan teorian kiinteille aineille my�s alhaisissa
l�mp�tiloissa.

Valos�hk�inen ilmi�
Einstein selitti 1906 valos�hk�isen ilmi�n siten, ett�
s�hk�magneettinen kentt� voi luovuttaa energiaa vain tietyn
suuruisina kvantteina  hn  ja siten valon metallista irroittamat
elektronit voivat saada vain tietyn suuruisen kineettisen ener-
gian

1/2 m v2  =  hn Ð f.

T�st� seuraa, ett� valon kvanttien on oltava "lokalisoituneita"
ja valon itsens� siten er��nlaista hiukkasvirtaa.
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Compton-ilmi�
Jos fotonit ovat hiukkasia, joiden energia on  hn ja massa on
nolla, tulisi niill� olla liikem��r�  

p  =  hn / c.     

Vuonna 1922 Compton teki kokeita k�ytt�en R�ntgen s�teit�
ja osoitti n�in olevan.

Atomien spektrit
Atomien absorptio- ja emissiospektrit koostuvat diskreeteist�
"viivoista", mik� voidaan selitt�� vain sallimalla atomeille tietyt
energiatilat, so. kvantittuminen.  Balmer havaitsi jo 1885, ett�
vedyn spektriviivat (n�kyv�ll� alueella) noudattavat lakia

miss� RH = 1.09678 ´ 105 cmÐ1 ja n = 3, 4, 5, ... .  T�ll�in 2 ja n
vastaavat eri tiloja.

T�lt� pohjalta Bohr kehitti 1913 atomimallin kvantittamalla
elektronien energiat atomissa.
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1
l

  = RH 1
22

 - 1
n2

 , (0.10)

(0.8)

Aineen aaltoluonne
Havaittuaan analogian Fermat'n periaatteen (optiikka) ja
Hamiltonin periaatteen (mekaniikka) v�lill� de Broglie ehdotti
1924, ett� liikkuvaan kappaleeseen liittyy aalto, jonka
aallonpituus on

l  =  h / p.

Davisson ja Germer saivat aikaan 1925 diffraktion elektroneilla
ja he totesivat my�s yht�l�n (1.6.1) olevan voimassa.  G. P.
Thomson havaitsi v. 1927 elektronien diffraktion ohuessa
muovikalvossa.

Ep�tarkkuusperiaate
Seurauksena t�llaisesta aineen aaltoÐhiukkas-dualismista on
mm. ns. ep�tarkkuusperiaate (uncertainty principle, tai princi-
ple of indeterminacy,  Heisenberg 1926), jonka mukaan
tiettyjen, ns. komplement��risten, suureparien arvoista ei
molempia voi m��ritt�� samanaikaisesti "tarkasti".

On huomattava, ettei kyse ole mittausvaikeuksista, vaan siit�,
ettei kyseisill� suureilla todellakaan ole olemassa tarkkoja
arvoja samanaikaisesti.
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1. Kvanttimekaniikan
perusteet

Seuraavassa k�yd��n lyhyesti l�pi kvanttimekaniikan perus-
k�sitteet ja postulaatit.  Lis�ksi esitell��n tavallisimmat merkin-
n�t ja postulaattien suorat seuraukset.

Kvanttimekaniikan operaattorit
Kvanttimekaniikan kuvauksessa mitattavia fysikaalisia suureita
vastaavat operaattorit.  Tavallisesti voidaan ilman sekaannuk-
sen vaaraa k�ytt�� sek� suureille ett� operaattoreille samoja
merkint�j�, esim. W.

1.1. Ominaisfunktiot ja ominaisarvot

Funktio f on operaattorin W ominaisfunktio (eigenfunction) jos

W f = w f

ja t�ll�in w on funktiota f vastaava ominaisarvo (eigenvalue).

Operaattorin  W  ominaisfunktiot { fn}  muodostavat t�ydelli-
sen joukon (complete set)  jonka avulla lineaarikombinaatio-
na voidaan esitt�� jokin toinen funktio

T�llaista kehitelm�� voidaan k�ytt�� esim. silloin, kun tarvi-
taan Wg lauseke.  Jos operaattorin ominaisarvot ja -funktiot
tunnetaan, niin
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g = cn fnå
n

.

(1.1)

(1.2)

Wg = W cn fnå
n

 = cn W fnå
n

 = cn wn fnå
n

.

Jos useat ominaisfunktiot vastaavat samaa ominaisarvoa w,
sanotaan, ett� tila w on degeneroitunut.   Degeneroituneen ti-
lan ominaisfunktioiden lineaarikombinaatiot ovat my�s samaa
tilaa vastaavia ominaisfunktioita.

Esim.  Vetyatomin p-orbitaalit ja d-orbitaalit.

Funktioiden g1, g2, ..., gn sanotaan olevan lineaarisesti riippu-
mattomia, jos ei ole olemassa sellaisia kertoimia c1, c2, ..., cn,
joilla

Si ci gi  =  0.

Muutoin funktiot gi ovat lineaarisesti riippuvia ja t�ll�in jokin
funktioista gi voidaan esitt�� muiden lineaarikombinaationa.
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1.2. Esityksist�

Fysikaalisia suureita vastaavat operaattorit voidaan valita
usealla eri tavalla.  Tavallisimmin operaattoreiksi valitaan diffe-
rentiaalioperaattorit tai matriisit.

Yleens� (hiukkasen) paikkaa vastaavaksi operaattoriksi vali-
taan paikkakoordinaatti x (tai -vektori r), jolloin

x  ®  x ja px  ®  Ðih ¶/¶x.

T�t� sanotaan paikkaesitykseksi.  Ns. liikem��r�esityksess�
taas

x  ®  ih ¶/¶px ja px  ®  px.

Muunkinlaisia esityksi� voidaan valita.

1.3. Kommutoivat operaattorit

Operaattoreille A ja B yleens� on voimassa AB ¹ BA.  T�ll�in
sanotaan, ett� operaattorit eiv�t kommutoi.  Jos operaattorit
kommutoivat, niin niiden kommutaattori

[A, B]  =  AB Ð BA

h�vi��.

Esim. 1.1.  Kommutaattori [x, px] paikkaesityksess�.
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(1.4)

(1.5)

(1.6)

1.4. Operaattoreiden konstruointi

Tavallisimpia fysikaalisia suureita vastaavat operaattorit voi-
daan konstruioda paikan ja liikem��r�n operaattoreista.  Kos-
ka kineettinen energia T = p2 / 2m, saadaan vastaava operaat-
tori

x-akselille rajoitetun liikkeen tapauksessa.  Kolmiulotteisessa
avaruudessa tapahtuvan liikkeen kineettisen energian ope-
raattoriksi taas saadaan

Potentiaalienergiaa vastaava operaattori on potentiaalifunktio,
jolla kerrotaan "kohde"funktio.  Esim. elektronin kokema po-
tentiaali ytimen s�hk�staattisessa kent�ss� on

miss� r on elektronin et�isyys ytimest�.

Kokonaisenergiaa eli Hamiltonin funktiota

H  = T + V

vastaava operaattori saadaan kahden yll� m��ritellyn operaat-
torin summana
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T  =  px
2

2m
  =  1

2m
 Ð ih d

dx
2
 =  Ð h2

2m
 d2

dx2
(1.7)

V  =  Ð 1
4pe0

 Z e2

r  ,

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)



1.5. Lineaariset operaattorit

Operaattori W on lineaarinen operaattori, jos kaikille kysee-
seen tuleville funktioille f ja g on voimassa

W (af+bg)  =  aWf + bWg,

miss� a ja b ovat vakioita.

1.6. Funktioiden "skalaaritulo" ja normitus

Usein, esim. matriisielementtej� laskettaessa, tarvitaan funk-
tioiden ja operaattoreiden integraaleja

     I  =  ò f* W g dt,

miss� f* on funktion f kompleksikonjugaatti ja dt on tilavuus-
elementti.  Integrointi suoritetaan yli koko kyseeseen tulevan
tilavuuden.

Funktioiden pelkk�� skalaarituloa

     S  =  ò f* g dt

sanotaan peittointegraaliksi.  Jos funktiot on normitettu siten,
ett�

ò f* f dt  =  1 ja ò g* g dt  =  1,

kuvaa peittointegraali funktioiden samankaltaisuutta, p��llek-
k�isyytt� tai toistensa peitt�mist�.  T�ll�in  0 £ S £ 1.  Jos S = 0,
sanotaan funktioiden f ja g olevan ortogonaalisia kesken��n.

Funkitoiden g1, g2, ..., gn sanotaan olevan ortonormaaleja kes-
ken��n, jos

   ò gn* gm dt  =  dnm,

miss� dnm on Kroneckerin deltafunktio.
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(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Esim. 1.2.  Normita funktio fn = N sin(npx/L)  v�lill� 0 < x < L.
Tarkastele my�s funktioiden fn ortogonaalisuutta.
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Kvanttimekaniikan postulaatit

1.7. Tila ja aaltofunktio

Postulaatti1: Systeemin tilan kuvaa t�ysin sen aalto-
funktio  Y m,n,...(r1, r2, ... ; t) º |m, n, ... ; t ñ.

Diracin braÐket -merkint�tapa  |Kñ = YK ja áK| = YK*  ,  miss�
miss� K ja L ovat kvanttilukujoukkoja. 

1.8. Suureet ja operaattorit

Postulaatti 2: Havaittavia suureita vastaavat operaatto-
rit, jotka noudattavat kommutointis��nt�j�.

Esim.  xpx Ð pxx = ih,  ypx Ð pxy = 0,  xpy Ð pyx = 0, jne.

1.9. Mittaustulokset

Postulaatti 3: Kun systeemi on tilassa y, on mitatun
suureen keskiarvo sama kuin suuretta
vastaavan operaattorin W odotusarvo, Ŵ&.

Operaattorin W odotusarvo tilassa y on

ja jos y on normitettu

Oletetaan t�st� eteenp�in, ett� y on normitettu.
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W   =  y* W y dt .

W   =  

y* W y dt

y* y dt

 , (1.17)

(1.18)

Jos funktio y on operaattorin W ominaisunktio eli W y = w y,
niin

Ŵ&  =

Jos taas funktio y ei ole operaattorin W ominaisunktio, niin voi-
daan kirjoittaa  y = Sn cn yn, miss� W yn = wn yn.  T�ll�in

Ŵ&  =

Odotusarvo on siis ominaisarvojen painotettu keskiarvo, jossa
painokertoimina ovat |cn|

2.

Postulaatti 3': Kun y on operaattorin W ominaisfunktio, 
vastaava ominaisarvo w saadaan vastaavan 
fysikaalisen suureen mittaustulokseksi.  Jos 
taas y ei ole operaattorin W ominaisfunktio, 
saadaan mittaustulokseksi jokin operaattorin 
ominaisarvoista wn todenn�k�isyydell� |cn|

2.

1.10. Aaltofunktion tulkinta

Bornin tulkinta:

Postulaatti 4: Todenn�k�isyys sille, ett� tilassa y oleva 
hiukkanen l�ytyy paikasta r tilavuuselemen-
tist� dt, on |y(r)|2 dt, kun y on normitettu.

Funktio y on todenn�k�isyysamplitudi ja |y| = y* y on toden-
n�k�isyystiheys.  Jotta todenn�k�isyystiheys voidaan m��ri-
tell�, on aaltofunktion oltava normitettavissa.

MF, kl 1998   14

(1.19)

(1.20)



1.11. Aaltofunktio ja sen yht�l�

Postulaatti 5: Aaltofunktio  Y m,n,...(r1, r2, ... ; t) noudattaa 
differentiaaliyht�l��

T�m� on Schr�dingerin yht�l� (1926), jossa H on koko-
naisenergiaa vastaava Hamiltonin operaattori (1.10).  Yksidi-
mensioisessa (x-akselilla) ja ulkoisessa potentiaalissa V(x)
Schr�dingerin yht�l� tulee muotoon

1.12. Schr�dingerin yht�l�n separoiminen

Schr�dingerin yht�l� voidaan separoida ns. muuttujien erotta-
misella k�ytt�en yritett�

T�ll�in saadaan

miss� yht�l�n vasen puoli riippuu vain paikasta ja oikea puoli
vain ajasta.  Sen vuoksi molempien puolien t�ytyy olla kaikilla
muuttujien arvoilla vakio, jota merkit��n E, jolloin saadaan

ja
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ih ¶Y
¶t

  =  H Y + V(x) Y.

ih ¶Y
¶t

  =  Ð h2

2m
 
¶2Y

¶x2
 + V(x) Y.

(1.21)

(1.22)

Y(x,t) = y(x) q(t) .

Ð h2

2m
 1

y
 
d2y
dx2

 + V(x) = ih 1
q

 dq
dt

 ,

Ð h2

2m
 
d2y
dx2

 + V(x) y = E y

ih dq
dt

 = E q .

(1.23a)

(1.23b)

J�kimm�isen yht�l�n ratkaisu on

ja jos edellisen yht�l�n ratkaisu on "seisova aalto" y(x), tulee
yht�l�n (1.22) ratkaisuksi

Yht�l� (1.23a) on ns. ajasta riippumaton Schr�dingerin yht�l�

ja sen ratkaisut "seisovat aallot" y ovat station��risten tilojen
aaltofunktioita.  Station��risten tilojen aikariippuvuus on yht�-
l�n (1.25) mukaan kompleksisen vaihetekij�n  exp(ÐiEt/h)  mo-
dulaatio, mutta todenn�k�isyystiheys

        Y* Y  =  y* y

ei riipu ajasta.  Siit� nimi.

Kolmiulotteisessa avaruudessa ajasta riippumaton Schr�din-
gerin yht�l� on

miss�
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(1.24)q(t) = C eÐiEt/h

Y(x,t) = y(x) eÐiEt/h . (1.25)

Ð h2

2m
 
d2y
dx2

 + V(x) y = E y

Ñ2 = ¶2

¶x2
 + ¶2

¶y2
 + ¶2

¶z2
 .

Ð h2

2m
 Ñ2 + V(x, y, z) y(x, y, z) = E y(x, y, z),



Hermiittiset operaattorit
Hermiittisten operaattoreiden ominaisarvot ovat reaalisia, ja ne
ovat sopivia esitt�m��n fysikaalisia suureita.

1.13. Hermiittisen operaattorin m��ritelm�

Operaattori W on hermiittinen, jos

   ò ym* W yn dt  =  { ò yn* W ym dt }*

kaikille aaltofunktioille ym ja yn.  Vaihtoehtoisesti

     ò ym* W yn dt  =  ò {ym W}* yn dt.

1.14. Diracin braÐket-merkint�tapa

Merkit��n

m̂|W|n&  =  ò ym* W yn dt,
ja

 m̂|n&  =  ò ym* yn dt  =  dmn.

T�ll�in ortogonormaalisuusehto voidaan kirjoittaa muotoon

 m̂|n&  =  dmn.

Viel� on tapana merkit�  W |n& = wn |n&, kun |n& = yn, ja edelleen
n̂| = y*, joten m̂|n& = n̂|m&*.

Esim. 1.3. Totea, ett� operaattorit x ja px ovat hermiittisi�.
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(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

1.15. Hermiittisten operaattoreiden ominaisuuksia

Hermiittisyysehto braÐket-merkinn�ill� on

    m̂|W|n& = n̂|W|m&*.

Ominaisuus 1: Hermiittisen operaattorin ominaisarvot ovat 
reaalisia.

Ominaisuus 2: Hermiittisen operaattorin ominaisfunktiot, 
jotka vastaavat eri ominaisarvoja ovat 
kesken��n ortogonaalisia.

Komplementaarisuus
Ominaisuus 3: Kahdella fysikaalisella suureella on 

samanaikaisesti tarkat arvot vain, jos niit� 
vastaavat operaattorit kommutoivat.

Mik�li suureita vastaavat operaattorit eiv�t kommutoi, sano-
taan suureita komplement��risiksi.  Komplement��riset suu-
reparit voidaan etsi� tutkimalla operaattoreiden kommutaatto-
reita, esim. [x,px] = ih ¹ 0.
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Heisenbergin ep�tarkkuusperiaate
Komplement��riset suureparit noudattavat ns. Heisenbergin
ep�tarkkuusperiaatetta, esim.

Dx Dpx  ³  h/2.

(Heisenberg, 1927)

1.16 Ep�tarkkuusperiaatteen yleinen muoto

Jos kaksi operaattoria A ja B eiv�t kommutoi, vaan

[A, B]  =  i C,
niin

       DA DB  ³  | Ĉ&| / 2,
miss�

     DA  =  { Â2& Ð Â&2}1/2.

1.17.Aaltopaketin ep�tarkkuus

Esim. 1.5.  Tarkastele  operaattoreiden x ja px ep�tarkkuusre-
laatiota, kun hiukkanen on tilassa y = N exp(Ðx2 / 2G).
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(1.32)

(1.34)

(1.33)

1.18. Energian ja ajan v�linen ep�tarkkuusrelaatio

Kvanttimekaniikassa ei ole operaattoria, joka vastaa aikaa.
Siten aika ei ole mitattava fysikaalinen suure, vaan "klassilli-
nen" parametri.  Sen vuoksi aikaan (ja energiaan) ei voida liit-
t�� samanlaista ep�tarkkuusrelaatiota, kuin muihin komple-
ment��risiin suurepareihin.

My�hemmin, kappaleessa 6.18, tarkastellaan viritettyjen tilo-
jen elinajan t ja energian ep�tarkkuuden v�list� relaatiota

dE  »  h / 2t.

Liikevakiot ja klassilliset liikeyht�l�t
Voidaan osoittaa, ett�

ja  W  sanotaan liikevakioksi, jos

Liikevakioa vastaava operaattori siis kommutoi Hamiltonin
operaattorin kanssa.

On helppo osoittaa, ett�

ja yht�l�n (1.35) perusteella

joten

T�m� on Newtonin II laki.  Samoin voidaan osoittaa, ett�

N�m� kaksi relaatiota ovat ns. Ehrenfestin teoreema.
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(1.35)d
dt

 áWñ = i
h

 á[H,W]ñ

d
dt

 áWñ = 0 .

[H,px]  =  Ð h
i
 dV
dx

d
dt

 px   =  i
h

 [H,px]   =  Ð dV
dx

 ,

d
dt

 px   =  F  .

(1.36)

(1.37)

(1.38)

m d
dt

 x   =  px  . (1.39)



Matriiseista kvanttimekaniikassa
Kvanttimekaniikan operaattorit ja niiden kommutaatiorelaatiot
voidaan kuvata my�s matriiseilla, samoin kuin differentiaali-
operaattoreillakin.  

1.19. Matriisielementit

Kahden matriisin A ja B tulo C = AB on matriisielementtien
avulla ilmaistuna

Crc  =  ås Ars Bsc.

Ja siis yleisesti AB ¹ BA.

Edell� esiintyneet integraalit ám|W|nñ voidaan koota matriiseiksi
W, joiden matriisielementit ovat Wmn = ám|W|nñ.  Siten esim.

      ár|C|cñ  =  ås ár|A|sñás|B|cñ  =  ár|AB|cñ,

koska C = AB.  Siksi tavallaan

ås |sñás| =  1.

T�t� sanotaan t�ydellisyysrelaatioksi (completeness, closure),
koska ortogonaaliset funktiot |sñ viritt�v�t koko tarkasteltavan
funktioavaruuden.

Mik� tahansa funktio |yñ  t�ss� avaruudessa voidaan kirjoittaa
kehitelm�n�

  |yñ  =  ås cs |sñ.

Kertomalla t�m� vasemmalta funktiolla ár|, saadaan

    ár|yñ  =  cr

ja siten

|yñ  =  år ár|yñ |rñ.
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(1.40)

(1.41)

(1.42)

1.20 Hamiltonin operaattorin diagonalisointi

Tarkastellaan viel� S-yht�l��  Hy = Ey  matriisiyht�l�n�.  Sijoi-
tetaan t�h�n 

jolloin saadaan

Kerrotaan t�m� vasemmalta bra-vektorilla  ám|,  jolloin

ja kun samaistetaan                              saadaan

Mik�li l�ydet��n sellainen funktiojoukko  { |nñ }, ett�   Hmn = 0,
jos  m ¹ n  eli  H-matriisi on diagonaalinen, niin yht�l�st� (1.43)
seuraa

  Hmn cm = E cm .

Ominaisarvot ovat siis Hamiltonin matriisin diagonaalielement-
tej� ja |mñ ovat niit� vastaavia ominaisfunktioita.  T�m�n vuok-
si Schr�dingerin yht�l�n ratkaisemista sanotaan usein Hamil-
tonin matriisin diagonalisoimiseksi.

Esim. "1.7" 2´2-matriisin diagonalisointi.
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(1.43)

y = cn |nñå
n

 ,

 H cn |nñå
n

 =   cn H |nñå
n

 = E cn |nñå
n

 .

cn ám|H|nñå
n

 = E cn ám|nñå
n

 = E cm ,

Hmn cnå
n

 = E cm ,

ám|H|nñ = Hmn ,

(1.44)



Schr�dingerin yht�l� ja etenev�t aallot
Vaikka Schr�dingerin yht�l� voidaankin vain postuloida kvant-
timekaniikkaan, voidaan sit� my�s "perustella" aaltoÐhiukkas-
dualismin perusteella.

1.21 Valoaallon eteneminen

Geometrisessa optiikassa va-
loaallot etenev�t suoraviivai-
sesti ns. Fermat'n periaatteen
mukaisesti: valons�de kulkee
tiet�, jonka optinen matka on
lyhin.  

Fysikaalisessa optiikassa t�-
m� voidaan selitt�� Huygen-
sin periaatteen ja interferens-
sin avulla:  l�hekk�iset valo-
aallot interferoivat konstruktii-
visesti siell� miss� optinen
matka saa ��riarvonsa.

1.22. Hiukkasten eteneminen

Klassillisessa mekaniikassa hiukkaset etenev�t Newtonin lii-
keyht�l�iden mukaisesti.  Ne voidaan kuitenkin johtaa ns. Ha-
miltonin periaatteesta, joka on analoginen Fermat'n periaat-
teen kanssa.
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1.23. Hiukkasten eteneminen aaltona

Jos hiukkaseen liitet��n (aallon) amplitudi samoin kuin valoon
fysikaalisessa optiikassa ja sovelletaan sitten Hamiltonin peri-
aatetta, saadaan ajasta riippuva Schr�dingerin aaltoyht�l�.
Siten Schr�dingerin aaltoyht�l� voidaan johtaa aineaaltohypo-
teesista l�htien.

Alkeishiukkasten, esim. elektronien, spin ei ole johdettavissa
n�ist� oletuksista vaan se on postuloitava kokeellisten havain-
tojen selitt�miseksi.

Schr�dingerin aaltoyht�l�n suorassa yleist�misess� suhteelli-
suusteoreettiseksi on ongelmana se, ett� aika- ja paikkakoor-
dinaattien "rooli" on erilainen: yht�l�ss� paikan suhteen esiin-
tyy 2. kertaluvun derivaattoja, mutta ajan suhteen vain 1. ker-
taluvun derivaatta.  Schr�dingerin aaltoyht�l�

onkin itseasiassa diffuusioyht�l�n

kaltainen.
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(1.52)

ih ¶Y
¶t

  =  Ð h2

2m
 Ñ2 Y + V(x) Y

¶f
¶t

  =  D Ñ2 f



2. Suoraviivainen liike ja
    harmonien oskillaattori

Tarkastellaan seuraavassa lyhyesti ensin aaltofunktion ja
Schr�dingerin aaltoyht�l�n yleisi� ominaisuuksia ja sitten ete-
nev�� liikett� ja vibraatiota yhdess� dimensiossa (x-akselilla).

"Hyvink�ytt�ytyv�t" aaltofunktiot
Altofunktio t�ytyy voida normittaa

ja sen t�ytyy olla yksiarvoinen todenn�k�isyystulkinnan vuok-
si, sen t�ytyy olla jatkuva ja kahdesti derivoituva eik� se saa
olla ��ret�n ��rellisell� alueella.

Aaltoyht�l�n ominaisuuksia
Schr�dingerin aaltoyht�l�st� 

voidaan p��tell� aaltofunktion kaarevuus.

2.1. Aaltofunktion kaarevuus
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Y* Y dt = 1 (2.1)

d2y
dx2

  =  2m
h2

(VÐE) y (2.2)

2.2.Ð2.3. Kvalitatiiviset ratkaisut ja kvantittuminen

Jos potentiaalifunktio rajoittaa hiukkasen vain tiettyyn osaan
avaruutta, tulee S-yht�l�lle reunaehdot, jotka sallivat vain tietyt
ratkaisut ja niit� vastaavat energiat  ==>  KVANTITTUMINEN

Matriisimekaniikan formalismissa reunaehdot ja
kvantittuminen tulevat implisiittisesti kantafunktioiden mukana.

2.4. Tunneloituminen

Kvanttimekaniikan mukaan hiukkanen voi tunkeutua my�s ns.
kielletylle alueelle, jossa kineettinen energia on negatiivinen.
T�t� kutsutaan tunneloitumiseksi.

Etenev� liike
Vapaan hiukkasen (V(x) º 0) Hamiltonin operaattori on

ja S-yht�l�

jonka ratkaisu on

miss�                             

tai vaihtoehtoisesti
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(2.3)H = Ð h2

2m
 d2

dx2

Ð h2

2m
 
d2y
dx2

 = E y ,

y(x) = A eikx + B eÐikx ,

k = (2mE/h2)1/2 ,

y(x) = C cos(kx) + D sin(kx) .

(2.4)

(2.5)

(2.6)



2.5. Energia ja liikem��r�

Koska                  ja klassisesti                 voidaan kirjoittaa

Yht�l�ss� (2.6) sin- tai cos-funktion aallonpituudelle p�tee
 kl = 2p, josta voidaan kirjoittaa aaltovektorin k itseisarvolle

Sijoittamalla t�m� yht�l��n (2.7a) seuraa de Broglien relaatio

Huomaa, ett� vapaan hiukkasen energia ei ole kvantittunut!

2.6. Etenev� liike

Tilassa y olevan hiukkasen jonkin fysikaalisen suureen arvo
saadaan operoimalla tilan aaltofunktioon ko. suuretta vastaa-
valla operaattorilla (ominaisarvoyht�l�).

Siten esim. vapaalle hiukkaselle  y = A eikx

eli  p = hk  ja  A eikx  on positiivisen x-akselin suuntaan
etenev� vapaa hiukkanen  (ja B eÐikx vastaavasti negatiivisen
x-akselin suuntaan).

T�ydellinen ajasta riippuva aaltofunktio liikem��r�n
ominaistilalle on 

ja positiivisen x-akselin suuntaan etenev�lle aaltopaketille

miss� g(k) on muoto- tai spektraalifunktio.
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(2.7a)

E = 
kh 2

2m
E = p2

2m
 ,

p = h/l .

p = hk .

k = 2p
l

 . (2.7b)

(2.8)

p y = h
i
 d
dx

A eikx  = h
i
 ik A eikx = hk y

Yk(x,t) = A eikx eÐiEt/h

Y(x,t) =  g(k) Yk(x,t)
Ð¥

¥

 dk ,

(2.9)

Harmoninen oskillaattori
Tarkastellaan seuraavaksi harmonista oskillaattoria.  Esim.
molekyyliss� olevat atomit v�r�htelev�t usein likim��rin har-
monisesti tasapainoasemiensa ymp�rist�iss�.  Harmoninen
voima on muotoa F = Ðkx ja sen potentiaalifunktio on

koska

Hamiltonin operaattori on nyt

ja S-yht�l� on

jonka ominaisarvot (energiat) ovat

miss�  w = (k/m)1/2  ja kahden alimman tilan aaltofunktiot ovat

                                   ja

                                       miss�  y  =  (mw/h)1/2 x.

T�m� on helppo todeta sijoittamalla aaltofunktiot yht�l��n
(2.41) !

Huom!  Pienin energian arvo ei ole nolla vaan  1/2 hw, joka on
ns. nollapiste-energia.
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Ð dV
dx

 = F.
V(x) = 1

2
 k x2 ,

H = Ð h2

2m
 d2

dx2
 + 1

2
 k x2

Ð h2

2m
 
d2y
dx2

 + 1
2

 k x2 y = E y ,

Ev = (v+1
2
) hw  ; v = 0, 1, 2, ... ,

y0(x) = N0 e-y2/2

y1(x) = N1 2y e-y2/2 ,

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)



Yksi-dimensioisen harmonisen oskillaattorin aaltofunktioiden
yleinen muoto on

miss�  Hv(y)  ovat Hermiten polynomeja, joille

H0(y)  =  1,

H1(y)  =  2y   ja

Kaikki harmonisen oskillaattorin aaltofunktiot ovat ortogonaali-
sia.

Kun normitusvakio on                                 ovat

aaltofunktiot (3.5.5) ortonormaaleja
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yv(x) = Nv Hv(y) eÐy2/2 ,

Hv+1 = 2y Hv Ð 2n HvÐ1 .

Nv =  1
2v  v! p1/2 Ð1/2

yv
*(x) yu(x) dx

-¥

¥

 = dvu .

(2.43)

(2.44)

Suurilla kvanttilukujen v
arvoilla harmonisen
oskillaattorin tn. tiheys
l�hestyy klassillista
jakautumaa.  T�m� on
esimerkki ns. vastaavai-
suusperiaatteesta 
(correspondence principle).

Viriaaliteoreema: Jos hiukkasen potentiaalienergia voidaan
kirjoittaa muotoon  V(x) µ xs, niin keskim��r�isen kineettisen
ja potentiaalienergian riippuvuus on   

Viriaaliteoreema p�tee my�s klassillisesti.

Esim. harmoniselle oskillaattorille  s = 2    =>

          Coulombin potentiaalille s = Ð1    =>
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2 T = s V . (2.45)



3. Py�rimisliike ja
    vetyatomi
Py�rimisliike ympyr�radalla tai

kiinte�n akselin ymp�ri
Tarkastellaan hiukkasen liikett� tasossa ympyr�rataa pitkin.
T�m� on muodollisesti ekvivalenttia kappaleen py�rimisliik-
keen kanssa kiinte�n akselin ymp�ri.  Liiketilat m��r�� t�ll�in
hitausmomentti   I, joka ympyr�rataa kiert�v�n hiukkasen
tapauksessa on  I  =  m r2,  miss� m ja r ovat hiukkasen massa
ja sen radan s�de.

3.1. Hamiltonin operaattori ja Schr�dingerin yht�l�

Vapaassa py�rimisliikkeess� z-akselin ymp�ri  (V(x,y)=0) Ha-
miltonin operaattori on (kun r on vakio)

ja napakoordinaateissa  x = r cosf  ja  y = r sinf

Merkit��n aaltofunktiota  F(f), jolloin S-yht�l� on

T�m�n ratkaisut ovat

miss�                           on laaduton luku.
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H = Ð h2

2m
  ¶2

¶x2
 + 

¶2

¶y2
 

H = Ð h2

2mr2
 d2

df2
 = Ð h

2

2I
 d2

df2
 .

d2F
df2

 = Ð 2IE
h2

 F .

F(f) = A eimlf + B eÐimlf ,

ml =  2IE/h2 1/2

(3.1)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Esim.  Hiukkanen "��rett�m�n syv�ss� py�re�ss� kaivossa"
kuvataan aaltofunktiolla, joka separoituu siten, ett� toinen
tekij�ist� on (3.5) ja toinen kuvaa radiaaliliikett�.

Reunaehtona aaltofunktiolle (3.5) on yksik�sitteisyys F(f) =
F(f+2p),  josta seuraa, ett�

ja edelleen ei2pml = 1  ja  ml = 0, ±1, ±2, ... .
Siten energia kvantittuu niin, ett�

T�st� n�hd��n, ett� energiatilat ovat kaksinkertaisesti dege-
neroituneet, paitsi alin tila ml = 0 eik� nollapiste-energiaa
esiinny.

3.2. Impulssimomentti (liikem��r�momentti)

Kun klassinen lauseke rotaatioenergialle on  J2 / 2I  voidaan
edellisen yht�l�n perusteella kirjoittaa J2 = m2 h2, miss� J on
impulssimomentti  (liikem��r�momentti, py�rimism��r�, engl.
angular momentum).  Klassisesti z-akselin ymp�ri py�riv�n
kappaleen impulssimomentti on

    Jz  =  x py Ð y px

ja sit� vastaavaksi operaattoriksi tulee

Jos operoidaan t�ll� funktioon  FA = A eimlf  saadaan ominai-
sarvoyht�l�
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A eimlf + B eÐimlf = A eimlf ei2pml + B eÐimlf eÐi2pml

E = ml
2 h

2

2I
 .

Jz = x h
i
 ¶
¶y

 Ð y h
i
 ¶
¶x

 =  h
i
 ¶

¶f
 .

Jz FA = A h
i
 ¶

¶f
 eimlf = mlh A eimlf = mlh FA .

(3.6)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



3.10. Aaltofunktion muoto

Siten  FA  vastaa impulssimomentin arvoa  ml h  ja siis py�ri-
mist�.  Samoin  FB  vastaa impulssimomentin arvoa  Ðml h  eli
py�rimist� vastakkaiseen suuntaan.

Aaltofunktiot  FA ja FB ovat ortonormaaleja ja normitusvakio
on

3.4. Klassillinen raja
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A  =  B  =  1
2p

 .

On huomattava, ett�
n�iden
impulssimomentin
ominaistilojen
aaltofunktioiden tn.
tiheys on vakio (ja
paikka/kulma t�ysin
ep�m��r�inen), vrt.
seisova aalto ja
kiertoliikett�
suorittava
aaltopaketti.

Py�rimisliike pallon pinnalla
3.5. Aaltoyht�l� ja -funktio

Kun ulkoinen potentiaali on nolla, tulee my�s py�rimisliikkeen
Hamiltonin operaattoriksi kolmessa dimensiossa

Laplacen operaattori on nyt parasta kirjoittaa pallokoordinaa-
teissa

x = r sin q  cos f ,  y = r sin q  sin f  ja  z = r cos q,

jolloin

miss�

on Laplacen operaattorin kulma-
osa, ns. Legendren operaattori.

Kun radiaaliliikett� (s�teen suuntaista) ei tarkastella, tulee
Hamiltonin operaattori muotoon

ja koska  mr2 = I  on hitausmomentti, tulee S-yht�l�ksi

T�m�n yht�l�n ratkaisuja ovat palloharmoniset  funktiot
Ylml(q,f)  (spherical harmonics), joille p�tee

miss�  l = 0, 1, 2, ...  ja  ml = l, lÐ1, lÐ2, ... , Ðl.
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H  =  Ð h2

2m
 Ñ2 .

Ñ2 = 1r  ¶2

¶r2
 r + 1

r2
 L2 ,

L2  =  1
sin2q

 ¶2

¶f2
 + 1

sinq
 ¶

¶q
 sinq ¶

¶q

H  =  Ð h2

2mr2
 L2

L2 y  =  Ð 2IE
h2

 y .

L2 Ylml
  =  Ð l(l+1) Ylml

 ,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



Vertaamalla yht�l�it� (3.21) ja (3.22) n�hd��n kvantittuminen

ja ett� jokainen energiataso on  (2l+1)-kertaisesti
degeneroitunut:                                                              
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E  =  h
2

2I
 l(l+1) ; l = 0, 1, 2, ...

ml = l, lÐ1, ... , Ðl .

(3.24)

3.6. Hiukkasen impulssimomentti

Vertaamalla t�t� klassiseen rotaatioenergiaan  J2 / 2I  voidaan
kirjoittaa

eli my�s impulssimomentti on kvantittunut.  Suure l onkin
impulssimomenttikvanttiluku.

Palloharmoniset funktiot ovat my�s operaattorin lz ominais-
funktioita

lz Ylml(q,f)  =  ml h Ylml(q,f),

miss� ml = Ðl, Ðl+1, ..., l.

Sen sijaan palloharmoniset funktiot eiv�t ole operaattoreiden
lx ja ly ominaisfunktioita.

   3.7. Palloharmonisten funktioiden graafinen esitt�minen
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J  =  h l(l+1) (3.25)

(3.26)



3.8. J�ykk� roottori

Kahden hiukkasen m1 ja m2 liikkuessa vapaasti

H  =  Ðh2/2m1 Ñ
2
1 Ð h2/2m2 Ñ

2
2 ,

joka voidaan separoida massakeski-
pisteen (CM) ja suhteellisen liikkeen
vastaaviin osiin.  T�ll�in

1/m1Ñ
2
1 + 1/m2Ñ

2
2 = 1/mÑ2

CM + 1/mÑ2,

miss� m = m1 + m2 ja  

     1/m = 1/m1 + 1/m2.  

Suure m on ns. redusoitu massa.

Schr�dingerin yht�l�ksi saadaan nyt

   Ðh2/2m Ñ2
CMY Ð h2/2m Ñ2Y  =  EtotY

joka voidaan separoida yritteell� Y = yCM y  yht�l�iksi

Ðh2 / 2m Ñ2
CMY  =  ECMY

   Ð h2 / 2m Ñ2Y  =  E Y

miss�  Etot = ECM + E.  Edellinen yht�l�ist� on vapaan hiukka-
sen S-yht�l�, jonka ratkaisut ovat tasoaaltoja (2.5), (2.6) tai 3-
ulotteisina  yCM(R) = A exp(ikáR).

J�lkimm�inen yht�l�ist� yksinkertaistuu muotoon

   Ð h2 / 2mr2 L2Y  =  E Y

kun otetaan huomioon se, ett� r = |r| = vakio, jolloin Ñ2 ® L2/r2

yht�l�n (3.18) mukaan.  Kun nyt merkit��n

    I  =  mr2

saadaan t�st� yht�l� (3.21), jonka ratkaisut ovat palloharmoni-
set funktiot ja energiatilat

      EJ MJ
  =  J(J+1) h2 / 2I
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(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Liike Coulombin keskeiskent�ss�
Elektronin kokema s�hk�staattinen potentiaali vetyatomissa
on keskeispotentiaali ja siten vakio jokaisella ydinkeskeisell�
pallokuorella.  Niinp� edell� k�sitelty yleinen 3-ulotteinen
py�rimisliike soveltuu sellaisenaan elektronin "kiertoliikkeen"
kuvaamiseen ja sen lis�ksi tarvitaan vain tarkastelu elektronin
"liikkeelle radiaalisuunnassa" (s�teen suunnassa).

3.9. Vetyatomin Schr�dingerin yht�l�

Elektronin Hamiltonin operaattori on

miss� redusoidun massan

avulla otetaan huomioon ytimen rekyyliliikkeest� aiheutuva
pieni korjaus.  Vetyatomin S-yht�l�ksi tule

eli

3.10. Radiaali- ja rotaatioliikkeiden separointi

Nyt voidaan "py�rimisliike" ja radiaaliliike separoida yritteell�

joka sijoitetaan yll� olevaan S-yht�l��n.  Koska
                               (3.22)  saadaan
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H  =  Ð h2

2m
 Ñ2 Ð 1

4peo
 e2

r  ,

m  =  
me mp

me + mp
  »  me

Ð h2

2m
 Ñ2 y Ð 1

4peo
 e2

r  y  =  E y

1
r  ¶2

¶r2
 r y + 1

r2
 L2 y + 

me2

2peoh2r
 y  =  Ð 

2mE
h2

 y .

y(r,q,f)  =  R(r) Y(q,f) ,

L2 Y  =  Ð l(l+1) Y

1
r  ¶2

¶r2
 r R Y Ð 1

r2
 l(l+1) R Y + 

me2

2peoh2r
 R Y  =  Ð 

2mE
h2

 R Y .

(3.35Ð36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)



T�st� voidaan Y "jakaa pois" ja kun viel� otetaan k�ytt��n
funktio  P(r) = r R(r)  saadaan

miss�

on ns. effektiivinen potentiaali.

3.11. Radiaalinen Schr�dingerin yht�l�

Radiaalista "liikett�" voidaan tarkastella yksiulotteisena effek-
tiivisess� potentiaalissa.  Effektiivisen potentiaalin toinen termi
on "keskipakoispotentiaali".
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Ð h2

2m
 d

2P
dr2

 + Veff(r) P  =  E P ,

Veff(r)  =  Ð 1
4peo

 e2

r  + l(l+1) h2

2mr2

(3.40)

(3.41)

Kun  l = 0  (ns. s-tila), on S-yht�l�n (3.40) ratkaisu muotoa     
                     kun r Ð> 0  ja silloin  R = P/r Ð> A,  eli elektronin
tn. tiheys ytimess� on  A2 ¹ 0.

Kun  l ¹ 0,                     ja                             kun r Ð> 0.

Vetyatomin aaltofunktiot voidaan esitt�� ns. Laguerren liitto-
funktioiden avulla.
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R = P/r ® A rl ,P ® A rl+1

P ~ Ar + Br2 ,



Vetyatomin tilojen energiat ovat

 |E1| = 1 Ry (Rydberg) = 13.6 eV = 1/2 H  (Hartree).
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En  =  Ð 1
2

 e2

4peo

2 
m
h2

 1
n2

 ; n = 1, 2, ...  .

Mittayksikk�n� viereisiss� kuvissa on
ns. Bohrin s�de

a0  =  (4pe0h
2)/(mee

2),

joka on Bohrin atomimallin elektronin
radan s�de.

(3.43)

(3.44)

3.13. Atomiorbitaalit

Vetyatomin aaltofunktiot ovat siis muotoa

ja niit� kutsutaan elektronin orbitaaleiksi.

l = 0 1 2 3          (0, 1, ..., nÐ1)     
degeneraatio 1 3 5 7         (2l+1)

       n = 1 1s
2 2s 2p
3 3s 3p 3d
4 4s 4p 4d 4f

Vetyatomin tilat ovat  n2 -kertaisesti degeneroituneita ja jos
elektronin spin otetaan huomioon, niin  2n2 -kertaisesti.  (2l+1)-
degeneraatio on symmetriasta aiheutuvaa, ja n-degeneraatio
ns. satunnaista (accidental) degeneraatiota.

Lauseketta                   kutsutaan radiaaliseksi jakautumafunk-
tioksi, koska se antaa elektronin tn. tiheyden s�teen funktiona.

s-orbitaalit ovat pallosymmetrisi�. p0-orbitaali on reaalinen
funktio, ns. pz-orbitaali, mutta p+1  ja  pÐ1 ovat kompleksisia. 
Niiden reaaliset lineaarikombinaatiot ovat px = p+1 + pÐ1 ja       
py = i (p+1 Ð pÐ1),  ks. kuvat.
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ynlml
(r,q,f)  =  Rnl(r) Ylml

(q,f)

4pr2 y(r) 2
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Esim. Vetyatomin perustilan aaltofunktio on
miss�  a0 = 0.5292 �.
a) Miss� on elektronin todenn�k�isin paikka?
b) Mik� on todenn�k�isyys l�yt�� elektroni tilavuudesta 1 fm3,
kun  (i) r = 0 ja (ii)  r = a0 ?
c) Mik� on todenn�k�isyys l�yt�� elektroni  a0 - s�teisest�
pallosta ytimen ymp�rilt�?
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y(r) = 1
pa0

3

1/2
 e-r/a0 ,


