
       

9. ATOMIEN RAKENNE JA SPEKTRIT

Atomien rakenteella tarkoitetaan niiden elektroniverhojen ra-
kennetta, erilaisia jakautumia ja erityisesti elektronien energia-
tiloja.  Atomien spektreill� taas tarkoitetaan tavallisesti elektro-
nien transitioihin liittyvi� (mitattavissa olevia) energioita.

9.1. Vetyatomin spektri

Jos elektronin spin j�tet��n toistaiseksi ottamatta huomioon,
niin vetyatomin (tai sen elektronin) tilan m��ritt�v�t kolme
kvanttilukua n, l, ja ml, kuten kappaleessa 4 todettiin.  Elektro-
nin vastaavaa tilaa voidaan merkit� ynlml

 tai |nlmlñ ja sit� kut-
sutaan orbitaaliksi.  Energian ominaisarvo riippuu vain p��-
kvanttiluvusta n,

ja impulssimomenttikvanttiluku  l ja magneettinen kvanttiluku
ml  antavat energiatilan degeneraation.

Spektroskopiassa energia on tapana kirjoittaa muodossa

 miss�  RH  on Rydbergin vakio vetyatomille.   Se riippuu elek-
tronin redusoidusta massasta m = me mp / (me + mp), miss� me ja
mp ovat elektronin ja protonin massat.  Jos ytimen rekyyliliike
j�tet��n ottamatta huomioon (kuten esim. raskaammilla ytimil-
l� voidaan tehd�), k�ytet��n
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SOVELLUTUKSIA

En = Ð 
m e4

32 p2 e0
2 \2

 1
n2

 ; n = 1, 2, ...

En = Ð h c RH 1
n2

 ; RH = 
m e4

8 e0
2 h3 c

 ,

                                    = 109678 cm-1 ,

(9.1.1)

(9.1.2)

Rydbergin vakiota

R¥ = (me e
4) / (8 e0

2 h3 c) = 109737.31 cmÐ1.

Siten siis  RH = R¥ / (1 + me/mp).

Vetyatomin spektri syntyy transitioista energiatasojen (9.1.2)
v�lill� ja spektriviivojen energiat ovat muotoa

tai aaltolukuina.

Spektriviivat esiintyv�t sarjoina kvanttiluvun n1 = 1, 2, 3, ...  mu-
kaan ja ne on nimetty t�ss� j�rjestyksess� l�yt�jiens� mu-
kaan, Lyman-, Balmer-, Paschen-, Brackett-, Pfund- ja
Humphreyn sarjoiksi.  Kukin sarja l�hestyy kvanttiluvun n2 kas-
vaessa konvergenssirajaansa (series limit)

josta saadaan, kun n1 = 1, vetyatomin perustilan ionisaatio-
energia  I  =  h c RH =  2.179 ´ 10Ð18 J = 1319 kJ molÐ1 = 13.67 eV
= 1 Ry = 1/2 H.
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(9.1.3)
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9.2. Valintas��nn�t

Elektronin transitiossa tasolta toiselle emittoituu tai absorboi-
tuu fotoni, s�hk�magneettisen kent�n kvantti, hiukkanen, jon-
ka spin  s = 1  (ms = ±1).  Impulssimomentin (liikem��r�momen-
tin) s�ilymislain mukaan t�ytyy elektronin impulssimomentin
(kvanttiluvun) muuttua transitiossa yhdell� yksik�ll�.  Siten
s�hk�iselle dipolitransitiolle

Dl = ±1.

S�hk�isen dipolitransition aiheuttava vuorovaikutus on

H(1)(t) = Ð má E(t),

miss� m = Ð e r  on elektronin dipolimomenttioperaattori, kun  r
on elektronin paikkavektori.

Transitiotodenn�k�isyys (intensiteetti) tilasta  | n1l1ml1ñ  tilaan 
| n2l2ml2ñ on verrannollinen transitiomatriisielementin  á n2l2ml2
| H(1) | n1l1ml1ñ neli��n ja sen vuoksi my�s transition dipolimo-
mentin á n2l2ml2 | m | n1l1ml1ñ neli��n.  Ryhm�teoriaa sovelta-
malla voidaan helposti p��tell�, ett� koska  m  (tai r) on pariton
funktio, on my�s impulssimomenteista l1 ja l2 toisen oltava pa-
riton ja toisen parillinen.  T�m� on ns. Laporten valintas��nt�,
joka on sopusoinnussa yht�l�n (9.2.1) kanssa.

Tarkastellaan viel� valintas��nt�� kvanttiluvulle  Dml  transitio-
dipolimomentin z-komponentin  mz = e z = e r cosq  avulla (z-po-
larisaatio).  Nyt  á n2l2ml2 | e z | n1l1ml1ñ =
= e á n2l2 | z | n1l1ñ á ml2 | ml1ñ, jossa viimeinen tekij� on

joka on nolla ellei ml1 = ml2, eli Dml = 0.   Samoin x- ja y-polari-
saatiolle saadaan Dml = ±1.
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(9.2.1)

(9.2.2)

áml1|ml2ñ = eÐiml2f eiml1f df
0

2p

 ,

Dipolitransition valintas��nn�t ovat siten

Dn ei rajoituksia

Dl  =  ±1

Dml  =  0, ±1  polarisaatiosta riippuen.

S�hk�inen dipolitransitio dominoi absorptiota ja spontaania
emissiota, koska korkeamman kertaluvun transitiot: s�hk�inen
kvadrupoli- ja magneettiset dipoli-, kvadrupoli-, jne. -transitiot
ovat hyvin heikkoja.

9.3. Spin: hienorakenne ja spinÐratakytkent�

Elektronin spinin voidaan katsoa aiheuttavan elektronin mag-
neettisen momentin, koska elektroni on varattu hiukkanen.
T�m� sis�inen magneettinen momentti kytkeytyy elektronin
rataliikkeen magneettiseen momenttiin (kuten mitk� tahansa
kaksi magneettista momenttia).  T�m� aiheuttaa spektriin hie-
norakenteen.  Vetyatomin tapauksessa rakenne on tosin heik-
ko, mutta se on kuitenkin historiallisesti anatanut nimet
elektronin energiatasoille: s(harp), p(rincipal), d(iffuse) ja
f(undamental).

Elektronin rataliikkeen magneettinen momentti on
m = (Ð e/2me) {l(l +1)}1/2 \, joka voidaan kirjoittaa my�s tarkas-
telemalla klassillisesti negatiivisesti varatun me-massaisen
hiukkasen kiertoliikett� r-s�teisell� ympyr�radalla ja sen ai-
heuttamaa magneettista dipolimomenttia, kun klassinen im-
pulssimomentti korvataan lausekkeella {l(l +1)}1/2\.

Elektronin rataliikkeen magneettinen momentti on tapana kir-
joittaa

m = ge llll,  miss�  ge = Ð e / 2me

on gyromagneettinen suhde.
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(9.3.1)

(9.2.3)



Rataliikkeen magneettisella momentilla on siten rataimpulssi-
momentin ominaisuudet ja

mz = ml ge \ = Ð mB ml ,

miss�  mB = Ð ge \ =  e\/2me (= 9.274´10Ð24 JTÐ1)  on ns. Bohrin
magnetoni.

Elektronin spinin magneettista momenttia ei voi johtaa klassilli-
sesti.  Se on

ms = ge ge s,  kun  ge = 2.002319314,

miss�  ge  on ns. elektronin g-tekij�.

Tarkastellaan vedyn kaltaista atomia, jossa potentiaali on  f(r)
= Ze/(4pe0r)  ja  V(r) = Ð e f(r)  m��r�� elektronin rataliikkeen ja
impulssimomentin llll.  T�ll�in magneettisten momenttien vuoro-
vaikutusenergia eli Hamiltonin operaattori spinÐrata-vuorovai-
kutukselle on

HSO = x(r) sá llll ,
miss�

Kertoimen x(r)  radiaalinen keskiarvo on ns. spinÐrata-kytken-
t�vakio

Potentiaalia  f(r) = Ze/(4pe0r)  k�ytt�en tulee, kun  l > 0,

miss�

on ns. hienorakennevakio.
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a2R¥Z4

n3l(l+1
2
)(l+1)

 ,

a = e2

4pe0\c
 = 1 / 137.03604

(9.3.8)

(9.3.9)

SpinÐrata-vuorovaikutuksen energia riippuu impulssimoment-
tien kytkenn�st�  j = l ± s.  H�iri�teorian mukaan

ESO = ánls;jmj | HSO | nls;jmjñ = ánls;jmj | x(r) llllá s  | nls;jmjñ.

Koska

j2 = |(llll+s)|2 = l2 + s2 + 2 llllá s,

on  llllá s  | nls;jmjñ = 1/2 (j2 Ð l2 Ð s2) | nls;jmjñ 

= 1/2 \2 {j(j+1) Ð l(l+1) Ð s(s+1)} | nls;jmjñ 

ja  ESO = 1/2 \2 {j(j+1) Ð l(l+1) Ð s(s+1)} ánls;jmj | x(r) | nls;jmjñ 

ja sijoittamalla yht�l� (9.3.8) saadaan

Kun energiatasojen "et�isyydet" ovat suuruusluokkaa  R¥, siis
105 cmÐ1, niin spinÐratavuorovaikutus (vety-atomin tapaukses-
sa) on vain suuruusluokkaa 1 cmÐ1.  Raskaiden atomien spekt-
reiss� se tulee kuitenkin merkitt�v�ksi, koska  ESO µ Z4.

9.4. Spektritermit

Atomin (elektroni)konfiguraatio (configuration) ilmoittaa mitk�
orbitaalit ovat miehitettyj�.  Tiettyyn konfiguraatioon liittyy yksi
tai useampia (spektri)termej� (term), jotka ilmoittavat aalto-
funktion symmetrian (rataimpulssimomentin) ja konfiguraation
"degeneraation" eli multiplisiteetin.  Eri termit vastaavat de-
generoituneita (singletti, dubletti, tripletti, ...) energiatasoja (le-
vel).  SpinÐratavuorovaikutus poistaa t�m�n degeneraation ja
termeihin merkit��n kvanttiluku J.  Kutakin J:n arvoa vastaa
viel� 2J+1 kappaletta tiloja (state).

Hierarkia on siis: konfiguraatio Ñ termi Ñ taso Ñ tila.
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(9.3.10)

(9.3.11)

(9.3.12)ESO = a2hcR¥Z4j(j+1) Ð l(l+1) Ð s(s+1)
2n3l(l+1

2
)(l+1)

 .



Termin symboli on
2S+1LJ

MJ ,

miss�  L = S, P, D, F, ... (kokonaisrataimpulssimomentti: 0, 1, 2,
3, ...);  2S+1 = 1, 2, 3, 4, ... (multiplisiteetti: singletti, dubletti, ...,
kun L³ S), J = L+S, L+SÐ1, ..., |LÐS| (kokonaisimpulssimomentti)
ja MJ = J, JÐ1, ..., ÐJ.

S�hk�iselle dipolitransitiolle valintas��nn�t ovat

DJ = 0, ±1 (Ji + Jf ³ 1)
DL = ±1, 0
Dl  = ±1
DS = 0.
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(9.4.1)

9.5. Alkalimetalliatomien spektrit

Atomien suljettujen kuorten  ns2, np6, nd10, nf14, ... impulssimo-
mentit h�vi�v�t, eiv�tk� ne sen vuoksi vaikuta atomien spektri-
termeihin, vaan termej�  2S+1LJ  m��r�tt�ess� on tarpeen tar-
kastella vain avointen kuorten miehityksi�.  (Jalokaasuatomien
perustilan spektritermi on  1S0).  T�m�n vuoksi melkein t�ysien
kuorten tarkastelu voidaan suorittaa puuttuvien elektronien
(verrattuna t�yteen kuoreen) eli ns. aukkojen impulssimoment-
tien avulla.  Siten esim. konfiguraatiot  1s2 2p1  ja  1s2 2p5  anta-
vat samat spektritermit  2P1/2,3/2 .

Alkalimetalliatomeilla Li, Na, K, ... on kullakin yksi elektroni
suljettujen kuorten "ulkopuolella" ja niiden spektrit ovat sen
vuoksi hyvin vetyatomin spektrin kaltaisia.  T�m� yksi ns. va-
lenssielektroni (valence electron), joka "liikkuu" keskim��r�is-
t� ulompana, kokee ns. sis�kuorten elektronien (eli sy-
d�nelektronien) varjostaman ytimen potentiaalin.

9.6. Heliumatomin rakenne

Heliumatomi koostuu ytimest�,
jonka varaus on  Z = +2e, sek�
kahdesta elektronista 1 ja 2, joi-
den ytimest� mitatut paikkavek-
torit ovat   r1  ja   r2 , sek� siten
et�isyydet ytimest�  r1 = | r1 |  ja
r2 = | r2 | .  Kun elektronien kes-
kin�ist� et�isyytt� merkit��n
r12 = | r1 Ð r2 |, on Hamiltonin
operaattori

miss�  Ñi
2  tarkoittaa derivointeja  ri:n suhteen.
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T�st� saatavalle Schr�dingerin yht�l�lle Hy(r1, r2)=Ey(r1, r2) ei
ole olemassa analyyttisi� ratkaisuja, joten turvaudutaan h�iri�-
teoriaan.  Jaetaan Hamiltonin operaattori osiin seuraavasti

miss�  Hi  on vedynkaltaisen atomin Hamiltonin operaattori,
jonka ominaisfunktiot tunnetaan, esim.

Koska H1 riippuu vain r1:st� ja H2 vain r2:st�, vertailutilan
Schr�dingerin yht�l�  H(0) y(r1, r2) = E0 y(r1, r2)  separoituu ja
ratkeaa yritteell�

y(r1, r2)  =  ya(r1) yb(r2)  =  | añ | bñ  =  | abñ,

miss�  a «  na la mla  ja  b  «  nb lb mlb ,  ja vastaavat energiat
ovat

E0 = Ð 4 hc R¥ ( 1/na
2 + 1/nb

2 ),

koska  Z2 = 22 = 4.  T�m� olisi siis heliumatomin energia, jos
elektronien v�lill� ei olisi vuorovaikutuksia.

ElektroniÐelektronivuorovaikutuksen eli h�iri�operaattorin  H(1)

energia on  E(1) = áab | H(1) | abñ = J(ab), joka on ns. Coulombin
integraali

T�m� vastaa kahden "varauspilven"  e |ya(r1)|
2  ja  e |yb(r2)|

2

v�list� klassillista s�hk�staattista eli Coulombin energiaa.

Saadulle "suoralle" integraalille eli Coulombin integraalille on
tapana k�ytt�� my�s merkint�j�  J(a,b) = F0(a,b) = R0(a,b;a,b),
ks. esim. Slater.
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(9.6.2)

H = H(0) + H(1),  H(0) = H1 + H2
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(9.6.3)

(9.6.4)

J(ab) = e2

4pe0
 |ya(r1)|2 1

r12
 |yb(r2)|2 dr1 dr2 . (9.6.5)

Tarkastellaan nyt ensin heliumatomin perustilaa  1s2 (1S0), jos-
sa molemmat elektronit ovat  1s-orbitaalilla eli  a = b = 1s  ja  E0
= 2 E1s .  T�ll�in

E(1s2) = 2 E(1s) + J(1s,1s),

miss�  J(1s,1s) = á1s 1s | e2/(4pe0r12) | 1s 1sñ.  T�m� Coulombin
integraali on laskettavissa yht�l�st� (9.6.5) ja  J(1s,1s) =
5/8 (e2/4pe0) (Z/a0) = 5/8 (e2/4pe0a0), kun  Z = 2.  Lukuarvona
J(1s,1s) » 5.45´10Ð18 J = 34.0 eV, ja kun  E(1s) » Ð54.4 eV, saa-
daan  E(1s2) » Ð74.8 eV (Ð7220 kJ/mol).  Vastaava kokeellinen
arvo on  Ð79.0 eV  (Ð7619 kJ/mol).  Yhteensopivuus on kohta-
lainen, etenkin ottaen huomioon, ett� "h�iri�" E(1) » 34.0 eV on
suhteellisen suuri vertailutilan energiaan  E0 » Ð108.8 eV n�h-
den.

Tarkastellaan seuraavaksi heliumatomin viritetty� tilaa  |abñ ,
miss�  a = 1s  ja  b ¹ 1s.  Koska elektronit ovat identtisi�, voi-
daan tarkasteltavaa tilaa  | abñ = ya(r1) yb(r2)  kuvata yht� hyvin
my�s aaltofunktiolla  yb(r1) ya(r2) = | bañ.  T�ll� on ratkaiseva
merkitys koko systeemin kvanttifysikaaliseen kuvaamiseen.

Vertailutila on nyt degeneroitunut:  molemmat mahdolliset aal-
tofunktiot  | abñ  ja  | bañ, vastaavat energiaa E0 = E(a) + E(b).
T�h�n voitaisiin soveltaa degeneroituneiden tilojen h�iri�teori-
aa, kappale 8.2, kahden tilan tapauksessa.  Kirjoitetaan kui-
tenkin yleisemmin

H11 = áab | {H1 + H2 + H(1)} | abñ = E(a) + E(b) + J(ab)

H22 = ába | {H1 + H2 + H(1)} | bañ = E(a) + E(b) + J(ba) = H11

H12 = áab | {H1 + H2 + H(1)} | bañ

       = áab | H1 | bañ + áab | H2 | bañ + áab | H(1) | bañ 

       = E(b) áab | bañ + E(a) áab | bañ + K(ab) = K(ab),

koska   áab | bañ =  áa | bñ áb | añ = 0.
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(9.6.6)



Siten  H12  on ns. vaihtointegraali (exchange integral)

Vaihtointegraalille k�ytet��n my�s merkint�j�  K(a,b) = G0(a,b)
= R0(a,b;b,a).

Koska  H21 = K(ba) = K*(ab) = H12 , saadaan sekulaariyht�l�
energialle  E = E(ab)  muotoon

H11 Ð E S11 H12 Ð E S12
= 0 ,

H21 Ð E S21 H22 Ð E S22

ja edelleen, koska  Sab = áa | bñ = dab ,

E(a) + E(b) + J Ð E K
= 0 .

K E(a) + E(b) + J Ð E

T�st� saadaan ratkaisuiksi

E  =  E±(ab)  = E(a) + E(b) + J(ab) ± K(ab)

ja vastaaviksi aaltofunktioiksi

y±(r1, r2) = | ±ñ = (1/2)1/2 { | abñ ± | bañ }

  = (1/2)1/2 { ya(r1) yb(r2) ± yb(r1) ya(r2) },

sill�

   1/2 { áab | ± ába | } (H1 + H2 + H(1)){ | abñ ± | bañ } = ... = E±(ab).

Siten olemme saaneet heliumatomin viritetyn tilan  ab  ener-
gian ja aaltofunktion ratkaistuksi k�ytt�en vetyatomin kaltaisia
aaltofunktioita  ya(r) = | añ, kun  Z = 2, kantafunktioina.

Funktio  | +ñ = | abñ + | bañ  on symmetrinen elektronien vaihdon
suhteen, kun taas  | Ðñ = | abñ Ð | bañ  on antisymmetrinen eli
vaihtaa merkkins�, kun elektronien paikat (koordinaatit) vaih-
detaan kesken��n.
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(9.6.9)K(ab) = e2

4pe0
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(9.6.10)

(9.6.11)

Kahden elektronin yhdistetty to-
denn�k�isyystiheys, antisymmet-
risen aaltofunktion avulla m��ri-
teltyn�  PÐ(r1, r2) = |yÐ(r1, r2)|

2  h�-
vi��, kun  r1 = r2, koska  yÐ  h�vi-
��.  N�in syntyv�� minimi� yh-
distetyss� jakautumassa  PÐ  sa-
notaan Fermi- tai vaihtoaukoksi
tai -koloksi (Fermi or exchange
hole).  Sen syntyminen on puh-
taasti kvantti-ilmi�, joka on seu-
rausta siit�, ett� elektronit ovat
identtisi�.  Symmetrisen aalto-
funktion tapauksessa todenn�-
k�isyystiheyteen muodostuu peri-
aatteessa vastaavanlainen "ka-
sautuma" eli Fermi-kukkula (Fer-
mi heap).

Osittain n�ist� ilmi�ist� johtuen antisymmetrisen tilan energia
on pienempi (alempi tai negatiivisempi) kuin symmetrisen tilan
energia.  Edell�, alimman kertaluvun h�iri�teoreettisessa tar-
kastelussa t�ksi eroksi saatiin  2 K.

9.7. Heliumin spektri ja Paulin periaate

Heliumatomin (kokeellinen) spektri osoittaa, ett� kaikki
em. symmetriseen ja antisymmetriseen aaltofunktioihin
liittyv�t tilat (termit) eiv�t esiinny.  Esim. konfiguraatiolla
1s1 2p1  tulisi olla termit  1P1 , 

3P2 , 
3P1  ja  3P0  sek� symmetrisell�

ett� antisymmetrisell� aaltofunktiolla, siis yhteens� kahdeksan
eri kokonaisaaltofunktiota.  Kukin termi esiintyy kuitenkin ko-
keellisen spektrin tulkinnan mukaan vain kerran ja viel�p� si-
ten, ett� singletti osoittautuu vastaavan symmetrist� ja tripletti
antisymmetrist� aaltofunktiota,  | +ñ  ja  | Ðñ.
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Pauli selitti t�m�n muodostamalla kokonaisaaltofunktiot em.
symmetrisen tai antisymmetrisen orbitaalin ja spin-funktion tu-
lona ja postuloimalla:

Paulin periaate (The Pauli principle):
Elektronien kokonaisaaltofunktion tulee olla 
antisymmetrinen (mink� tahansa elektroniparin
vaihdon suhteen).

T�t� periaatetta noudattavia hiukkasia sanotaan fermioneiksi
ja p�invastaista periaatetta, kokonaisaaltofunktion symmetri-
syysvaatimusta, noudattavia hiukkaisa sanotaan bosoneiksi.

K�ytt�m�ll� taulukon 6.1 elektroniparin nelj�� spinfunktiota,
yksi antisymmetrinen (singletti) ja kolme symmetrist� (tripletti),
voidaan nyt kirjoittaa nelj� antisymmetrist� kokonaisaaltofunk-
tiota

(1/2)1/2    y+ ( ab Ð ba )

    yÐ aa

(1/2)1/2    yÐ ( ab + ba )

    yÐ bb .

Jos kahden elektronin spinit ovat saman suuntaiset kyseess�
on triplettitila ja antisymmetrinen orbitaalifunktio, jossa elektro-
nit pyrkiv�t v�ltt�m��n toisiaan (Fermi-kolo).  T�t� sanotaan
spinkorrelaatioksi (spin correlation), josta aiheutuu mm. se, et-
t� triplettitilojen energiat ovat alempia kuin singlettien.

Paulin periaatteesta seuraa my�s

Paulin kieltos��nt� (The Pauli exclusion principle):
Kahden elektronin kaikki kvanttiluvut eiv�t voi olla 
samat.
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Mik�li kahden elektronin kaikki kvanttiluvut olisivat samat, n�i-
den elektronien vaihto ei muuttaisi aaltofunktiota ja antisym-
metriavaatimuksen vuoksi  y = Ðy = 0  eli aaltofunktio h�vi�isi
identtisesti.

Heliumatomin  1s2 (1S0)  perustilan antisymmetrinen aaltofunk-
tio voidaan nyt my�s kirjoittaa.  Kun k�ytet��n merkint��
y(r1, r2) = y(1, 2), niin

y(1, 2) = y1s(r1) y1s(r2) { (1/2)1/2 ( a1b2 Ð b2a1 ) }

= (1/2)1/2 { y1s(r1) a1 y1s(r2) b2 Ð y1s(r1) b1 y1s(r2) a2 }

y1s(r1) a1 y1s(r1) b1
= (1/2)1/2         .

y1s(r2) a2 y1s(r2) b2

T�llaista antisymmetrisen aaltofunktion esitystapaa sanotaan
Slaterin determinantiksi (Slater determinant) ja sen alkioita,
joita voidaan merkit� my�s  y1s(r1) a1 = y1s

a(r1) = | 1s a ñ = 1s a,
sanotaan spinÐorbitaaleiksi (spinÐorbital).  Siten heliumatomin
perustilan aaltofunktio voidaan kirjoittaa, esim.

y1s
a(1) y1s

b(1)
y(1,2) = (1/2)1/2         .

y1s
a(2) y1s

b(2)

1s a 1s b
= (1/2)1/2 

1s a 1s b

= (1/2)1/2   det | 1sa 1sb |

= (1/2)1/2  || 1sa 1sb || .

Samoin voidaan kirjoittaa  N  elektronin antisymmetrinen aalto-
funktio spinÐorbitaalien  j  N´N - Slaterin determinanttina
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(9.7.2)

(9.7.1)



ja(1) jb(1) ... jN(1)
ja(2) jb(2) ... jN(2)

y(1,2,...,N) = (1 / N!)1/2   :   :   :
  :   :   :
ja(N) jb(N) ... jN(N)

 = (1 / N!)1/2 det | ja(1) jb(2) ...    jN(N) | ,

miss� j�lkimm�isess� lyhennetyss� muodossa luetellaan ai-
noastaan determinantin diagonaalielementit.

Determinanttiesitys sis�lt�� mukavalla tavalla antisymmetrisen
aaltofunktion ominaisuudet ja em. kieltos��nn�n.  Kahden
elektronin vaihto vastaa determinantin kahden rivin vaihtoa,
josta seuraa determinantin merkin vaihtuminen.  Jos kahden
elektronin kvanttiluvut ovat samat, on determinantissa kaksi
samanlaista saraketta ja se h�vi�� identtisesti.

9.8. Alkuaineiden jaksollinen j�rjestelm�

Keskeiskent�ss� (tai -potentiaalissa) liikkuvien elektronien tilo-
ja voidaan nimet� vetyatomin orbitaalien kvanttiluvuilla.  Vaik-
ka useampielektronisen atomin elektronit eiv�t liikukaan aivan
tarkalleen keskeispotentiaalissa (many-body effects), elektro-
nien kokema potentiaali on kuitenkin keskim��rin pallosym-
metrinen ja vetyatomin kvanttilukuja voidaan k�ytt�� my�s sil-
loin orbitaalien nime�miseen.

P��kvanttiluvun mukaan elektronien tilat jaetaan kuorille K, L,
M, N, ...  (n = 1, 2, 3, 4, ...) ja siell� edelleen impulssimomentti-
kvanttiluvun mukaan alikuorille eli orbitaaleille  s, p, d, f, ... 
(l = 0, 1, 2, 3, ...).  Kullakin orbitaalilla voi elektronin kaksi muu-
ta kvanttilukua saada arvoja ml = l, lÐ1, ..., Ðl ja ms = ±1/2.
Huomaa, ett� s = 1/2, eli elektronin spin(kvanttiluku) saa aina
vain arvon 1/2.  Siten atomissa elektroneilla on nelj� kvanttilu-
kua, jotka voivat saada erilaisia arvoja.
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(9.7.3)

Neutraalissa atomissa on ytimen
varauksen Z m��r� elektroneja,
joilla rakentumisperiaatteen
(Aufbau principle) mukaisesti
t�ytet��n orbitaaleja j�rjestyk-
sess� alimmasta energiatilasta
alkaen Paulin kieltos��nt�� nou-
dattaen.

Uloin orbitaali ja sen miehitys m��r��v�t atomin kemialliset
ominaisuudet, mist� aiheutuu, ett� alkuaineiden kemialliset
ominaisuudet esiintyv�t jaksollisesti.  Siten alkuaineet voidaan
j�rjest�� jaksolliseksi j�rjestelm�ksi niiden uloimpien orbitaa-
lien miehitysten mukaisesti.

9.9. Ionisaatioenergiat

Ionisaatioenergia on minimienergia, joka tarvitaan irroitta-
maan atomista tai molekyylist� yksi elektroni.  Neutraalista
atomista puhuttaessa k�ytet��n nimityst� ensimm�inen ioni-
saatioenergia, kertaalleen ionisoidusta atomista eli positiivi-
sesta ionista puhuttaessa taas toinen ionisaatioenergia, jne.

Atomien ionisaatioenergiat vaihtelevat jaksollisesti uloimman
orbitaalin miehityksen, ja siten my�s jaksollisen j�rjestelm�n,
mukaan.

9.10. Slaterin atomiorbitaalit

Samoin kuin elektronien energiatiloja atomissa voidaan nimet�
vetyatomin kvanttilukuja k�ytt�en, voidaan my�s niiden aalto-
funktioita likim��r�isesti kuvata vedyn kaltaisen atomin aalto-
funktioiden

ynlml
(r,q,f) = N Rnl(r) Ylml

(q, f)

avulla.
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T�ll�in kuitenkin sisemp�n� olevien elektronien varjostus
(shielding, screening) on otettava huomioon.  Se tehd��n ta-
vallisesti k�ytt�m�ll� ulommille elektroneille ns. effektiivist�
ydinvarausta Z*  (£ Z) ja effektiivist� p��kvanttilukua n*  (£ n).
 T�ll� tavoin muodostetaan esim. Slaterin atomiorbitaalit, joi-
den radiaaliosatkin on viel� yksinkertaistettu.  Vedyn kaltaisen
atomin elektronien aaltofunktioiden radiaaliosathan  [ Rnl(r) ]
ovat Laguerren liittopolynomeja, ks. taulukko s. 27.

Slaterin atomiorbitaalit konstruoidaan seuraavasti:
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(1) ynlml
(r,q,f) = N rn*Ð1 eÐZ*r/n* Ylml

(q,f), miss� {n, l, ml}

ovat orbitaalin kvanttiluvut, N on normitusvakio, r = r/a0

ja Ylml
 on palloharmoninen funktio.  Edelleen

(2) effektiivinen p��kvanttiluku n* riippuu p��kvanttiluvusta
n seuraavasti

ja

(3) effektiivinen ydinvaraus Z* riippuu ydinvarauksesta Z
seuraavasti  Z* = Z Ð s, miss� s on ns. varjostusvakio
(shielding constant).  Varjostusvakio lasketaan kullekin
orbitaalille erikseen jakamalla kaikki elektronit ensin
ryhmiin seuraavasti
1s;   2s, 2p;   3s, 3p, 3d;   4s, 4p;  4d;  4f;  5s,5p;  5d;
ja laskemalla muiden elektronien aiheuttamat varjostuk-
set sen mukaan mihin ryhm��n ne kuuluvat 
s = åa sa + åb sb + åc sc , miss�
(a) ulompaan ryhm��n kuuluvat elektronit: sa = 0,
(b) samaan ryhm��n kuuluvat elektronit: sb = 0.35,      
 paitsi sb

1s = 0.30.
(c) sisemp��n ryhm��n kuuluvat elektronit:
      sc = 1.00, paitsi sc = 0.85 seuraavaksi sisemm�lle
      ryhm�lle, jos tarkasteltava orbitaali on s tai p.

n 1 2 3 4 5 6

n* 1 2 3 3.7 4.0 4.2

T�llaisia likim��r�isi� orbitaaleja voidaan k�ytt�� esimerkiksi
arvioitaessa odotusarvoja tai yleens� matriisielementtej� ato-
miorbitaaleille.  T�llaisista orbitaaleista voidaan my�s rakentaa
likim��r�isi� molekyyliorbitaaleja.

Esimerkki.  Kirjoita Slaterin atomiorbitaalit typen  7N  2s-, 2px-
ja 2pz-elektroneille.
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9.11. Itseytyv�t eli SCFÐmenetelm�t

Kvantitatiivisia tuloksia ja t�sm�llist� elektronitilojen kuvausta
varten Slaterin atomiorbitaalit eiv�t ole riitt�vi�, vaan aalto-
funktiot on ratkaistava Schr�dingerin yht�l�st�.  Koska ana-
lyyttisi� ratkaisuja ei ole, ratkaiseminen on teht�v� numeeri-
sesti, ja t�ll�inkin joudutaan k�yt�nn�ss� tekem��n useita ap-
proksimaatioita.  Numeerisen ratkaisemisen perustana on ta-
vallisesti ns. HartreeÐFock selfÐconsistentÐfield (HFÐSCF)
menetelm�, joka perustuu seuraavanlaiseen itseytyv��n yk-
siÐelektronimalliin (oneÐelectron model  Ü  centralÐfield mo-
del).

Kunkin elektronin ajatellaan liikkuvan ytimen ja muiden elekt-
ronien pallosymmetriseksi keskim��r�istetyss� potentiaalissa
eli keskeispotentiaalissa.  T�t� kutsutaan keskeiskentt�mal-
liksi (centralÐfield model).  Numeerisen ratkaisemisen l�ht�-
kohdaksi otetaan jokin yritepotentiaali, esim. Slaterin atomior-
bitaalien muodostama potentiaali.  T�ss� potentiaalissa rat-
kaistaan numeerisesti kaikkien elektronien aaltofunktiot, joita
voidaan sitten k�ytt�� uuden potentiaalin laskemiseen.  T�ss�
potentiaalissa voidaan taas ratkaista entist� paremmat yksiÐ
elektroniaaltofunktiot, jotka edelleen antavat entist� tarkem-
man potentiaalin, jne.  T�t� iterointia jatketaan kunnes aalto-
funktiot (ja potentiaali) eiv�t en�� oleellisesti muutu eli lasku
on itseytynyt (selfÐconsistent), mit� SCF varsinaisesti tarkoit-
taakin.

Numeerista ratkaisemista varten voidaan teht�v� muotoilla
esim. seuraavasti.  Atomin Hamiltonin operaattori kirjoitetaan

miss� Hi on vetyatomin kaltaisen atomin Hamiltonin operaatto-
ri, esim. (9.6.2), ja j�lkimm�inen kaksoissumma on kaikkien
elektronien i ja j keskin�inen Coulombin repulsio, miss� ker-
roin 1/2 on summauksen edess� kaikkien elektroniparien kak-
sinkertaisen laskemisen vuoksi.

MF, kl 1996   103

H = Hiå
i

 + 1
2

 1
4pe0

 e2

r ij
å
j¹i

å
i

 , (9.11.1)

Tarkastellaan (yksinkertaisuuden vuoksi) atomia, jolla on t�y-
det kuoret (tai orbitaalit) (closedÐshell atom), ja kirjoitetaan ko-
ko elektronijoukon aaltofunktio Slaterin determinanttina sek�
Hamiltonin operaattorin (9.11.1) odotusarvo eli kokonaisener-
gia.  Ehdosta kokonaisenergian minimoimiseksi jokaisen orbi-
taalin ys suhteen, saadaan ns. HartreeÐFock yht�l�t

jokaiselle orbitaalille ys.  T�m� on funktion ys eksplisiittinen
differentiaaliyht�l�, miss� ns. Coulombin operaattori

ja vaihto-operaattori

Coulombin operaattori Jr on orbitaalin r aiheuttama keskim��-
r�inen s�hk�staattinen eli ns. HartreeÐpotentiaali ja vaihto- eli
FockÐoperaattori ottaa huomioon spinkorrelaation.

HartreeÐFock-yht�l�iden ratkaisujen ys kulmaosa on triviaalisti
kvanttilukujen l ja ml m��r��m� palloharmoninen funktio kes-
keiskentt�approksimaation vuoksi.  Ratkaisujen radiaaliosa
sen sijaan t�ytyy sovittaa tunnettuihin reunaehtoihin, mink�
vuoksi yht�l�t ratkeavat vain tietyill� (ominais)arvoilla es.  Siten
kyseess� on joukko ominaisarvoyht�l�it�, joiden ratkaisuista
saadaan my�s elektronien tai orbitaalien s orbitaalienergiat.
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(9.11.2) H1 + 2Jr - Krå
r

  ys(1) = es ys(1)

Jr ys(1) =  yr
*(2) e2

4pe0 r12
 yr(2) d2  ys(1)

Kr ys(1) =  yr
*(2) e2

4pe0 r12
 ys(2) d2  yr(1)

(9.11.3)

(9.11.4)



Orbitaalienergia voidaan kirjoittaa my�s HartreeÐFock-yht�l�n
(9.11.2) odotusarvona

es = Es + år (2Jrs Ð Krs),

miss� Es = ás | H1 | sñ on ns. yksiÐelektroni-integraali
(oneÐelectron integral),

Jrs = ás | Jr | sñ = ásr | 1/4pe0 e
2/r12 | srñ

on elektronien s ja r v�linen Coulombin energia (vrt. yht�l�
(9.6.6)) ja

Krs = ás | Kr | sñ = ásr | 1/4pe0 e
2/r12 | rsñ

on vastaava vaihtointegraali (vrt. yht�l� (9.6.9)).  Huomaa, ett�
Jrr = Krr.

Orbitaalienergia es k�sitt�� siis yksiÐelektroni-integraalin
ás | H1 | sñ lis�ksi elektronin s ja kaikkien muiden elektronien v�-
lisen vuorovaikutusenergian.  Niinp�, kun otetaan huomioon,
ett� kunkin orbitaalin s miehitt�� 2 elektronia, sis�lt�� kaikkien
orbitaalienergioiden summa  2 ås es  elektronien v�liset vuoro-
vaikutukset kahteen kertaan (double counting).  Sen vuoksi
elektronijoukon kokonaisenergia on

E = 2 ås es Ð ås år (2Jrs Ð Krs)

atomissa, jossa on t�ydet kuoret ja kullakin orbitaalilla kaksi
elektronia.

Esim. heliumatomille, jolla on t�ydet kuoret, yht. (9.11.5) seu-
raa

e1s = E1s + (2J1s 1s Ð K1s 1s) = E1s + J1s 1s

ja kokonaisenergia on yht. (9.11.8) mukaan

E = 2 e1s Ð (2J1s 1s Ð K1s 1s) = 2 (E1s + J1s 1s) Ð J1s 1s = 2 E1s + J1s 1s

yht�pit�v�sti yht�l�n (9.6.6) kanssa.
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(9.11.7)

(9.11.6)

(9.11.5)

(9.11.8)

Orbitaalienergia on se minimienergia, joka tarvitaan irrotta-
maan kyseinen elektroni atomista, sill� oletuksella, ett� mui-
den elektronien energia(tila)t eiv�t t�m�n seurauksena oleelli-
sesti muutu.  T�m� oletus on ns. Koopmansin teoreema
(Koopmans' theorem).  Siten uloimman eli l�ysimmin sidotun
elektronin orbitaalienergia vastaa likimain atomin ensimm�ist�
ionisaatioenergiaa.

9.12. Hundin s��nn�t

Hundin s��nn�t (Hund rules) ovat empiirisi� "lakeja" atomien
energiatilojen tai -tasojen keskin�iselle j�rjestykselle.  Tarkas-
tellaan esimerkkin� np2-konfiguraatiota, josta saadaan termit
1D2, 

3P2,1,0 ja 1S0.  N�m� j��v�t j�ljelle, kun np n'p - konfiguraa-
tion termeist� 3D3,2,1, 

3P2,1,0, 3S1, 
1D2, 

1P1 ja 1S0 Paulin kielto-
s��nnt� kielt�� osan, kun n = n'.

S��nt� 1:
Sill� termeist�, jolla on korkein multiplisiteetti on alin
energia.  T�m� voidaan ymm�rt�� spin-korrelaation reurauk-
sena.  np2-konfiguraatiolle seuraa E(3P) < E(1D), E(1S).

S��nt� 2:
Tietyll� multiplisiteetill�, termill�, jolla on suurin L on alin
energia.  T�m� voidaan ymm�rt�� siten, ett� suuremmalla L
arvolla elektronien radat ovat keskim��rin et��mp�n� toisis-
taan (ja samaan suuntaan) ja siten Coulombin repulsio on pie-
nin.  Siis, np2-konfiguraatiolle seuraa nyt E(1D) < E(1S).

S��nt� 3:
Tietyll� multiplisiteetill� ja L:n arvolla pienin J antaa
alimman energian, jos kuori on v�hemm�n kuin puoliksi
miehitetty, ja p�invastoin.  T�m� voidaan ymm�rt�� spinÐ
rata vuorovaikutuksen seurauksena.  Siis,

E(3P0) < E(3P1) < E(3P2) < E(1D) < E(1S).

Konfiguraatiolle np4 olisi taas vastaavasti
E(3P2) < E(3P1) < E(3P0) < E(1D) < E(1S).
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9.13. LS- ja jj-kytkent�

Aikaisemmin esill� ollut s�hk�staattisen vuorovaikutuksen do-
minoima elektronien impulssimomenttien kytkent� on ns. LS-
eli RusselÐSaunders-kytkent�.  T�ss�, keveimmill� atomeilla
esiintyv�ss� kytkenn�ss�, kytket��n ensin elektronien rataim-
pulssimomentit lllli , joista saadaan L ja spinit si , joista saadaan
S, ja lopuksi saadaan kokonaisimpulssimomentti J kytkem�ll�
L ja S.  Tilojen kuvaamiseen ovat t�ll�in sopivimpia edell� esil-
l� olleet spektritermit.

Raskailla atomeilla dominoi spinÐratavuorovaikutus, jonka
vuoksi elektronin spinin s ja rataimpulssimomentin llll kytkeyty-
minen elektronin kokonaisimpulssimomentiksi j on voimak-
kaampaa kuin rataimpulssimomenttien v�linen kytkent�.  Kyt-
kem�ll� sitten elektronien impulssimomentit j saadaan koko
elektroniverhon kokonaisimpulssimomentti J.  T�t� sanotaan
jj-kytkenn�ksi.

9.14. Zeeman-ilmi�

Elektronien rata- ja spinimpulssimomentteihin liittyvien mag-
neettisten momenttien seurauksena ulkoinen magneettikentt�
B vaikuttaa elektronien energiatiloihin ja siten atomin spektriin.
 T�t� sanotaan Zeeman-ilmi�ksi (Zeeman effect).

Tarkastellaan 1P1 tilassa olevaa atomia, jolloin S = 0 ja L = J =1,
eli magneettinen momentti m tulee ainoastaan elektronin rata-
liikkeen impulssimomentista L.  T�ll�in M = ge L, miss� ge on
elektronin gyromagneettinen suhde, ja vuorovaikutuksen Ha-
miltonin operaattori on

H(1) = Ð M á B = Ð ge L á B.

Koska 1P1 termill� on tilat ML = MJ = 0, ±1, seuraa siit�, ett�
L á B = Lz B = \ ML B  ja vastaavaksi energiaksi tulee
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(9.14.2)

    E(1) = á1PML | H(1) | 1PMLñ

= Ð ge \ ML B =  mB ML B;  ML = Ð1, 0, 1,

miss� mB on Bohrin magnetoni.  Siten, jos tarkastellaan transi-
tiota  1P ® 1S,  miss� magneetti-
kentt� ei vaikuta lopputilaan, kos-
ka siin�  S = L = 0, n�hd��nkin
magneettikent�ss� yhden viivan
sijasta kolme viivaa, joiden et�i-
syydet ovat mB B, kuvan 9.23 mu-
kaisesti.

Edell� kuvattua singlettitilan pilk-
koutumista eli silpoutumista (split-
ting) kutsutaan normaaliksi Zee-
man-ilmi�ksi ja yleisemp�� ta-
pausta, jossa silpotuvat korkeam-
man multiplisiteetin tilat sanotaan
anomaaliseksi Zeeman-ilmi�ksi.

9.15. Stark-ilmi�

S�hk�kent�n vaikutusta elektronien energiatiloihin ja atomin
spektriin sanotaan Stark-ilmi�ksi.  Voimakkaimpana, joskin sil-
loinkin suhteellisen heikkona, n�hd��n vedynkaltaisten ato-
mien ns. lineaarinen Stark-ilmi�, joka aiheutuu atomin polari-
soitumisesta.

Hamiltonin operaattori on

H(1) = Ð m á E = Ð mz E = e z E,

miss�  m = e r  on elektronin dipolimomentti.  Vedynkaltaisen
atomin orbitaalit eiv�t ole t�m�n operaattorin ominaisfunktioita
ja dipolitransition valintas��nt�jen mukaan nollasta eri�vi�
matriisielementtej� saadaan esim. 2s- ja 2pz-tilojen v�lille.
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(9.14.3)

(9.15.1)



Operaattorin  H(1) = e z E  sanotaan sekoittavan (mix) em. tilat.
Degeneroituneiden tilojen h�iri�teorian mukaan, yht. (8.1.9),
sekoittuneuden tilojen aaltofunktioiksi tulevat  (s + p) / Ö2  ja
(s Ð p) / Ö2, jotka on esitetty kaavamaisesti kuvassa 9.29.  N�i-
den tilojen energiaero riippuu lineaarisesti s�hk�kent�n voi-
makkuudesta, kuten operaattorin (9.15.1) muodosta n�hd��n.

Hyvin voimakas s�hk�kentt� voi repi� elektronin irti atomista.
Elektronin irtoaminen voi tapahtua tunneloitumalla kuvan 9.30
esitt�m�ll� tavalla, jolloin tilan elinaika on ��rellinen ja sen
energiassa n�hd��n elinaika levenem�.
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10. MOLEKYYLIEN RAKENNE

10.1. BornÐOppenheimer approksimaatio

Molekyylien t�ydellinen Schr�dingerin yht�l� sis�lt�� kaikkien
molekyyliss� olevien elektronien ja ytimien potentiaali- ja ki-
neettisi� energioita vastaavat termit.  Yksinkertaisinkin mole-
kyyli koostuu jo ainakin kolmesta hiukkasesta ja sen Schr�-
dingerin yht�l�lle ei ole olemassa analyyttisi� ratkaisuja.

BornÐOppenheimer (BO) approksimaatio perustuu elektro-
nien ja ytimien v�liseen suureen massaeroon, jonka vuoksi nii-
den liiketilat ovat niin erilaisia, ett� niit� voidaan hyv�ll� tark-
kuudella tarkastella erikseen.  Keveiden elektronien voidaan
katsoa seuraavan hitaammin liikkuvia ytimi� miltei viiveett� eli
adiabaattisesti.  Siten ytimien hetkellisen geometrian, ns. mo-
lekyylin konformaation (molecular conformation), voidaan kat-
soa luovan potentiaalin, jossa elektronit liikkuvat ja jossa
elektronien Schr�dingerin yht�l� voidaan ratkaista.  Erilaiset
konformaatiot ja niit� vastaavat molekyylin kokonaisenergiat
muodostavat taas ns. potentiaalienergiak�yr�n tai -(hyper)pin-
nan, joka on likim��rin se potentiaalifunktio, jossa taas yti-
mien liiketiloja voidaan tarkastella.  Potentiaalienergiapinnan
minimi� vastaa molekyylin tasapainokonformaatio.

10.2. Vetymolekyyli-ioni

BornÐOppenheimer approksimaatiossakin ainoastaan yksin-
kertaisin molekyyli, H2

+, jossa on kaksi ydint� ja yksi elektroni,
on ratkaistavissa analyyttisesti.  Sen Hamiltonin operaattori on

Ratkaisu voidaan tehd� ns. elliptisiss� koordinaateissa.
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Tarkastellaan t�ss� kuitenkin
vain elektronin kahden alimman
tilan aaltofunktioita kaavamai-
sesti kuvassa 10.1.  Kuvassa
10.2. ovat niiden miehityst� vas-
taavat molekyylin potentiaalie-
nergiak�yr�t.

Sidoksen muodostavaa (tai ne-
gatiiviseen kokonaisenergiaan
johtavaa) aaltofunktiota sano-
taan sitovaksi eli "bonding" mo-
lekyyliorbitaaliksi, jolle on luon-
teenomaista "elektronivarauk-
sen" keskittyminen ytimien v�lille
"sidokseksi".  Toinen aaltofunktio
on ns. "antibonding" (eli hajotta-
va tai hylkiv�) molekyyliorbitaali,
jonka miehitys johtaa positiivi-
seen ja repulsiiviseen potentiaa-
lienergiak�yr��n kaikilla ytimien
keskin�isill� et�isyyksill�, eik� si-
dosta synny.  Huomaa, ett�
my�s elektronien kineettisten
energioiden osuudet vaikuttavat
n�iden potentiaalienergiak�yrien
eroa vahvistavasti.

Sitovaa orbitaalia vastaavan po-
tentiaalik�yr�n minimi on H2

+

molekyylin tasapainosidospituus
Re.
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Tarkastellaan seuraavaksi
neutraalia vetymolekyyli�, jon-
ka Hamiltonin operaattori BO
approksimaatiossa on

kahdella erilaisella l�hestymistavalla.

10.3. Molekyyliorbitaalimenetelm�

Vetymolekyyli-ionin molekyyliorbitaalien voidaan ajatella muo-
dostuneen ytimien a ja b mukana seuranneista vetyatomien
1s-orbitaaleista ya ja yb eli | a ñ ja | b ñ.  T�ll�in sitova orbitaali
on likimain ya + yb ja antibonding orbitaali on ya Ð yb.  Samoin
voidaan yleisestikin kuvata molekyyliorbitaaleja hyv�ll� tark-
kuudella atomiorbitaalien lineaarikombinaatioina.  T�llaisen
menetelm�n yleinen nimi on linear combination of atomic orbi-
tals (LCAO) molecular orbital (MO) method, ja "suomeksi"
LCAOÐMO menetelm�.  K�ytett�v�t atomiorbitaalit voidaan
valita tarkoitukseen sopivalla tavalla, esim. HFÐSCFÐAO tai
Slaterin atomiorbitaalit.

Tarkastellaan viel� vetymolekyyli-ionia H2
+ ja sen molekyylior-

bitaalien kuvaamista LCAO menetelm�ll� k�ytt�en vetyatomin
1s-orbitaaleja ( | a ñ ja | b ñ ) ns. kantafunktioina.  Molekyyliorbi-
taalit ovat silloin muotoa

y = ca | a ñ + cb | b ñ,

jossa kertoimet ca ja cb tulee m��r�t�.  Kun k�ytet��n variaa-
tiomenetelm��, ks. kappale 8.3, ja Hamiltonin operaattoria
(10.3.1) saadaan sekulaariyht�l�t

år cr (Hrs Ð E Srs) = 0,
miss�
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(10.2.1)

H  =  Ð \
2

2me
 Ñ1

2 + Ñ2
2  + e2

4pe0
  Ð 1

r1a
 Ð 1

r1b
 Ð 1

r2a
 Ð 1

r2b
 + 1

r12
 + 1

R
  ,

(10.3.2)

(10.3.3)



Haa = Hbb = áa | H | añ = a  on ns. Coulombin integraali,

Hab = Hba = áa | H | bñ = b  on ns. resonanssi-integraali
tai "hopping"-integraali,

Sab = Sba = áa | bñ = S  on peittointegraali (overlap integral) ja

Saa = Sbb = áa | añ = 1.

Sekulaariyht�l�t (10.3.3) voidaan siten kirjoittaa

ca (a Ð E) + cb (b Ð E S) = 0

ca (b Ð E S) + cb (a Ð E) = 0

ja ei-triviaaleja ratkaisuja on olemassa, jos sekulaaridetermi-
nantti h�vi�� eli

  a Ð E b Ð E S
      = 0.

b Ð E S   a Ð E

T�st� seuraa, ett�  (a Ð E)2 Ð (b Ð E S)2 = 0.  Kun t�st� ratkais-
taan E, saadaan

Tark.:

Sekulaariyht�l�ist� saadaan vastaaviksi kertoimiksi

E+ :    ca = cb ja ca = 1 / {2(1+S)}1/2

EÐ :    ca = Ð cb ja ca = 1 / {2(1ÐS)}1/2

ja aaltofunktiot ovat siten

y± = ca ( | a ñ ± | b ñ ) ,

miss� siis | a ñ ja | b ñ ovat vetyatomin 1s-orbitaaleja.
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(10.3.4)E±  =  
a ± b

1 ± S
 .

(10.3.5a)

(10.3.5b)

Lasketaan viel� suureet a, b ja S.  Coulombin integraali

miss�

Jos      niin j' voidaan laskea analyyttisesti
ja

Resonanssi-integraali

miss�

My�s k' voidaan laskea analyyttisesti, josta saadaan (ks. app.)

Peittointegraalin analyyttinen lasku antaa (ks. appendix 14)

MF, kl 1996   114
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2me
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4pe0
 1
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             + áa | Ð e2

4pe0
 1
rb

 | añ + e2

4pe0
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(10.3.6)

j' = e2

4pe0
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4pe0
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(10.3.10)

k'(R,Z) = e2

4pe0
 1
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 1 + ZR
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 eÐZR/a0 .

S(R,Z) = áa | bñ = 1 + ZR
a0

 + 1
3
 ZR

a0

2
 eÐZR/a0 .

(A 14.2)

(A 14.3)



Nyt voidaan energian ominaisarvot   kirjoittaa auki:

ja

joiden tasokaavio on kuvassa
10.6.  Sek� j' ett� k' ovat positiivi-
sia, joten E+ on sitovan orbitaalin
ominaisenergia ja EÐ on hajotta-
van.  Huomaa, ett� EÐ poikkeaa
enemm�n yl�sp�in kuin E+ alas-
p�in E1s-energiasta.

Em. analyyttisi� lausekkeita k�yt-
t�en voidaan H2

+-molekyylin mini-
mienergia ja sit� vastaava sidos-
pituus Re m��r�t�.  Lasku antaa
Re = 1.30 �  ja dissosiaatioenergiaksi tulee
E1s Ð E+ = 1.76 eV (170 kJmolÐ1), kun vastaavat kokeelliset arvot
ovat 1.06 � ja 2.60 eV (251 kJmolÐ1).  Syy suureen poikkea-
maan on k�ytetty puutteellinen kantajoukko: pelk�t vetyatomin
1s-orbitaalit.

Kaksiatomisen molekyylin sidoksen ymp�ri tapahtuvan rotaa-
tion suhteen t�yden symmetrian omaavia orbitaaleja kutsu-
taan s-orbitaaleiksi, vrt. atomin s-orbitaalit.  Hajottava orbitaali
voidaan lis�ksi merkit� t�hdell� (*).  Homonukleaarisen mole-
kyylin tapauksessa voidaan lis�ksi merkit� inversiosymmetria
alaindeksin�: parillinen g (gerade) ja pariton u (ungerade).  Si-
ten edell� saatuja molekyyliorbitaaleja merkit��n sg ja su*.
Mik�li on tarpeen korostaa sukulaisuussuhdetta (alkuper��)
atomaarisiin orbitaaleihin, joista ne ovat tavallaan muodostu-
neet, voidaan merkint� kirjoittaa my�s 1ssg ja 1ssu*.  My�s
molekyyliorbitaalien "p��kvanttiluku" voidaan merkit� ja siten
kirjoittaa 1sg ja 1su* (tai 1sg ja 2su*).

MF, kl 1996   115

E± = 
a ± b

1 ± S
E+ = E1s + e2

4pe0
 1
R

 Ð j' + k'
1 + S

EÐ = E1s + e2

4pe0
 1
R

 Ð j' Ð k'
1 Ð S

 ,

(10.3.11a)

(10.3.11b)

                      Kuva 10.6.

Samoin kuin heliumatomin elektronikonfiguraatio muodostet-
tiin vastaavasta He+-ionin 1s-orbitaalista miehitt�m�ll� se kah-
della elektronilla, voidaan nyt H2-molekyylin elektronikonfigu-
raatio muodostaa miehitt�m�ll� H2

+-ionin 1sg-orbitaali kahdella
elektronilla.  Siten saadaan kahden elektronin aaltofunktiolle
symmetrinen rataosa 1sg(1) 1sg(2), johon on liitett�v� antisym-
metrinen spin-osa, vrt. yht�l� (9.7.1) heliumatomille, jolloin
saadaan

y(1,2) = 1sg(1) 1sg(2) (1/2)1/2 {a1b2Ðb1a2}.

Koska 1sg = {2(1+S)}Ð1/2 (a+b), miss� a = ya = | añ, on

 y(1,2) = {2(1+S)}Ð1 {a(1)+b(1)} {a(2)+b(2)} (1/2)1/2 {a1b2Ðb1a2}.

T�t� aaltofunktiota vastaava potentiaalienergiak�yr� saadaan
Hamiltonin operaattorin (10.2.1) odotusarvona (R:n funktio),
josta edelleen saadaan sidospituudeksi 0.85 � ja sidosener-
giaksi  2 E1s

H Ð E+
H2 = 2.70 eV (260 kJmolÐ1).  Vastaavat kokeel-

liset arvot ovat  0.742 �  ja  4.48 eV (432 kJmolÐ1), joten laskun
tulos on kyll� suuntaa-antava, joskaan ei kovin hyv�.

10.4. Valenssisidosmenetelm�

MO-menetelm� ei kuvaa hyvin vetymolekyylin sidoksen kat-
keamista ja dissosiaatiota kahdeksi erilliseksi vetyatomiksi, joi-
den muodostaman elektronisysteemin aaltofunktio olisi luon-
nollisesti em. merkint�j� k�ytt�en  a(1) b(2).  Valenssisidos-
menetelm�ss� (valence bond method, VB) otetaan t�m�
elektroniparin kuvaamiseen sopiva aaltofunktio l�ht�kohdaksi.

Funktion  a(1) b(2)  lis�ksi sen kanssa degeneroitunut funktio
b(1) a(2)  on yht� hyv� yritteeksi ja degeneroituneiden tilojen
h�iri�teoria (tai variaatiomenetelm�) antaa n�iden lineaari-
kombinaatioista  y± = N± {a(1) b(2) ± b(1) a(2)}   perustilaksi
funktion  y+.
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M��r�t��n normitustekij� integraalista

áy± | y±ñ = N±
2 {áab | abñ ± áab | bañ ± ába | abñ + ába | bañ}

  = N±
2 2(1±S2) = 1,  josta saadaan

N± = 1 / {2(1±S2)}1/2.

Tarkastellaan seuraavaksi vetymolekyylin Hamiltonin operaat-
torin (10.2.1) odotusarvoa em. aaltofunktiolle
y± = N± {| abñ ± | bañ}.  Laskun tuloksena saadaan (ks. app.14)

miss�

        J = j Ð 2j',  K = k Ð 2k'S,

ja integraalit  j'  ja  k'  on annettu aikaisemmin yht�l�iss�
(10.3.7) ja (10.3.10).  Huomaa, ett� integraali  k  vastaa he-
liumatomin vaihtointegraalia "K".  My�s edell� saatuja lausek-
keita  J  ja  K  kutsutaan Coulombin ja vaihtointegraaleiksi.  Ne
molemmat ovat negatiivisia ja siksi  E+ < EÐ. Nyt laskemalla si-
dosenergia saadaan 3.14 eV (303 kJmolÐ1).

10.5. Varauskorrelaatio

Verrataan nyt MO- ja VB-menetelmien antamaa kuvausta H2-
molekyylille.  J�tt�m�ll� normitustekij�t pois voidaan menetel-
mien mukaiset perustilan aaltofunktiot kirjoittaa muodossa

   yVB = a(1) b(2) + b(1) a(2)
ja

  yMO = a(1) b(2) + b(1) a(2) + a(1) a(2) + b(1) b(2).
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(10.4.3)

E± = 2E1s + e2

4pe0
 1
R

 Ð 
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1 ± S2
 ,

j = e2

4pe0
 áab | 1

r12
 | abñ ,

k = e2

4pe0
 áab | 1

r12
 | bañ ,

(10.4.4)

(10.4.2)

(10.4.5)

(10.5.1)

(10.5.2)

Valenssisidosaaltofunktio esitt�� atomeissa a ja b olevien
elektronien muodostaman elektroniparin kovalenttista sidosta.
 Molekyyliorbitaalimenetelm�n antama aaltofunktio sis�lt��
em. kovalenttisten termien lis�ksi yht� suurella painolla io-
nisidosta  (H+ Ð HÐ)  kuvaavat termit, jotka kuvaavat tilannetta,
jossa molemmat elektronit ovat samalla atomilla a tai b.  Tar-
kastele esim. dissosiaatiota!

MO-menetelm�n ionisidosluonne on siis liian voimakas, koska
elektronien s�hk�staattisen repulsion vuoksi elektronit ovat
keskim��rin paljon enemm�n eri atomeissa kuin samoissa
atomeissa.  T�t� kutsutaan varauskorrelaatioksi tai yleisesti
vain korrelaatiovuorovaikutukseksi.  Huomaa ero aikaisemmin
esill� olleeseen spinkorrelaatioon eli vaihtovuorovaikutuk-
seen, joka on puhtaasti kvanttimekaninen ilmi�, kun taas va-
rauskorrelaatio on luonteeltaan klassinen monen kappaleen il-
mi� ns. manyÐbody effect.

VB-aaltofunktio toisaalta yliarvioi varauskorrelaatiota, koska
ionisidosluonnekin on otettava huomioon, eli joskus molemmat
elektronit ovat samassakin atomissa.  Sen vuoksi VB-aalto-
funktiota voidaan parantaa yritteell�

    yVB = a(1) b(2) + b(1) a(2) + l {a(1) a(2) + b(1) b(2)}

= ycov
VB + l yion

VB,

miss� ionisidoksen luonne on otettu mukaan painokertoimella
l <1.  Jos k�ytet��n variaatiomenetelm�� parametrin  l  opti-
mointiin, saadaan  l » 1/6  eli ionisidoksen luonnetta on  l2 »
1/36 » 3%  MO-menetelm�n ehdottaman 50% sijaan.  T�m�
selitt�� sen, ett� korjaamattomanakin VB-menetelm� antaa
paremman tuloksen vetymolekyylille kuin MO-menetelm�.
Em. optimoidulla aaltofunktiolla saadaan dissosiaatioenergiak-
si 4.10 eV (396 kJmolÐ1), vrt. kokeelliseen 4.48 eV (432 kJmolÐ1).
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(10.5.3)



MO-menetelm�n aaltofunktiota voidaan my�s parantaa otta-
maan huomioon varauskorrelaatio.  T�h�n voidaan k�ytt�� ns.
konfiguraatiovuorovaikutus (configuration interaction, CI) -tek-
niikkaa seuraavasti.  Tarkastellaan vetyatomin 1s-orbitaalien
viritt�mien molekyyliorbitaalien sg ja su* erilaisia miehityksi�
eli elektronikonfiguraatioita.  Ne ovat sg

2, sg su ja su
2, tai tar-

kemmin sg(1) sg(2), sg(1) su*(2), su*(1) sg(2) ja su*(1) su*(2).
Nelj�st� viimeksi kirjoitetusta toinen ja kolmas ovat degeneroi-
tuneita ja sekoittuvat, ja spinfunktioineen tilat voidaan kirjoittaa
seuraavsti:

1Sg: sg(1) sg(2) (a1b2 Ð b1a2)
1Su: {sg(1) su*(2) + su*(1) sg(2)} (a1b2 Ð b1a2)
1Sg: su*(1) su*(2) (a1b2 Ð b1a2)

 a1 a2
3Su: {sg(1) su*(2) Ð su*(1) sg(2)} (a1b2 + b1a2)

 b1 b2

T�ss� molekyylin kokonaissymmetria on
ilmoitettu spektritermin 1Sg tai 3Su avulla
samoin kuin se tehd��n atomienkin ta-
pauksessa.

My�s 1Sg-symmetrian konfiguraatioiden
aaltofunktioiden voidaan antaa sekoittua
kokonaisenergian minimoimiseksi.  Pe-
rustilan aaltofunktiolle voidaan kirjoittaa
yrite (normitusta vaille) esim. muotoon

yCI
MO = {sg(1) sg(2) + l' su*(1) su*(2)} (a1b2 Ð b1a2),

miss� l' < 1, koska energiassa alemman konfiguraation sg
2

voidaan odottaa dominoivan su
2-konfiguraatioon verrattuna.

Kun sijoitetaan viel� sg = a + b  ja  su = a Ð b, saadaan (ilman
normitusta ja spin-funktiota kirjoitettuna)

yMO = a(1) b(2) + b(1) a(2) + l {a(1) a(2) + b(1) b(2)},

joka on t�sm�lleen sama kuin parannettu  yVB.
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(10.5.4)

MO-menetelm� (plus CI) on "helpompana" yleisemmin k�ytet-
ty kuin VB ja jatkossa tarkastellaankin molekyylien elektronira-
kenteita  MO-menetelm�n k�sittein.

10.6. Kaksiatomisten molekyylien rakenne

Tarkastellaan seuraavaksi kaksiatomisen molekyylin elekt-
ronikonfiguraation muodostumista rakentumisperiaatteen ja
Paulin kieltos��nn�n mukaan.  Katsotaan ensin joitakin peri-
aatteita molekyyliorbitaalien ja sidosten muodostumisessa ato-
miorbitaaleista.

Sidoksen muodostavilla atomiorbitaaleilla t�ytyy olla sama
symmetria ytimi� yhdist�v�n akselin ymp�ri tapahtuvan rotaa-
tion suhteen.  T�llaisia ovat esimerkiksi kaikki atomaariset s-
ja pz-orbitaalit kesken��n, niill� on t�ysi rotaatiosymmetria ak-
selin ymp�ri ja ne muodostavat korkeimman symmetrian mo-
lekyyliorbitaaleja, ns. s-orbitaaleja.

Atomaarisilla px- ja pz-orbitaaleilla
on taas alempi ns. p-symmetria ja
ne muodostavat p-sidoksia.  Sym-
metriavaatimus seuraa siit�, ett�
sidoksen (molekyyliorbitaalin)
muodostavilla atomiorbitaaleilla
t�ytyy olla p��llekk�isyytt� eli peit-
toa (overlap), jonka mitta on peit-
tointegraali S.  Eri symmetrian
omaavien orbitaalien peittointe-
graali h�vi��.

Toisaalta silloin, kun peittointe-
graali ei h�vi�, saadaan merkitt�-
v�� peittoa vain siin� tapaksessa,
ett� atomiorbitaalit eiv�t ole liian
keskittyneit� tai kovin diffuuseja.
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Sidoksen muodostavien atomiorbitaalien energian ominaisar-
vojen t�ytyy olla samaa suuruusluokkaa.  MO-menetelm�ll�
ratkaistaan orbitaalienergiat sekulaarideterminantista, jonka
ratkaisut yksinkertaisimmillaan ovat muotoa (8.1.7)

e+  »  e1 Ð b2 / (e2Ðe1)    ja   eÐ  »  e2 + b2 / (e2Ðe1) ,

miss�  b = H12 ,  ja  e1  sek�  e2  ovat
atomiorbitaalien energiat.  T�st�
n�hd��n, ett� suuri ero atomiorbi-
taalien energioissa aiheuttaa v�h�i-
set muutokset orbitaalienergioihin
molekyyliorbitaalien muodostuessa
ja siten syntyv� sidos on heikko.
T�ll�in my�s atomiorbitaalien se-
koittuminen on v�h�ist�.

Em. periaatteiden avulla voidaan
hahmotella kaksiatomisten mole-
kyylien energiatasokaaviota ja
elektronikonfiguraatiota.  Kuvassa
10.12 on kaavamaisesti homonu-
kleaarisen kaksiatomisen molekyy-
lin energiatasokaavio.  Huomaa, ett�  2ss*- ja 2pzs-orbitaalit
my�s sekoittuvat ja muuttavat hieman bonding/antibonding-
luonnettaan sen seurauksena.  N�ist� syntyy ns. hybridiorbi-
taaleja.  

Sijoittamalla typpimolekyylin N2 14 elektronia tasokaavioon
saadaan konfiguraatio

N2: 1ssg
2 1ssu*

2 2ssg
2 2ssu*

2 2ppu
4 2psg

2    ( 1Sg ),

josta voidaan lukea, ett� syntynyt sidos on kolmoissidos: yksi
s- ja kaksi p-sidosta.  Siten sidosta voidaan merkit� esim.
NºN .
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Hapen O2  16 elektronia taas muodostavat konfiguraation

O2: 1ssg
2 1ssu*

2 2ssg
2 2ssu*

2 2ppu
4 2psg

2 2ppg*
2 ,

jonka mahdolliset spektriter-
mit ovat  3S, 1S ja 1D.  Jos
k�ytet��n Hundin s��nt�jen
selityksin� olleita perusteita
kaksiatomisille molekyyleille
sovellettuna, voidaan p��tel-
l�, ett� perustila on 3S.  Las-
kemalla sitovien ja hajoitta-
vien orbitaalien miehitykset
voidaan p��tell� nettosidok-
sen olevan kaksoissidos:
O=O .

Fluorimolekyylin F2: ... 2psg
2

2ppg*
4 (1Sg)  sidos on en��

vain yksinkertainen  FÐF  ja
heikko: 1.60 eV  (vrt. N2: 9.76
eV), ja Ne2: ... 2psg

2 2ppg*
4

2psu*
2 (1Sg)  ei muodostu

MO-teorian mukaan en�� ol-
lenkaan.

Hiili-dimeerin C2 konfiguraa-
tioksi tulisi tasokaavion mu-
kaan ... 2ssu*

2 2ppu
4 (1Sg),

mutta perustila onkin:
... 2ssu*

2 2ppu
3 2psg (

3Pu).  T�-
m� selittyy sill�, ett� triplettiti-
la 3Pu on elektroniÐelektroni
vuorovaikutusten (mm. spin-
korrelaatio eli vaihtovuorovai-
kutus) vuoksi alempi energia-
tila kuin 1Sg.
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10.7. Moniatomiset molekyylit

Vesimolekyylin H2O ja ammoniakkimolekyylin NH3 konformaa-
tiot voidaan karkeasti ymm�rt�� hapen ja typen sidokset muo-
dostavien 2p-orbitaalien avulla.  Vetyatomien 1s-orbitaalit si-
toutuvat toisiaan vastaan kohtisuoriin px-, py- ja pz-orbitaaleihin
ja syntyvien sidosten v�liset kulmat ovat sen vuoksi likimain
90° (vedell� 104.5° ja ammoniakilla 107°).  Tarkastellaan nyt
n�iden molekyylien rakenteita LCAO-MO -teorian avulla.

Sidoksen muodostavia molekyyliorbitaaleja m��r�tt�ess� kan-
tafunktioiksi voitaisiin ottaa hapen 2s-, 2px-, 2py- ja 2pz-funktiot
ja molempien vetyatomien 1s-funktiot 1sA ja 1sB  (hapen 1s ei
osallistu sidoksiin).  K�ytet��n kantafunktioina kuitenkin my�s
veden tapauksessa em. atomiorbitaaleista muodostettuja sym-
metriaan C2v adaptoituneita funktioita, jotka voidaan muodos-
taa samoin kuin sivuilla 59Ð60, kappaleessa 7.9, tehtiin NH3-
molekyylin s-funktioiden tapauksessa.
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Kuudesta atomiorbitaalista saadaan siis kuusi symmetriaan
adaptoitunutta kantafunktiota:   O2s, O2px, O2py, O2pz,
H1sA+H1sB ja H1sAÐH1sB.  N�iden ja Hamiltonin operaattorin
avulla voidaan kirjoittaa Hamiltonin matriisi ja sekulaariyht�l�t
sek� 6´6 sekulaarideterminantti, josta saadaan ratkaisuina 6
ominaisarvoa.

Koska jokainen kantafunktio kuuluu johonkin symmetrialajiin,
h�vi�v�t kaikki eri symmetrialajeihin kuuluvien funktioiden v�li-
set matriisielementit ja 6´6 sekulaarideterminantti separoituu
kolmeen alideterminanttiin (3´3, 2´2 ja 1´1), jotka kukin vas-
taavat tietty� symmetrialajia.  Siten ratkaiseminen helpottuu
merkitt�v�sti ja lis�ksi kunkin alideterminantin antamat ratkai-
sut voidaan nimet� kyseisen symmetrialajin mukaan.  Siten
saatavat molekyyliorbitaalit ovat muotoa:

A1: a1  =  c1 (H1sA+H1sB) + c2 (O2pz) + c3 (O2s)

B1: b1  =  O2px

B2: b2  =  c1' (H1sAÐH1sB) + c2' (O2py),

miss� kertoimet ci ja ci' saadaan
sekulaariyht�l�st�.

Sijoittamalla nyt molekyylin 10
elektronia rakentumisperiaatteen
mukaisesti saadaan konfiguraatio
O1s2 1a1

2 1b2
2 1b1

2 2a1
2 (1A1),

katso kuva 10.15.  Molekyylin ko-
konaisenergia voidaan my�s las-
kea sek� etsi� sen minimi konfor-
maatiota optimoimalla.  Jos k�y-
tet��n lis�ksi HF-SCF-menetel-
m��, jotta saadaan itseytyv�t
elektroniÐelektronivuorovaikutuk-
set, saadaan hyv�ll� tarkkuudella
konformaatioksi sama kuin ko-
keellisestikin havaittu on.
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Samoin voidaan tarkastella my�s NH3-molekyylin elektronira-
kennetta pisteryhm�n C3v karakteeritaulua k�ytt�en.  T�m�
onkin jo tehty kappaleen 7.9 esimerkiss�, jossa tehtiin my�s
merkinn�t

sN =  N2s (a1)

s1 =  H1sA + H1sB + H1sC (a1)

s2 =  2 H1sA Ð H1sB Ð H1sC (e)

s3 =  H1sB Ð H1sC (e)

Lis�ksi tarkastelemalla typen 2p-
orbitaalien px, py ja pz symmetrioita,
voidaan helposti p��tell�, ett�

A1:  a1 =  c1 s1 + c2 sN + c3 pz ,

E :  e =  c1' s2 + c2' px  ja

 e =  c1'' s3 + c2'' py .  

Tarkasteltavan 7 kantafunktion
(tai alunperin 7 atomiorbitaalin)
avulla voidaan muodostaa 7 mo-
lekyyliorbitaalia Hamiltonin mat-
riisin ominaisfunktioina.  Vastaa-
vat 7 ominaisarvoa muodostavat
kuvan 10.17 mukaisen tasora-
kenteen.  T�h�n voidaan NH3 -
molekyylin 10 elektronia sijoittaa
konfiguraatioksi N1s2 1a1

2 1e4

2a1
2 (1A1).
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10.8. Hybridiorbitaalit

Molekyylien kovalenttisten sidosten muodostumista ja suun-
tautumista (orientaatiota) voidaan selitt�� atomiorbitaalien ns.
hybridisaation (sekoittuminen) avulla.  Edell� tarkasteltujen
H2O ja NH3 -molekyylien tapauksessa voidaan ajatella kes-
kusatomin 2s-orbitaalin hybridisoituneen 2p-orbitaalien kanssa
sidosten muodostuessa.  Sidosten voidaankin ajatella muo-
dostuneen n�ist� hybridiorbitaaleista ja vetyatomien 1s-orbi-
taaleista, vrt. sidosten VB-kuvaus.

Vesimolekyylin H2O kaksi sidosta ovat samassa tasossa.  Tar-
kastellaan niiden muodostumiseen liittyv�� hapen 2s, 2pz ja
2py -orbitaalien hybridisoitumista, joka voidaan kirjoittaa

h1 = a s + bz pz + by py  ja

h2 = a s + bz pz Ð by py .

N�m� ovat kesken��n or-
togonaalisia, samoin kuin
kolmas (ortogonaalinen)
hybridi  h0 , joka on 2
elektronin miehitt�m� eik�
muodosta sidosta.

Mik�li vain pz ja py -orbi-
taalit ovat sekoittuneet (a =
0, bz = by = 1), on hybridior-
bitaalien v�linen kulma
90°.  T�ll�in h0 = s ja miehi-
tykset 1s2 2px

2 h0
2 h1 h2

projisioituina atomiorbitaa-
leille antavat "konfiguraa-
tion" 1s2 2s2 2px

2 2py 2pz,
jota voidaan pit�� hapen
perustilan miehityksen�.
T�t� sanotaan p2-hybridi-
saatioksi.

MF, kl 1996   126



Mik�li taas vain s ja py -orbitaalit ovat sekoittuneet (a = by = 1,
bz = 0), tulee hybridiorbitaalien h1 ja h2 v�liseksi kulmaksi 180°.
Silloin h0 = pz ja miehitykset 1s2 2px

2 h0
2 h1 h2 projisioituvat

"konfiguraatioksi" 1s2 2s 2px
2 2py 2pz

2, jota sanotaan sp-hybri-
disaatioksi.

Mik�li taas kaikki kolme orbitaalia 2s, 2pz ja 2py sekoittuvat yh-
t� suurilla painokertoimilla (a = bz = by = 1), on kyseess� sp2-
hybridisaatio, kahden edellisen tapauksen v�limuoto, jota vas-
taa sidosten v�linen kulma 120°.

Vesimolekyylin kokonaisenergia minimoituu, kun sidosten v�li-
nen kulma on 104.45°, jolloin O2s-orbitaalin osuus sidoksissa
on noin 20%, normitettuna a2 = 0.20  (a = 0.45 ja b = 0.89).

Typpiatomi muodostaa mielell��n kolme sidosta, yhden jokai-
seen p-orbitaaliinsa.  Ilman hybridisaatiota sidosten v�liset kul-
mat olisivat j�lleen 90°.  Mutta esimerkiksi NH3-molekyylin si-
doskulmat ovat kuitenkin 107°, joten 2s-orbitaalin voidaan j�l-
leen ajatella hybridisoituneen sidosten muodostuessa.  Itse
asiassa 2s-orbitaalin hybridisaatioasteen voidaan laskea ole-
van noin 80%, mik� on jo l�hell� ns. sp3-hybridisaatiota.

Hiili muodostaa mielell��n nelj� sidosta, esim CH4, jotka ovat
orientoituneet ideaalisen tetraedrin k�rkien suuntiin.  Sidosten
v�liset kulmat ovat t�ll�in 109.47° = arccos(Ð1/3).  Hiiliatomin
2s-, 2px-, 2py- ja 2pz-orbitaaleista muodostuneet hybridiorbi-
taalit ovat t�ll�in

h1 = s + px + py + pz,

h2 = s Ð px + py Ð pz,

h3 = s + px Ð py Ð pz  ja

h4 = s Ð px Ð py + pz.
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T�ll� tavoin hiilen elektronikonfiguraatio muuttuu atomin miehi-
tyst� vataavasta 1s2 2s2 2p2 miehitykseksi 1s2 2s 2p3, sill�
kunkin hybridiorbitaalin voidaan ajatella olevan 1/4 verran s-
luonteinen ja 3/4 verran p-luonteinen.  T�t� sanotaan sp3-hybri-
disaatioksi.

10.9. H�ckelin MO-menetelm� 
ja konjugoituneet p-elektronit

Eteenimolekyylin H2C=CH2 kak-
soissidoksen voidaan ajatella muo-
dostuvan sp2-hybridisaation s, py,
pz Ð> h1, h2, h3 (120°), s-sidoksen ja
px-orbitaalien muodostaman p-si-
doksen tuloksena.  T�llainen p-si-
dos on j�ykk� ja se pakottaa kaikki
H-atomit samaan tasoon.

Tarkastellaan seuraavaksi butadieenimolekyyli�
CH2=CHÐCH=CH2, jossa kullakin hiiliatomilla on aluksi nelj�
elektronia (2s2 2p2) ja vetyatomeilla yksi kullakin "sidoksia var-
ten".  Kun merkit��n molekyyliin vain hiilien v�liset s-sidokset
(2s, 2pz), saadaan  H2CÐCHÐCHÐCH2 , jonka lis�ksi j�� viel�
kullekin hiilelle yksi p-elektroni ("poikittain sidosten muodosta-
maa akselia vastaan")  p-sidoksia varten.  Symmetriasyist�
(ks. kappale 10.7) voidaan n�iden nelj�n p-orbitaalin p1, p2, p3
ja p4 muodostamia p-sidoksia tarkastella s-sidoksista erill��n.

p-symmetrian sekulaariyht�l� on

åi ci {Hij Ð E Sij} = 0 ;   i = 1, 2, 3, 4,

ja energiat voidaan ratkaista vastaavasta sekulaaridetermi-
nantista

det | Hij Ð E Sij | = 0
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(10.9.1)

(10.9.2)



eli

H11 Ð E S11     H12 Ð E S12     H13 Ð E S13     H14 Ð E S14 

H21 Ð E S21     H22 Ð E S22     H23 Ð E S23     H24 Ð E S24 
     =  0.

H31 Ð E S31     H32 Ð E S32     H33 Ð E S33     H34 Ð E S34 

H41 Ð E S41     H42 Ð E S42     H43 Ð E S43     H44 Ð E S44 

Ratkaistaan t�m� ns. H�ckelin molekyyliorbitaalimenetelm�ll�.

H�ckelin menetelm�  (ja my�s ns. tight-binding approksimaa-
tio) perustuu seuraaviin approksimaatioihin:

(1)   Peittointegraalit approksimoidaan siten, ett�
  Sij  =  dij,

(2)  Hamiltonin matriisin diagonaalielementit ovat kaikki
  samoja:  Hii  =  a  ja

(3)  Hamiltonin matriisin ei-diagonaalielementit h�vi�v�t,
  paitsi l�hinaapurien v�liset, jotka ovat kaikki samoja:
  Hij  =  0, kun  | i Ð j |  >  1;  ja  Hij  =  b, kun  | i Ð j |  =  1.

N�ill� oletuksilla sekulaarideterminantti yksinkertaistuu muo-
toon

a Ð E        b          0            0 

   b        a Ð E       b           0 
     =  0.

   0           b      a Ð E        b 

   0           0           b      a Ð E
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T�m�n determinantin nelj� juur-
ta ovat  E  =  a ± 1/2 (Ö5 ± 1) b 
»   { a ± 1.6 b  ja  a ± 0.6 b }.
Energiatasokaavio on piirretty
kuvaan 10.22, jossa my�s taso-
ja vastaavat aaltofunktiot on
esitetty kaavamaisesti.  Huo-
maa, ett� sek� Coulombin inte-
graali  a  ett� resonanssi-inte-
graali  b  ovat molemmat nega-
tiivisia.

Saadut p-orbitaalit ovat deloka-
lisoituneet (delocalized, "levit-
t�ytyneet) koko molekyylin alu-
eelle ja niill� on sek� sitovaa et-
t� hajottavaa luonnetta.

T�llaisia useamman atomin p-elektroneista muodostuneita de-
lokalisoituneita p-orbitaaleja sanotaan konjugoituneiksi  tai
konjugoiduiksi (conjugated).

Kun nyt miehitet��n kaksi alinta tasoa nelj�ll� elektronilla,
saadaan kaksi sidosta lis�� atomien 1 ja 2 sek� 3 ja 4 v�lille.
Siten butadieenin kaava voidaan kyll� kirjoittaa muotoon
CH2=CHÐCH=CH2, vaikkakin p-elektronit ovat delokalisoitu-
neet koko hiiliketjun alueelle.

Nelj�n delokalisoituneen p-elektronin yhteinen energia on nyt

2 (a + 1.6 b) + 2 (a + 0.6 b) = 4 a + 4.4 b,

ja kun sit� verrataan tilanteeseen, jossa n�m� nelj� elektronia
muodostaisivatkin kaksi lokalisoitunutta konjugoitumatonta si-
dosorbitaalia energialla 4 a + 4 b, havaitaan, ett� delokalisoitu-
minen alentaa energiaa 0.4 b verran (b < 0).  T�t� sanotaan
delokalisaatioenergiaksi.
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T�llaiset delokalisoituneiden elektronien muodostamat konju-
goituneet sidokset ovat yleisi� orgaanisissa yhdisteiss� (esim.
aromaattiset yhdisteet) ja kyseisi� elektroneja on tapana sa-
noa p-elektroneiksi, vaikka ne eiv�t sit� symmetrian mukaisen
nimityksen perusteella olisi-
kaan.  Tavallisin esimerkki t�l-
laisten delokalisoituneiden "p-
elektronien"
muodostamasta
sidoksesta on
bentseeni.

Viereisess� kuvassa on bent-
seenin molekyyliorbitaalit ja nii-
t� vastaava tasokaavio.

H�ckelin MO-menetelm�st� pa-
ranneltuja laskumenetelmi� on
useita k�yt�ss�.  Niiss� otetaan
huomioon enemm�n l�hinaapu-
rivuorovaikutuksia, esim. peit-
tointegraalit.  Usein viel� inte-
graalien laskemisen sijaan niille
k�ytet��n empiirisi� (kokeellisiin arvoihin sovitettuja) lukuarvo-
ja, jolloin menetelm�� kutsutaankin semi-empiiriseksi.  T�llai-
sia menetelmi� ovat esim. CNDO ja MINDO (complete neglect
of differential overlap  ja  modified intermediate neglect of dif-
ferential overlap).
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11. MOLEKYYLIEN ROTAATIO-
      JA VIBRAATIOTRANSITIOT

BornÐOppenheimer-approksimaation avulla molekyylien ener-
giatilat ja transitiot niiden v�lill� voidaan jakaa elektronisiin se-
k� rotaatioihin ja vibraatioihin liittyviin.  Rotaatioviritykset vaati-
vat v�hiten energiaa ja ne tapahtuvat jo s�hk�magneettisen
s�teilyn mikroaaltoalueella ja silloin puhtaana, ilman vibraatio-
ja elektronisia virityksi�.  Vibraatiospektrit syntyv�t infrapuna-
alueella ja t�ll�in syntyy my�s rotaatiospektrej�.  Elektronisia
transitioita saadaan aikaan n�kyv�n valon alueelta (ns. opti-
selta alueelta) alkaen ja t�ll�in virittyv�t my�s molekyylien ro-
taatio- ja vibraatiotilat. 

11.1. Raman-sironta

S�hk�magneettisen s�teilyn indusoima transitiotodenn�k�i-
syys (intensiteetti) on verrannollinen transition matriisielemen-
tin neli��n, ks. kappaleet 8.7 ja 9.2.  Dipolitransition tapauk-
sessa, joka on voimakkain, transition matriisielementti on ver-
rannollinen transition dipolimomenttiin  áyf | m | yiñ, miss�  yi  ja
 yf  ovat transition alku- ja lopputilat.  Transition dipolimomentti
voidaan tulkita sm-kent�n indusoimaa varausjakautuman
muutosta vastaavaksi dipolimomentiksi.
Sen vuoksi polarisoituvuus on keskeinen
suure sm-kent�n ja aineen vuorovaiku-
tuksen kuvaamisessa.
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Tarkastellaan aluksi s�hk�magneetti-
sen s�teilyn fotonien ep�elastista eli
Raman-sirontaa molekyylist�.  Ep�-
elastisessa sironnassa fotoni joko me-
nett�� energiaa molekyylille tai saa
energiaa silt�.  Raman-spektrin viivoja
alkuper�ist� taajuutta pienemmill�
taajuuksilla sanotaan Stokes-viivoiksi
ja suuremmilla taajuuksilla anti-
Stokes-viivoiksi.  Raman-sironta voi-
daan ymm�rt�� molekyylin rotaatio- ja
vibraatiotilojen virittymisen tai purkau-
tumisen aiheuttamana muutoksena
fotonin energiassa.  Raman-sirontaa
kuvaavat Feynmannin diagrammit on
esitetty kuvassa 11.2.  Elastista siron-
taa, jossa fotonin energia ei muutu,
sanotaan Rayleigh-sironnaksi.

Vaikka Raman-sironta onkin kvantti-
mekaaninen ilmi�, tarkastellaan seu-
raavassa sit� kuitenkin aluksi klassil-
lisesti.  S�hk�magneettinen kentt�  E
 polarisoi molekyyli� eli indusoi sii-
hen dipolimomentin  m = a E,  miss�
a  on molekyylin polarisoituvuus, jo-
ka on yleens� tensorisuure.  Ajatel-
laan, ett� molekyyli py�rii tai v�r�hte-
lee taajuudella  wint , mist� aiheutuu,
ett� molekyylin polarisoituvuus on
ajan funktiona muotoa (nyt skalaari-
sena)  a = a0 + Da cos(wintt).  Jos
E = E0 cos wt, niin indusoitu dipolimo-
mentti on

m = (a0 + Da cos wintt) E0 cos wt

   = a0 E0 cos wt + 1/2 Da E0 { cos(w+wint)t + cos(wÐwint)t }.
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(11.1.1)

Seurauksena on siis taajuuksien  w  ja  wint  superposition ja
interferenssin seurauksena tavanomainen huojumisilmi�
(beat), jonka tuottamat taajuudet  w+wint  ja  wÐwint  voidaan
tulkita anti-Stokes- ja Stokes-taajuuksiksi.  Yht�l�n (11.1.1)
ensimm�isen termin voidaan tulkita vastaavan Rayleigh-siron-
taa.

T�m�n klassillisen mallin perusteella voidaan p��tell�, ett� ro-
taation aiheuttaman Raman-sironnan edellytyksen� on mole-
kyylin anisotrooppinen polarisoituvuus, ja vibraation aiheutta-
man, vastaavasti, polarisoituvuuden muuttuminen vibraatiojak-
son aikana.

11.2. Molekyylien rotaatiot ja vibraatiot

Molekyylien rotaatiospektriviivat syntyv�t molekyylien rotaatio-
tasojen v�lisist� transitioista ja vibraatiospektriviivat vastaa-
vasti vibraatiotasojen v�lisist� transitioista.

Jos tarkastellaan ns. symmetrist� hyrr�� (symmetric top),
esim. NH3 tai CH3Cl, niin hitausmomentin komponentteja voi-
daan merkit�  Ixx = Iyy = I^  ja Izz = I||.  Kun k�ytet��n energian
sijasta aaltolukuja  ÷n = 1/l = DE / hc, on k�yt�nn�llist� m��ritel-
l� ns. rotaatiovakiot (rotation constants)

jolloin voidaan kirjoittaa (ks. oppikirja tai v. 92 luennot) rotaa-
tiotasojen energialle

                E / hc = B J(J+1) + (AÐB) K2,

miss� molekyylin kokonaisimpulssimomentin J kvanttiluku J =
0, 1, 2, ... .  J:n komponentti molekyylin sis�iselle z-akselille on
K, jolle K = J, JÐ1, ..., ÐJ. 

Molekyylien vibraatioita voidaan usein approksimoida kytketty-
jen harmonisten oskillaattoreiden vibraatioilla valitsemalla so-
pivat redusoidut massat.
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(11.2.4)A = \
4p c I||

  ja  B = \
4p c I^

 ,

(11.2.5)



12. MOLEKYYLIEN ELEKTRONISET
      TRANSITIOT

12.1. Molekyylien tilojen nime�minen

Molekyylien spektrit ovat seurausta transitioista kvantittunei-
den tilojen v�lill�.  Molekyylin kokonaisaaltofunktion eli mole-
kyylin tilan identifioimiseksi on tunnettava molekyylin kaikkien
impulssimomenttien kytkeytyminen.

Esimerkiksi kaksiatomisella molekyylill� on nelj�nlaista impuls-
simomenttia:  elektronien spin S, elektronien rataimpulssimo-
mentti L, molekyylin (l�hinn� ytimien) rotaatio O ja ydinspinit I.
 Impulssimomenttien kytkeytymist� voidaan tarkastella eri ta-
voin riippuen siit�, mitk� vuorovaikutukset ovat voimakkaim-
mat:  ytimien rotaation ja elektronien rataliikkeen v�linen s�h-
k�staattinen vuorovaikutus, spinÐratavuorovaikutus, ytimien
rotaation ja elektronien spinin v�linen vuorovaikutus vaiko
ydinspinin ja jonkin muun edell� mainitun impulssimomentin
v�linen vuorovaikutus.  Lis�ksi kytkeytyminen voi tapahtua
mahdolliseen ulkoiseen kentt��n.

Moniatomisten molekyylien symmetriaominaisuudet korvaavat
elektronien rataliikkeeseen ja molekyylin vibraatioihin liittyvien
impulssimomenttien aseman ja tilojen identifiointi tapahtuu pis-
teryhm�n redusoitumattomien esitysten mukaan.
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13. MOLEKYYLIEN S�HK�ISET
      OMINAISUUDET

13.1. S�hk�inen polarisoituvuus

Molekyylin s�hk�inen polarisoituvuus kuvaa sen kyky� muo-
dostaa dipolimomentti (polarisoitua) s�hk�kent�ss�.  Molekyy-
lin s�hk�isen dipolimomentin m ja s�hk�kent�n E vuorovaiku-
tusenergia on

H(1)  =  Ð m á E ; m  =  Si ei ri

ja kun tarkastellaan kentt��  E = E ök, voidaan kirjoittaa

H(1)  =  Ð mz E.

Tarkastellaan nyt molekyylin energiaa E s�hk�kent�n E funk-
tiona, jolloin energian muuttuminen liittyy siis molekyylin pola-
risoitumiseen.  HellmannÐFeynman -teoreeman (8.4.1) mu-
kaan voidaan kirjoittaa

dE/dE  =  á ¶H/¶E ñ

ja koska  H = H0 + H(1), niin  ¶H/¶E = Ð mz  ja

dE/dE  =  á Ð mz ñ.

Energia voidaan kirjoittaa Taylorin sarjana

E(E) = E 0 + (dE/dE)0 E + 1/2 (d2E/dE2)0 E
2 + 1/3! (d3E/dE3)0 E

3 + ... ,

miss� alaindeksi 0 viittaa kent�n arvoon nolla (E = 0).  T�st�
seuraa, ett�

  á mz ñ  = Ð d/dE E(E)

       = Ð (dE/dE)0 Ð (d2E/dE2)0 E Ð 1/2 (d3E/dE3)0 E
2 + ... ,
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(13.1.6)

(13.1.5)

(13.1.4)

(13.1.3)

(13.1.2)

(13.1.1)



mik� voidaan kirjoittaa my�s

á mz ñ  =  m0z + azz E + 1/2 bzzz E
2 + ... .

T�ll�in on merkitty:

pysyv� dipolimomentti m0z  =  Ð (dE/dE)0

polarisoituvuus azz  =  Ð (d2E/dE2)0

1. hyperpolarisoituvuus bzzz  =  Ð (d3E/dE3)0.

Siten my�s

E(E) = E 0 Ð m0z E Ð 1/2 azz E
2 Ð 1/3! bzzz E

3 + ... .

Polarisoituvuus a on 2. kertaluvun tensori, ensimm�inen hy-
perpolarisoituvuus b on 3. kertaluvun tensori ja n. hyperpolari-
soituvuus on (n+2). kertaluvun tensori.

Molekyylin energian E kehitelm� on toisaalta kirjoitettavissa
h�iri�teorian [(8.1.20) ja (8.1.25)] mukaan muotoon

ja koska H(1) = Ð mz E, niin

Vertaamalla t�t� yht�l��n (13.1.9) saadaan

m0z  =  á 0 | mz | 0 ñ

ja

sek� vastaavasti korkeampien kertalukujen polarisoituvuuksil-
le.

Aineiden optiset ominaisuudet m��r�ytyv�t polarisoituvuudes-
ta valon s�hk�magneettisessa kent�ss�.  Samoin optinen ak-
tiivisuus, kahtaistaittavuus ja kaikki ep�lineaariset optiset omi-
naisuudet ovat seurausta eri kertalukujen hyperpolarisoitu-
vuuksista.
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(13.1.13)

(13.1.12)

(13.1.11)

(13.1.10)

(13.1.9)

(13.1.8a)

(13.1.8b)

(13.1.8c)

(13.1.7)

E  =  E(0) + á0| H(1) |0ñ + 
á0| H(1) |nñ án| H(1) |0ñ

E0 Ð En
å'

n
 + ...

E  =  E(0) Ð á0| mz |0ñ + 
á0| mz |nñ án| mz |0ñ

E0 Ð En
 E2å'

n
 + ... .

azz  =  Ð 2 
á0| mz |nñ án| mz |0ñ

E0 Ð En
å'

n

14. MOLEKYYLIEN MAGNEETTISET
      OMINAISUUDET

Kun s�hk�kentt� "venytt��" molekyyli�, niin magneettikent�n
voidaan ajatella kohdistavan ns. leikkausvoimia (twist) mole-
kyyliin.  Ulkoinen magneettikentt� tavallaan indusoi molekyy-
liin s�hk�virtoja, jotka puolestaan synnytt�v�t magneettikent-
ti�.  Mik�li indusoidut magneettikent�t vahvistavat ulkoista
kentt��, on aine paramagneettista, mutta mik�li taas, kuten
on tavallisempaa, ne kumoavat osan ulkoista kentt��, on aine
diamagneettista.  Paramagneettisuuden aiheuttavat pysyv�t
magneettiset dipolimomentit, jotka orientoituvat ulkoisessa
magneettikent�ss�, kun taas diamagneettisuus aiheutuu ulkoi-
sen kent�n indusoimista magneettisista dipolimomenteista.
Diamagneettisuutta esiintyy aina, my�s para- ja ferromagneet-
tisissa aineissa, mutta heikompana se peittyy pysyvien dipoli-
momenttien orientoitumisen aiheuttaman magnetismin alle.

N�m� magneettiset ilmi�t esiintyv�t mm. NMR-spektrosko-
piassa havaittavana kemiallisina siirtymin� (ns. varjostusva-
kioina) sek� v�litysmekanismina ns. ep�suorassa spinÐspin-
kytkenn�ss�.
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