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PERUSTEET 2

Seuraavassa tarkastellaan toisaalta yleisia (ja tarkkoja) mene-
telmia, sellaisia kuin impulssimomenttialgebra ja ryhmateoria,
seka toisaalta approksimointimenetelmia, sellaisia kuin hairio-
teoria, kvanttimekaniikan sovellutuksissa.

5. OPERAATTOREIDEN OMINAISUUKSIA

Kvanttimekaniikan postulaatit:

Postulaattil: = Systeemin tilan kuvaa taysin sen aalto-
funktio W, (r;,ry ...5t)=Im,n,...;t).

yeoe

Huomaa Diracin bra—ket -merkintatapa IK) = Wk ja (Kl = Wg*
seka

(KIQIL) = f Yr* Qyy dt (5.2.3)

missa K ja L ovat kvanttilukujoukkoja.

Esim. Aaltofunktioiden v, ja vy, ortonormaalisuusehto voidaan
kirjoittaa nyt
(f wn* Ym dv =

Postulaatti 2: Havaittavia suureita vastaavat operaatto-
rit, jotka noudattavat tiettyja kommutoin-
tisaantoja, esim. xp—px=i\.

(nlm) = 8, .
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Funktio f on operaattorin Q ominaisfunktio, jos
Qf=wf
. 5.1.1
eli Q If) = o If) (5-1.7)

ja talldin w on funktiota f vastaava ominaisarvo.

Operaattorin Q ominaisfunktiot { f,} muodostavat taydelli-
sen joukon, jonka avulla (lineaarikombinaationa) voidaan
esittaa jokin toinen funktio

= n fn
e=3c (5.1.2)
tai g= 2 ¢, In) .

Jos useat ominaisfunktiot vastaavat samaa ominaisarvoa w,
sanotaan, etta tila w on degeneroitunut. Degeneroituneen ti-
lan ominaisfunktioiden lineaarikombinaatiot ovat myds samaa
tilaa vastaavia ominaisfunktioita.

Tarkastellaan esimerkkina vetyatomin p-orbitaaleja:
Ominaisarvoyhtaloita:
Y, Py =My \ Py, eli  J,Im)=m,\ Im,)
J,p0o=),p,=0\p, eli J,10)=0\10)=0
J,pi=1\p =\ p,
Lpa=-1\p,=-\p,,
mutta  J,p,=J,(py+ py)=\ (py— Py) -

Postulaatti3:  Kun systeemi on tilassa v, on mitatun
suureen keskiarvo sama kuin suuretta
vastaavan operaattorin Q odotusarvo, Q&
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Jatkona edelliseen esimerkkiin, tilassa p,,
(J) = (+11JJ+1) =\
Tilassa p, = p,; + p_;, joka ei ole J,:n ominaistila, saadaan

odotusarvoksi sen sijaan painotettu keskiarvo ominaisarvoista
+1 ja -1:

(1) =(xI)x) =0,

josta lisaksi voidaan paatella, etta p,-orbitaali "ei ole pyorimis-
likkeessa".

Mittaustuloksina saadaan siis operaattoreiden ominaisarvoja
ja toistettujen mittausten keskiarvot vastaavat odotusarvoja.
Ominaisarvojen on sen vuoksi oltava reaalilukuja eli suureita
vastaavien operaattoreiden on oltava hermiittisia

(mIQIn) = (nQIm)* . (5.2.6)

Hermiittisten operaattoreiden ominaisfunktiot, jotka vastaavat
eri ominaisarvoja, ovat ortogonaalisia.

Jos aaltofunktio on kahden operaattorin A ja B ominaisfunktio
samanaikaisesti, niin operaattorit kommutoivat eli AB =BA

tal AB —BA = [A,B] = 0. (5.4.1)

Hakasuluilla merkittya operaattoreiden tulojen erotusta sano-
taan kommutaattoriksi. Ns. komplementaaristen suureiden
operaattorit eivat kommutoi, esim. x ja p.

Jos operaattoreille A, B ja C on voimassa [A,B] =i C, niin
0A OB = 121"C&, (5.4.9)
missa 0A = V("A’&ITA&). Tama on epatarkkuusperiaate!
Voidaan osoittaa, etta
%(Q) =\i—([H,Q]> (5.5.1)

ja Q sanotaan liikevakioksi, jos
%(gz) -0. (5.5.2)
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Naista yhtaldista on helposti johdettavissa mm. Newtonin | ja Il
laki osoittamalla, etta [H,p] = — L dV

1 dx
Siten voidaan sanoa, etta klassinen mekaniikka tarkastelee
makroskooppisia suureita (odotusarvoja) ja on johdettavissa
kvanttimekaniikasta, joka taas tarkastelee liiketilojen yksityis-
kohtia.

Tarkastellaan viela S-yhtaloa Hy = Eyy matriisiyhtalona. Sijoi-
tetaan tahan P = E c, ),

jolloin saadaan
(Hzcnln)=> Y ceH)=EY c,In).
Kerrotaan tama vasemmalta bra-vektorilla (ml, jolloin
2 ¢, (mHIn) = E E ¢y (min) =E ¢, ,
ja kun samaistetaan (mlHIn) =H,,,, saadaan
> Hucn=Ecy, (5.6.7)

Mikali loydetaan sellainen funktiojoukko {n)}, etta H,,=0,
jos m=n eli H-matriisi on diagonaalinen, niin yhtalosta
5.6.7) seuraa

( ) Hmn Cm — E Cm . (5.6-8)

Ominaisarvot ovat siis H-matriisin diagonaalielementteja ja Im)
ovat niita vastaavia ominaisfunktioita. Taman vuoksi Schro-
dingerin yhtalon ratkaisemista sanotaan usein Hamiltonin mat-
riisin diagonalisoimiseksi.

Koska matriisien avulla

/ l
voidaan kirjoittaa ns. taydellisyys (completeness, closure) re-

laatio Ms)(sl=1. (5.6.4)
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6. IMPULSSIMOMENTTI

6.1. Impulssimomenttioperaattorit

Klassisesti impulssimomentti (likemaaramomentti) maaritel-
laan n o~ o~
i jk
L=rxp=(xy z

Px Py D (6.1.1)

=(yp,—zpy )i +(zp—xp, ) +(xpy—ypx ) K .
josta saadaan sen komponenteille
ly= yp,—zpy, {y= zZpx—Xp, Ja {,= Xpy—ypx . (6.1.2)

(Klassisesti myds ¢=T w ja E=(2/21=11w?).

Kvanttimekaniikassa paikan ja likemaaran peruskommutointi-
saannot ovat

x.px =1\, [y.py|=1\ ja [z,p,]=1i\
eli ’ (6.1.3)

[u,p,] =17 d,, , Missa u,v = x,yjaz.
Impulssimomenttioperaattorin komponenteiksi saadaan, koska

A9 9 a
Px laX €x=\-* Y—Z—,
L\ oz ay
d 0
1 =\_— z——X—|ja 6.1.4
’ 1( 0x 0z ( )
0=\ Xi_yi.
1 y 0x
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Lasketaan impulssimomentin komponenttien kommutaattorit:
AE

(6.1.5)

Samoin kaksi muuta kommutaattoria, ja siis
[l by [=0\ £, [ 4y, £, =0\ Ljal £, O [=i\ £y ,| (6.1.6)
jotka ovat impulssimomentin komponenttien peruskommutaa-

tiosaannot kvanttimekaniikassa. Mutta samoin kuin ylla, voi-
daan osoittaa, etta

[¢2¢,]1=0. (6.1.7)
Muistisaantona perusyhtaloille (6.1.6) voidaan kirjoittaa
£xl=i\ ¢, (6.1.8)
koska
£x L=

6.2. Tikapuuoperaattorit

Maaritellaan nostava ja laskeva operaattori, eli ns. tikapuu-

operaattorit 0t =1y +.i ly ja 6.2.1)
=l —ily,
joista voidaan ratkaista
£x=%(£++€-)ja (6.2.2)

€y=2‘—i( =1,
Helposti on nyt osoitettavissa, etta
[0, 0, =\, [ 0, |=\ t-ja[ ¢+, 0~ ]=2\¢,, (6.2.3)
ja etta /2 kommutoi tikapuuoperaattoreiden kanssa.
Huomaa, etta tikapuuoperaattorit eivat ole hermiittisia, vaan
toistensa kompleksikonjugaatteja.
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6.3. Impulssimomenttioperaattorien ominaisarvot

Merkitaan luvussa 4 ldydettyja impulssimomentin nelion 7?2 ja
impulssimomentin z-komponentin ¢, ominaisfunktioita I/, m,) ,
missa ¢ on impulssimomenttikvanttiluku ja m, sen z-kompo-
nentin kvanttiluku, (ns. magneettinen kvanttiluku). Koska /2
ja ¢, kommutoivat, (6.1.7), niilla on yhteiset ominaisfunktiot.
Yhtaldiden (4.1.6) ja (4.2.11) perusteella voidaan kirjoittaa

ominaisarvoyhtalot
210, m)y =\ 2 £((+1) I£, m,) ja (6.3.9)
0,10, m)=\ m, I, m), (6.3.1)

missa (=0,1,2,3,.. ja m,=/¢,(-1,(-2,..,-(.
Lasketaan seuraavaksi (* 1/, m,). Yhtalon (6.2.3) mukaan
00, — 00t ==\ (* joten (0% 10, m)y= (L0, +\ (* )10, m))
=0\ m, 10, m)y+\ £*10, m))y=\ (mA+1) ¢+ 10, my) .

Siten siis /* I/, m,)on /¢,:n ominaisfunktio ominaisarvolla\ (m+1)
eli

/+ 10, m,) = vakio x I/, m+1) (6.3.5)

ja samoin

/=10, m,) = vakio x I/, m~1) (6.3.6)
Nama yhtalot patevat, jos m,+ 1</ ja m, =/, mutta

1, 0y=0 ja ¢~ 1¢, =) =0 . Taman vuoksi ¢* ja ¢~ ovat ni-
meltaan nostava ja laskeva operaattori.

Operaattoreiden ¢? ja ¢, seka niita vastaavien ominaisfunk-
tioiden todettiin luvussa 4 kuvaavan elektronien "rotaatioliiketi-
loja" atomiorbitaaleilla, jolloin ¢ =0, 1,2, 3, ... . Talldin kvantit-
tuminen seuraa aaltofunktion yksikasitteisyydesta.

Yleisemmin, lahtemalla vain kommutaatiorelaatioista (6.1.6),
huomataan, etta impulssimomenttikvanttiluku voi saada myos
puolilukuisia arvoja. Esim. elektronin ja protonin spinit ovat
puolilukuisia impulssimomentteja.
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Merkitaan yleista impulssimomenttia j seka sen, ja sen z-
komponentin yhteisia ominaisfunktioita | j, mj). Talldin niiden
ominaisarvoyhtalot voidaan kirjoittaa muotoon

Pl m) =\?jG+D lj,m) ;j=0,51,%2,... ja| (6.3.17)

ol mpy =\ mylj, my) smy=j,j-1, ..., . (6.3.18)

Lasketaan viela j*lj, m;)=clj, m+1). Kehitetdan ensin tulo

i+

7=

Nyt (j*1j,m;))*=(j,mlj, joten

i* 1, m) =\ (jG+1) — my(m+1) )2 Ij, mp+1) (6.3.19)

ja samoin
] ! _]_ |J, l’l’lj> =\ (_](J+1) - mj(mj—l) )1/2 |_], mJ—1> (6320)
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6.4. Impulssimomenttioperaattorin ominaisfunktiot

Tarkastellaan esimerkkina rataimpulssimomenttia /, jonka
ominaisfunktioiksi loydettiin palloharmoniset funktiot luvussa 4
suoraan pyorimisliikkeen Schrodingerin yhtalosta. Etsitaan
ratkaisut nyt impulssimomentin ominaisuuksien avulla.

Koordinaattiesityksessa impulssimomenttioperaattorit ovat

d
ly=— \— sing i+ cotO cosp —
00

i b
0 0
/ =\ cosp — — cot sinp — 6.4.1
Ao | oa
Lo
1 a¢

ja
(Y=l +ily=\ et i—icotei )
20 10

Tilan m, =/ ominaisfunktiolle voidaan nyt kirjoittaa differenti-
aaliyhtalo

10,0y=0
eli
Veio| 9 vicod O P(0,0) = 0
00 o
jonka ratkaisuiksi on helppo todeta palloharmoniset funktiot
(M =0 4(0.0) = Yu(6,9) = N sin'® eir.
Totea:

Huomaa, ettad alempia m,:n arvoja vastaavat ominaisfunktiot
saadaan nyt helposti /- -operaattorin avulla.
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Uhlenbeck ja Goudsmit ehdottivat 1925 elektronille sisaista
impulssimomenttia, spinia, ja sen ainoaksi kvanttiluvuksi 1/2,
atomien spektrien selittamiseksi yksinkertaisemmin. Mybdhem-
min Dirac "loysi" puolilukuiset impulssimomentin kvanttiluvut,
ja elektronin spinin erityisesti, kvanttiteorian relativistisen (suh-
teellisuusteoreettisen) laajennuksen seurauksena.

Elektronin spin (impulssimomenttikvanttiluku) saa siis vain ar-
von 1/2 ja sita merkitadan s = 1/2. Siten sen z-komponentti saa
arvot m,==1/2 (ylos tai alas). Kvanttilukua m, vastaaville
ominaistiloille Is, m,& on tapana kayttaa merkintoja

a=ILh ja p=IL-b.
Ominaisarvoyhtalot ovat

=1 =_1
so=ila, s -3\ B, (6.5.1)
ssa=3 Vo jas2f=3\*p
ja tikapuuoperaattoreilla saadaan
+ = + ] =
sta=0, stfp=\ a, (6.5.2)

ssa=\p jasp=0
ja siten esim.

(alstIB) =\ ja (Blsla)y=\ .
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6.6. Impulssimomenttien kytkeytyminen

Tarkastellaan seuraavaksi kahden impulssimomentin muodos-
tamaa systeemia, esim. kahden elektronin rataimpulssimo-
mentit /¢ tai yhden elektronin /7 ja s. Tallaisen systeemin tila
voidaan ilmoittaa "luettelemalla kvanttiluvut" ket-vektorissa
|j1, mjl ;jz, mﬂ) . Nain S|kS|, koska

i i J22ja jn, kommutoivat keskenaan. (6.6.1)

Kun maarataan systeemin kokonaisimpulssimomentti "vektori"
j (lasketaan j, ja j, yhteen komponenteittain), tila voidaan il-
moittaa muodossa | ji, j, ; j, m;) , koska

i.% % iPjaj, kommutoivat keskenaan. (6.6.3)
Sen sijaan yleensa
[jlz’jz];éo ja [sz’j2]¢01 (664)

joten kvanttilukuja m;; ja my, ei voiyleensa kayttaa kuvaa-
maan samaa tilaa kvanttiluvun j kanssa. Myohemmin nah-
daan, etta tapauksesta riippuen on parempi kayttaa joko kyt-
keytymatonta esitysta | j;, m; ; jo, mp ) tai kytkeytynytta
Maarataan seuraavaksi arvot, joita j ja m; voivat saada.
Koska

2 i my; s Jos my > = (jzl+j22) 1 my 5 J2s myj > (6.6.5)

=\ (mj+myp) | ji, my; ; jo, mj2>

ja jZIjl,jQ;j,mj>=\ mjljl,Jz,J,mJ>, saadaan

Koska suurin m;:n arvo on siten j, +j,, j voi saada arvoja ns.
"Clebsh—Gordan sarjan" mukaisesti

j =j1+j29j1+j2_1, ceey |j1_j2 | . (6-6.7)
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Clebsh—Gordan sarjan alarajan |j,—j, |
maaraa se ehto, etta kytkeytyneessa
esityksessa on oltava sama maara
kvanttilukukombinaatioita kuin kytkeyty-
mattomassa esityksessakin. Toisaalta
tama asia voidaan ilmaista myos ns.
"kolmioehtona".

Kolmesta tai useammasta impulssimo-
mentista voidaan kytkea ensin kaksi ja
sitten loput yksitellen "summan" kanssa.

6.7. Kvtkeytymisen vektorimalli

42
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Tarkastellaan viela yksityiskohtaisesti kahden spinin s, = 1/2
ja s, =1/2 kytkeytymista. Kytkeytymattomassa esityksessa
on nelja mahdollista tilaa |'s; mg; ; s, my; )

i) =aa i) =0 f

(6.7.1)

Kytkennassa kokonaisimpulssimomentti saa arvot

S =s+s,, ..., 18-85,/ = 1,0 jatilaa S =1 sanotaan tripletiksi,
koska silloin M, =1,0,-1; jatilaa S=0 ja M;=0 sanotaan
vastaavasti singletiksi. Siten kytkeytyneessa esityksessa on
neljat”aa |Sl SI,SM5>E|%%,SM5>EISM5>

111) 110) 11-1)

100) (6.7.2)

6.8. Clebsh—Gordan kertoimet

Kytkeytyneen tilan aaltofunktio |j; j,; j m;) on esitettavissa
kytkeytymattoman tilan aaltofunktioiden | j; m;; ; j, mp ) avulla

ljijosjmy)= Conyympp | J1 My 5 2 myp ) (6.8.1)
mjlrnjg e
mj = m;j| +mj2

missa ¢, mj ovat Clebsh—Gordan kertoimia (vektorikytkenta-

kertoimia, Wigner-kertoimia). Huomaa ehto m; = m;; + mj,.
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Maaritetaan kytkentakertoimet kahden spinin tapauksessa
|SMS>= E Cmslmszlmsl m52> .

Mg Ms2
Mg = mg; + myg>

lImeisesti 111)=0, a,, (6.8.5)

joten ¢ =1. Operoidaan nyt ylla olevaan yhtaloon laskevalla
operaattorilla S~ =s,” +s,. Koska yhtalon (6.3.20) mukaan

SIS, Ms } =\ ¥ S(S+1)-Ms(Ms—1) IS, Mg—1), (6.8.6)

tulee vasemmalta puolelta S™11 1 )=\ 42110 ).
Oikealta puolelta saadaan (s; +s;) oy a, = s7 0 0y + 5, & @y

=\ (Bray+0y By, joten \ 42110y =\ (o By + By o) eli

1 0>=%2(a1 B+ By o) - (6.8.7)

Operoimalla tahan edelleen operaattorilla S™ =s,” +s,” saa-
daan

I1-1)= BB, . (6.8.8)

Tila 100) =a a; B, + b p; a, ratkaistaan ortogonaalisuuseh-
dosta (0 011 0) = 0, josta ja normituksesta saadaan

10 0) = %( 0y B — By o) - (6.8.9)

Naista voidaan
koota taulukko:

mg my, [IT1>T10>100>11-1>

Vektorikytkenta- a o 1 0 0 0
kertoimet kahdelle (1/2)1/2 (1/2)1/2

0 0
spinille s, =1/2 ja 12 12
o= 1/2. 0 (1/2)"* —(1/2) 0

0 0 0 1

= ™ R
=™ R ™
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7. RYHMATEORIAA

Ottamalla huomioon ratkaistavan systeemin symmetriaominai-
suudet paastaan yleensa tarkasteluissa ja ratkaisemisessa va-
hemmalla tyolla. Erityisesti silloin, jos kvalitatiivinen tieto on
riittavaa, esim. onko jokin suure nolla vai ei, tai ovatko jotkin
suureet yhtasuuria vai erisuuria, voi symmetriatarkastelu pel-
kastaan olla jo riittava. Edellisesta esimerkkina ovat matriisie-
lementit (integraalit) (nlQIn) ja (nIQIm), joista usein riittaa tieto
ovatko ne nollasta poikkeavia ja jalkimmaisesta on esimerkki-
na degeneraatio (esim. p,-, p,- ja p,-orbitaalit).

Esim. Kommutoiko elektronin ¢2 tai ¢, Hamiltonin operaatto-

rin kanssa (eli ovatko ne liikevakioita ja siten hyvia kvanttiluku-
ja energian ominaistiloille) ?

. Jd .
H=-"v’4+Vija =12 joten
2m 199

[H,/,]1=

(6.10.2)

Symmetriaominaisuuksien systemaattinen tarkastelu perustuu
symmetriaoperaatioiden muodostamien ryhmien ominaisuuk-
siiin ja ryhmateoriaan.
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7.1. Symmetriaoperaatiot

Symmetriaoperaatio on toimenpide, joka jattaa toimenpiteen
kohteen naennaisesti muuttumattomaksi, ja siten se voi aino-
astaan vaihtaa kohteen identtisten osien paikkoja.

Mita enemman kohteella, esim. molekyylilla, on symmetria-
operaatioita sita korkeampi on sen symmetria. Symmetria-
operaatioita ovat mm. rotaatio, translaatio, heijastus ja inver-
sio, ja ne suoritetaan jonkin symmetriaelementin (akseli,
suunta, taso tai piste) suhteen.

Molekyylien ja atomien symmetriaoperaatiot muodostavat ns.
pisteryhmia (point group), jotka eivat sisalla translaatioita ku-
ten kiteiden symmetriaoperaatioiden yleisemmat avaruusryh-
mat (space group). Pisteryhmien symmetriaoperaatiot jatta-
vat aina yhden pisteen (molekyylin keskella) ennalleen.

Pisteryhmat sisaltavat viidenlaisia operaatioita:

E. identiteetti (yksikkd- tai ykkdosoperaattori), joka ei tee mi-
taan.

C,, n-lukuinen rotaatio (n-fold rotation) on 360°/n kierto sym-
metria-akselin ympari. Voidaan erottaa erikseen kierto myo-
tapaivaan C,* ja vastapaivaan C,~. Huomaa, etta C," =C,".
Jos molekyylilla on useampia symmetria-akseleita, sanotaan
paaakseliksi (principal axis) sita, jonka lukuisuus on suurin.

o. heijastus (reflection) heijastustason (mirror plane) suh-
teen. Jos paaakseli on heijastustasossa, sanotaan tasoa ver-
tikaaliseksi ja heijastusoperaatiota merkitaan o, ja jos paaak-
seli on heijastustasoa vastaan kohtisuora on taso horisontaali-
nen ja heijastus o,. Diedrinen (dihedral) taso ja heijastus on
erikoistapaus vertikaalisesta heijastuksesta, jossa heijastusta-
so puolittaa kahden paaakselia vastaan kohtisuoran C,-akselin
valisen kulman.
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i, inversio (inversion) symmetriakeskuksen suhteen. Inver-
siossa origon suhteen jokainen piste (x, y, z) siirretaan paikal-
taan pisteeseen (—x, -y, —z).

S,. kiertoheijastus (improper rotation, rotary—reflection) kier-
toheijastusakselin suhteen. Kiertoheijastus koostuu n-lukui-
sesta kierrosta (rotaatiosta) ja horisontaalisesta heijastuksesta
akselia vastaan kohtisuoran tason suhteen.
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7.2. Molekyylien luokittelu

Molekyylin kaikkien symmetriaoperaatioiden (tai symmetria-
elementtien) joukko maaraa mihin pisteryhmaan molekyyli
kuuluu. Samaan pisteryhmaan kuuluvilla molekyyleilla on lu-
kuisia yhteisia ominaisuuksia. Tassa ei nyt tarkastella kaikkia
mahdollisia pisteryhmia, mutta tarkeimmat niista ovat seuraa-
vat:

C,, johon kuuluu vain identiteettioperaatio E eli 1.
C, : E ja yksi heijastus(taso) o eli m.

C.: Ejainversioieli 1.

C, : E ja n-lukuinen rotaatio C, eli n.

C,, :E, C, ja n kappaletta heijastuksia o, .
C, E,C,jao,.
D, : E, C, ja n kappaletta C, kohtisuorassa C, vastaan.

D, :Kaikki D, -rynman operaatiot ja lisaksi o, .

D, :Kaikki D,-ryhman operaatiot ja n kappaletta o, .

T: E,3C,,4C5ja4C;.

T,: "T"+ 6 04ja 6 S, (sdanndllisen tetraedrin ryhma).

T, on T,lisattyna inversiosymmetrialla.

O E,8C3,3C2=3C42,6C2’ja6C4.

O, : O + oktaedrin heijastukset (saannbllisen oktaedrin
ryhma)

Pisteryhmat T ja O ovat ns. kuutiollisia ryhmia, joilla ei ole

paaakselia, vaan useita korkeimman kertaluvun omaavia ak-

seleita. Huomaa, etta eraiden symmetriaoperaatioiden yhdis-

telmina saadaan viela joitakin toisia symmetriaoperaatioita,
esim. C,-ryhmaan kuuluu inversio, koska i=0,C, .
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Edella on kaytetty ns. Schoenfliesin nimistda pisteryhmille.
Toinen kaytossa oleva nimistd, jossa tavallaan luetellaan sym-
metriaelementit, on ns. Herman-Mauguin (tai International) ni-
misto, ks. taulukko alla.

Atomien pisteryhma on R, joka sisataa taydellisen pallosym-
metrian (pallon ryhma). Mikaan molekyyli ei kuulu tahan ryh-
maan. Ryhman R; ominaisuudet ovat samat kuin edella tar-
kastellun impulssimomentin ominaisuudet.

7.3. Ryhma

Joukko alkioita, joille on maaritelty "kertolasku", muodostavat
ryhman, jos
(1) identiteetti E kuuluu tahan joukkoon,
(2) kertolasku on assosiatiivinen (litannainen)

eli T(SR) = (TS)R,
(3) joukon kahden alkion "tulo" kuuluu myos tahan joukkoon ja
(4) joukon alkion "kaanteisalkio" kuuluu myos joukkoon.
Huom! Kertolaskun ei tarvitse olla vaihdannainen TS = ST.

Pisteryhman symmetriaoperaatiot muodostavat ryhman.
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7.4. Matriisiesitys

Tarkastellaan seuraavaksi pisteryhmien esitysta matriisien
avulla, jolloin esim. "kertolaskun" i= o, C, tapaiset operaatiot
voidaan laskea tavanomaisn laskusaannoin.

Tarkastellaan esimerkkina ryh-
maa C,, , mutta tulokset ovat
yleisia ja voimassa samanlaisi-
na kaikille pisteryhmille. Ryh-
man C,;, symmetriaelementit
ovat kiertoakseli C; ja 3 heijas-
tusta o,, ja edelleen, symmet-
riaoperaatiot ovat E, C;*, C5,
o,, 0,'ja 0,". Ryhman alkioiden
lukumaara on 6, jota sanotaan
ryhman kertaluvuksi h.

Ryhman kertotaulu on seuraava (Muodossa R = ST)

Taulukko 7.2.
T=
S= E Cy* Cy o, o, o,"
E E C,* Cy o, o, o,"
C;* Cy* Cy E o, o," o,
Cy Cy E Cy* o," o, o,
o, o, o," o, E Cy C;*
o, o, o, o," Cy* E Cy
o," o," o, o, Cy C;* E

Matriisit, jotka noudattavat tata ker-
tolaskutaulukkoa, voidaan valita
usealla («) eri tavalla. Valinnan
maaraa ns. kanta, jonka valitsemme
nyt oheisen kuvan mukaisesti. Kuva
voi esittaa esim. NH; molekyylin 1s-
orbitaaleja.
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Taman kannan dimensio eli kantafunktioiden lukumaara on
nelja. Kantafunktiot voidaan luetella "vektorina" f = (s, sa, Sg,
sc), Ja symmetriaoperaation vaikutusta voidaan merkita

O, (Sns Sa» SBs Sc) = (Sns Sa» Scs Sg)-  1ama voidaan kirjoittaa myos

matriisikertolaskuna Oy (SN, Sas S, SC) =

10 00

01 00
= (SN, SA, SB, S = (SN, SA, SC, SB) -
(NABC)OOO1 (NACB)

00 10 (7.4.1)

Matriisia kutsutaan operaation o, esitykseksi (representation)
ja sita merkitaan D(o,), jonka komponentteja voidaan merkita
D;(o,). On huomattava, etta ylla oleva matriisilla kertominen
tarkoittaa vain sita, etta

Oy SN =5SN » Oy SA =Sa,

O,Sg=Scja O,Sc=Sg.

Yleisesti mille tahansa kantafunktiolle f; ja s-operaatiolle R voi-
daan kirjoittaa

J
Samoin kuin edella, s-operaation C;" tapauksessa on
CE;; (SNa SAs SBs SC) =

1 0 00
00 0 1
= (SN, SA, SB, S = (SN, SB, Sc, S

(NABC)O1 00 (NBCA)(743)

) 00 1 0

eli
Cif, = E f; Di(CY) (7.4.4)
]

jokaiselle kantafunktiolle f. Ryhman C;, kaikkien symmetria-
operaatioiden matriisiesitykset kannassa (sy, S, Sg, S¢) On an-
nettu taulukossa 7.3 seuraavalla sivulla.

Tarkastellaan nyt kahta perakkaista operaatiota eli "tuloa",
esim. o, C;"=0," matriisiesityksessa.

D(o,) D(C3) =

10 00 10 0
01 00 00 0
00 01 01 0
00 10 00 1

o o = O
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- o O O
o - O O
o o = O

eli symmeriaoperaatioiden tulo saadaan nyt matriisien kerto-
laskulla. Ja yleisesti, jos R ja S ovat rynman symmeriaoperaa-

tioita, niin

D(R) D(S) = D(RS).

(7.4.5)

Jos kahden ryhman kertotaulu on sama, niin ryhmien sano-
taan olevan homomorfisia (homomorphous) keskenaan.

Taulukko 7.3. Ryhman C;, matriisiesitys kannassa (sy;, Sy, Sg, S¢)-

D(E) D(CY)
1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
00 1 0 0 1 0
00 01 00 1
x(E)=4 x(C%) =
ja
D(o,) D(o,)
1 0 0 0 1 0 0
0 1 00 00 1
00 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0
x(0,) =2 x(oy) =2

o o = O

- o O O

D(C5)

10 00
00 00
00 01
00 10
x(C3) =1
D(o,)
10 00
00 01
00 10
01 00
x(oy) =2

Huomaa siis, etta em. merkinnoilla

(RS) f = £ D(RS) = f [D(R) D(S)] = [f D(R)] D(S), vaikka

(RS)f=R (S f).
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7.5. Matriisiesityksen ominaisuuksia

Tarkastellaan nyt erasta toista kantaa ' = (sy;, sy, S5, 83), joka on
muodostettu kannasta f = (sy, su, Sg, Sc) Siten, etta
S| =Sy +Sg+Sc, SH=28,—Sg—Sc Ja S3=5Sg— Sc-

Tama voidaan Kirjoittaa

fi=3 fic (7.5.1)
el :
f1=fc, (7.5.2)
missa
1 0 0 O
o0 1 20
=10 1 -1 1
0O 1 -1 -1
Yhtalb (7.4.2) voidaan kirjoittaa
R f =f D(R) (7.5.3)
ja vastaavasti, kun matriisiesitys on kannassa f',
R ' =f' D'(R). (7.5.4)

Kun tahan sijoitetaan (7.5.2), saadaan R f ¢ =f ¢ D'(R) ja ker-
tomalla sitten oikealta matriisilla ¢!, saadaan

Rfcc'=fc D(R)c. Vertaamalla tata yhtaloon (7.5.3) voi-
daan kirjoittaa ns. similaari(suus) muunnos ("samanlaisuus
muunnos)

D(R) =c D'(R) ¢! (7.5.5)
ja

D'(R) =c~' DR)c. (7.5.6)
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Kun 6 0 0 O
L |10 2 2 2
=10 2 -1 .16,
0O 0 3 -3

voidaan pisteryhman C,, matriisiesitys kannassa f' laskea.

Taulukko 7.4. Ryhmén C3, matriisiesitys kannassa (sy;, Sy, S5, S3)-

D'(E) D'(C3) D'(C3)
1 0 00 1 0 00 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 00 01 00
0 0 1 0 00 -12-12 0O 0 -12 112
00 01 0 0 32 -1 0 0 -=32-112
x(E)=4 x(C3) =1 x(C3y) =1
ja
D'(oy) D'(o}) D'(0))
1 0 00 1 0 0 0 1 0 00
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 00
00 10 00 -12 12 00 -12-12
0 0 0 -1 0O 0 32 12 0 0 -32 12
x(oy) =2 x(oy) =2 x(oy) =2

Taulukoissa 7.3 ja 7.4 on annettu myos jokaisen matriisin jalki
(trace, spur) eli matriisin diagonaalielementtien summa, ns.
karakteeri (character)

w(R) = E D;(R) = tr D(R) . (7.5.7)

Huomataan, etta symmetriaoperaatioiden karakteerit ovat sai-
lyneet ennallaan similaarimuunnoksessa. Tama on myos
helppo osoittaa yleisesti, koska

tr ABC =tr BCA =tr CAB. (7.5.8)

Siis yleisesti
*(R) = ' (R). (7.5.9)
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Lisaksi havaitaan, etta eri tyyppisilla operaatioilla on erilaiset

ja saman tyyppisilla operaatioilla on samat karakteerit:

x(E) =4, x(rotaatio) =1 ja x(heijastus) = 2. Siten karakteeri

"karakterisoi" s-operaatiota ja sita voidaan kayttaa jakamaan

s-operaatiot (ryhman alkiot) luokkiin (class). Ryhmateoriassa
luokat maaritellaan siten, etta alkiot R, ja R, kuuluvat samaan
luokkaan, jos ryhmassa on sellainen alkio S, etta

R,=S'R,S. (7.5.10)

Eri luokkiin kuuluvilla operaatioilla voi olla kuitenkin samatkin
karakteerit, esityksesta riippuen.

7.6. Redusoitumattomat esitykset

Jos ryhman matriisiesitys on, tai saadaan similaarimuunnok-
sella, "blokki—diagonaalimuotoon", kuten esim. matriisit taulu-
kossa 7.3, voidaan esitys redusoida kahdeksi (tai useammak-
si) esitykseksi. Taulukon 7.3 4-dimensioinen esitys voidaan
siten redusoida 1- ja 3-dimensioisiksi esityksiksi, mita merki-
taan DY = DD 4 DO Yksi-dimensioinen esitys koostuu
kuudesta 1x1 matriisista [1], jotka noudattavat ryhman C;, ker-
totaulua, taulukko 7.2.

Kolme-dimensioinenkin esitys on viela redusoitavissa, kuten
taulukosta 7.4 kay ilmi. Siten siis D®% =2 DD + D2 ja na-
ma esitykset eivat ole enaa edelleen redusoitavissa, vaan ne
ovat ryhman C,, redusoitumattomia esityksia (irreducible re-

presentation tai irrep). Kaytetaan talle jatkossa lyhennetta RE.

Kuvassa 7.7 on esitetty nyt esilla olleet kantafunktiot "geomet-
risesti". Siita nahdaan, etta funktioilla sy ja s, on sama sym-
metrialaji (symmetry species) ryhmassa C,, ja ne virittavat
(span) (ovat kantana) esilla olleet kaksi yksi-dimensioista esi-
tysta. Funktioilla s, ja s; on erilainen symmetria(laji) ja ne virit-
tavat kaksi-dimensioisen esityksen.
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Nahdaan siis, etta "erilaiset"
funktiot virittavat erilaiset REt,
joten REksia voidaan kayttaa
symmetriaominaisuuksien ku-
vaamiseen.

Nimetaan sen vuoksi eri REt
eli eri symmetrialajit.

1-dim RE, jonka karakteerit
ovat(1,1,1,1,1,1)on T, ja 2-
dim RE, jonka karakteerit ovat
2,-1,-1,0,0,0)on I';. Taval-
lisesti kaytetaan myos nimia
A, ja E. Huomaa, etta myos
identiteettioperaattorille kayte-
taan "sattumalta" samaa mer-
kintaa E.

7.7. Ortogonaalisuusteoreemat

Redusoitumattomille esityksille on voimassa suuri ortogo-
naalisuusteoreema:

; D{(R)* Dfi;(R) = g Ser Oy Oy (7.7.1)

missa h on ryhman kertaluku, ¢ viittaa REhen I',jad, on REn
dimensio.

REkseille patee myos pieni ortogonaalisuusteoreema:
z X' R* %" R)=hdy , (7.7.2)

tai

Z g©) x'©* %" (©=hdy , (7.7.3)

missa c viittaa ryhman luokkiin ja g(c) on s-operaatioiden luku-
maara luokassa c.
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Suuresta ortogonaalisuusteoreemasta seuraa, etta pisteryh-
man

symmetrialajien lukumaara = luokkien lukumaara (7.7.4)

ja
: > di=h. (7.7.5)

Tarkastellaan nyt viela rynmaa C,,, jossa on kolme luokkaa.
Yhtalon (7.7.4) mukaan on silloin myds symmetrialajeja ja
REia kolme, joista kaksi, I'; ja I'; eli A, ja E, ovat jo olleet esil-
la. Yhtalon (7.7.5) mukaan puuttuvan, T, eli A,, dimensiolle
voidaan kirjoittaa 1%+ d,* + 2*

= 6, josta saadaan d, = 1. Taulukko 7.5.

Kayttaen pienta ortogonaali- Ryhman C; karakteeritaulu.

suusteoreemaa (7.7.3) voi-

.. . E 2
daan nyt kirjoittaa puuttuva ri- %V : 1C3 3 IOV
vi ryhman C,, ns. karakteeri- A] | | y
taulukkoon, taulukko 7.5. E2 5 0 0

7.8. Esitysten redusoiminen

Haluttaessa selvittaa mita symmetrialajeja kantafunktiojoukko
virittaéd on pisteryhman matriisiesitys redusoitava

DR)=Y,a, DY(R), (7.8.1)
mita vastaten

Esim. edella, kantajoukolle (sy, Su, Sg, S¢) pisteryhmassa C;,
I'=2 A, + E. Tehtavana on siis maarittaa redusointi- (eli re-
duktio-) kertoimet a,.
Similaarimuunnoksen ominaisuuteen (sailyttaa matriisin jalki)
perustuen

xR =3, 2, x"(R), (7.8.3)
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josta pienen ortogonaalisuusteoreeman avulla voidaan rat-
kaista

2= L3 X OR)* %(R) (7.8.4)

R
2 a=L 3 80) X0 x(©) (7.85)
.

Usein symmetrialajien maarittamiseen riittaa pelkastaan ka-
rakteeritaulun tarkastelu.
Esim. Mita symmetrialajeja CH,-molekyylin hiilen 2s- ja vety-
atomien 1s-orbitaalit virittavat?
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7.9. Symmetria-adaptoituneet kannat

Seuraavassa kuvataan lyhyesti menetelma, jolla annetusta
kantafunktiojoukosta £ muodostetaan sellaiset funktiot (uusi
symmetria-adaptoitunut kanta '), jotka virittavat symmetriala-
jeja vastaavat REt.

Projektio-operaattorilla

P() = (Iif DY(R)* R (7.9.1)

on ominaisuus
ng@ f}?') = fi(’f) Ser 8 (7.9.2)

joten se projisioi toisesta samaan symmetrialajiin ¢ kuuluvasta
funktiosta f* funktion £,".

Projektio-operaattorilla

p0 =3 Py = ‘flf % O(R)* R (7.9.6)
on taas ominaisuus
p® f; = E £ (7.9.7)

eli se projisioi funktiosta f; kaikkien lajiin ¢ kuuluvien funktioi-
den summan.

Esim. Maaritetdan symmetria-adaptoituneet kantafunktiot
edella esilla olleesta kannasta, nyt yksinkertaistettuna muo-
toon (s,, g, Sc), pisteryhmassa C,,.
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7.10. Atomaaristen p-orbitaalien symmetriaominaisuudet

Tarkastellaan nyt NH; molekyylin typpiatomin p-orbitaalien vi-
rittamia symmetrialajeja pisteryhmassa C,,. Reaaliset p-orbi-
taalit ovat

p, = rsinfBcosdf(r) = xAf(r),
p, = rsinBsingf(r) = yf(r)ja
p, = rcosO f(r) = zf(),

missa f(r) on pallosymmetrinen "radiaalinen" osa. Siten sym-
metriaominaisuudet ovat samat kuin

kantajoukolla f = (x, y, z), jonka

transformaatiot ryhman C;, operaa-

tioille on esitetty kuvassa 7.9. Niin-

pa voidaan kirjoittaa esim.

-100
OV(X’y,Z) = (_Xayaz) = (XaY7Z) 0 1 O

001
ia (7.10.1)
(X, y, 2) = (“x+43y, 243x-ly,z) =

L3 0
= (X,y,2) é,@ _;, 0 (7102)
0 0 1

j.n.e. Ryhman C;, esitys kannassa
(X, y, z) on koottu taulukkoon 7.6.

Koska matriisit ovat blokki-diago-
naali- (eli lohkolavistaja-)muodossa,
nahdaan helposti, etta funktio z virit-
taa s-lajin A, ja funktiot (x, y) viritta-
vat s-lajin E. Huomaa, etta karak-
teerien summa tasmaa

(3,0, 1)=(1,1,1)+(2,-1,0).
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7.11. Suora-tulokanta ja atomaariset d-orbitaalit

Kahden kantafunktiojoukon, dimensiot d, ja d,, funktioiden tu-
lot muodostavat ns. suora-tulokannan, jonka dimensio ond =
d, d,. Jos tarkastellaan erikoistapauksena symmetrialajit T, ja
', virittavien kantajoukkojen suoraa tuloa, niin voidaan 0soit-
taa, etta matriisiesityksen karakteerit symmetriaoperaatioille R
ovat

xR) =%x"R) x""R) . (7.11.2)

Katsotaan esimerkkina kannan (x, y, z) suoraa tuloa itsensa
kanssa: (x,y,z) x (X,y,2) = (x%, Xy, Xz, yX, y2, yz, ZX, Zy, 7%).
Kanta (x, y, z) virittdd symmetrialajit A, ja E, ja sen karakteerit
ovat 3,0 ja 1, ks. taulukko 7.6. Yhtalon (7.11.2) mukaan suo-
ra-tulokannan karakteerit ovat siten 9,0 ja 1, ja C;, ryhman ka-
rakteeritaulua tutkimalla nahdaan, etta nama luvut saadaan
vain symmetrialajien "suorasta summasta" 2 A, + A, + 3 E.
Edelleen karakteeritauluja tutkimalla voidaan paatella, etta

(X, y) x (z) = (xz, yz) >A; xE=E
(X, y) x (X, y) = (x%, Xy, yx, y?) ->ExE=A,+ A, +E.

(Symmetrialajien valiset suorat tulot on taulukoitu, ks. liite 11).
Edelleen, etsimalla symmetria-adaptoituneet lineaarikombi-
naatiot eo. funktiojoukoista osoittautuu, etta x>+y virittaa sym-
metrialajin A, (x>-y?, xy+yx=2xy) virittaa E:n ja (xy-yx=0) vas-
taa A,:ta. (Namakin on taulukoitu).

Talla tavoin saadaan helposti esim. atomaaristen d-orbitaalien
(Xy, yz, zx, x>=y?, 3z°—1?) virittamat symmetrialajit.
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7.12. Suora-tuloryvhma

Tarkastellaan kahta ryhmaa G ja G', jotka ovat kertalukuja h ja
h', ja joiden alkiot R; ja R;' kommutoivat, kuni=1,2,....,hjaj=

1,2, ...,h". Symmetriaoperaatiot R;R; muodostavat ryhmien G
ja G' ns. suora-tuloryhman, jota merkitaan G" = G x G'. Suora-
tuloryhman symmetriaoperaatioiden karakteereille patee

X(RRY) = %(R) x(R’). (7.12.2)

Suora-tuloryhman kertaluku on hh' ja luokkien lukumaara on
"tekijaryhmien" luokkien lukumaarien tulo.

Esim. Muodostetaan suora-tuloryhman C;, = C,, x C, karak-
teeritaulu yhtalon (7.12.2) avulla.

Samoin voidaan muodostaa karakteeritaulut esim. ryhmille
D6h= D6XC1Ja.()h=OXC1
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7.13. Integraalien symmetriaominaisuuksista

Tarkastellaan maaratyn in-
tegraalin laskemista parit-
tomalle funktiolle

f: f(—x) =-f(x) ja parillisel-
le funktiolle g : g(—x) = g(x)
valilla —a <x <a. Kirjoitta-
malla integraalit nahdaan,
etta parittoman funktion
maaratty integraali haviaa
identtisesti, kun taas parilli-
sen funktion ei. Parillisen-
kin funktion maaratty integ-
raali voi tosin saada arvon
nolla, sattumalta.

Valin (—a, a) symmetrian

tarkastelu antaa saman tu-

loksen seuraavasti. Valin

symmetriaoperaatiot ovat E

ja oy, ja siten se kuuluu

pisteryhmaan C,. Funktiot

g ja f virittavat symmetria-

lajit A' ja A", tassa jarjes-

tyksessa. Jos otetaan lah-

tokohdaksi se, etta integroitava funktio, integrandi, on jotakin
pisteryhman symmetrialajia, niin voidaan sanoa, etta

symmetrisen kohteen yli laskettu maaratty integraali haviaa,
ellei integrandin symmetrialaji ole korkein mahdollinen, ns.
taysi symmetria (full symmetry).
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Tama tulos voidaan yleistaa, ja sita voidaan kayttaa hyvaksi
mm. matriisielementtien (odotusarvojen ja transitiotodennakoi-
syyksien) tarkastelussa. Esim. valintasaannoét saadaan talla
tavoin.

Jos integrandi koostuu useamman funktion (tai operaattorin)
"tulosta", maarataan sen symmetrialaji(t) tekijoiden symmetria-
lajien suorasta tulosta ja mikali korkein symmetrialaji (yleensa
A,) esiintyy, ei maaratty integraali valttamatta havia. Toinen
tapa katsoa tata samaa asiaa on ajatella funktiot ortogonaali-
siksi

ffy)* f}zy) dt 6,@5' 6ij . (7131)

T

Esim. Maaraa ne NH; molekyylin typpiatomin orbitaalit, joilla
voi olla nollasta eriava peittointegraali (overlap integral) vety-
atomien 1s orbitaalien muodostamien funktioiden (s, s,, s3)
kanssa.

Systeemin Hamiltonin operaattorin on oltava invariantti eli
muuttumaton kaikissa symmetriaoperaatioissa. Sen vuoksi
Hamiltonin operaattorilla on taysi symmetria (korkein symmet-
ria laji) ja se kommutoi kaikkien symmetria operaatioiden
kanssa. Ja edelleen, tasta seuraa, etta y ja Ry ovat molem-
mat S-yhtalon Hy = Ey ominaisfunktioita vastaten samaa
energian ominaisarvoa E. Saman symmetrialajin (redusoitu-
mattoman esityksen) ominaisfunktiot ovat siten degeneroitu-
neet samaan ominaisenergiaan ja kaikki symmetria lajin omi-
naisfunktiot saadaan yhdesta, kayttamalla symmetria operaa-
tioita (projektio-operaattoreita). Sen vuoksi degeneraation as-
te on REn dimensio eli x(E).
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7.14. Rotaatioryhmat

Kaksiatomisen molekyylin pisteryhma on C.,, (homonukleaari-
sen D,,), jonka ominaisuuksista on johdettavissa kaikki im-
pulssimomentin z-komponentin eli operaattorin ¢/, ominaisuu-
det. Tama seuraa siita, etta rotaatio kiintean akselin suhteen
minka tahansa kulman ¢ verran on yksi ryhman symmetria-
operaatioista.

Atomien (pallosymmetrian) pisteryhman R, ominaisuuksista
on taas johdettavissa kaikki edella saadut impulssimomentin
ominaisuudet kommutaatiosaantdineen. Impulssimomenttien
kytkenta on myos tehtavissa redusoimalla kytkeytyvien im-
pulssimomenttien virittamien symmetrialajien (REn) suora tu-
lo.
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8. HAIRIOTEORIAA JA VARIAATIOTEOREEMA

Kaytannon kvanttikemian tai molekyylifysiikan tehtavissa jou-
dutaan tavallisesti, tehtavien monimutkaisuuden vuoksi, tyyty-
maan approksimatiivisiin (likimaaraisiin) menetelmiin ja ratkai-
suihin. Seuraavassa tarkastellaan tavallisimpia tallaisia mene-
telmia: hairidteoriaa ja variaatioteoreeman kayttoa seka joita-
kin niiden valittomia sovellutuksia.

8.0. Kahden tason hairioteoria

Tarkastellaan systeemia, jonka Hamiltonin operaattori H poik-
keaa "vahan", hairion H'" verran, jonkin vertailusysteemin Ha-
miltonin operaattorista H?. Siis H=H + H" ja vertailusys-
teemin ratkaisut oletetaan tunnetuiksi yhtalon

HY vy, =E, ¢, (8.1.1)

ratkaisuina. Oletetaan viela aluksi, etta vertailusysteemi voi
olla vain kahdessa tilassa: v, ; m =1 tai 2; ja yritetaan ratkais-
ta Schrodingerin yhtalo
Hy=Evy (8.1.2)
yritteella
Y=a, 9+, =2a; 1&+ a, 2&. (8.1.3)

Sijoittamalla saadaan H (a; 1&+ a, 28 =E (a, 1&+ a, 28 ja ker-
tomalla vasemmalta seka vektorilla M_etta 2 _saadaan yhtalot

a; M H1&+a, M H2&=E a,

eli
a H;;+a,H,;=Eaq,

a; Hy; +a, Hy, =E a,,
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Tuntemattomille kertoimille a, ja a, saadaan siten yhtalopari
H-E)a, + H;, a, =0

Hy a + (Hp-E)a, = 0,
jolle on ei-triviaaleja ratkaisuja vain, jos

H;-E Hi,
Hy, Hy-E

Tasta seuraa, etta (H,,—E) (H,,—-E) — H;, H,, =0, jolloin saa-
daan ratkaisut

E. =12 (H,;+Hy,) 7 12 {(H,-H,,)> +4H,H,}'*. (8.1.5)
Tarkastellaan erasta tavallista erikoistapausta, jossa H,,,, =

(8.1.4)

=0.

HO +HD =H® =E_  eliH" =0. KoskaH,=H?,+
HY, —H(l)nja samoin H21_H D, Jollom

E, =12 (E+E) 7 12{ (E,-E,? + 4 ¢1}12, (8.1.6)
missa

2 _ 1 1
e = H¢ )12 HC¢ )21_

Kuvassa 8.1 on
esitetty kuinka
"hairid" ¢ aiheut-
taa tasojen E, ja E,
erotuksen AE kas-
vamisen.

Jos ¢/AE << 1, niin
kayttaen kaavaa

(14x)"? = 1+ 12 x,

missa x << 1, saa- Kuva 8.1
daan

E,=E, - ¢AE ja E_=E, + ¢/AE . (8.1.7)
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Ratkaistaan viela aaltofunktiot. Kaytetaan yritteita

Y, = cosP Y, +sinBp, ja y_=-sinfy, +cosfy,, (8.1.8)

jotka on "valmiiksi ortonormalisoitu” kertoimien valinnalla, jos
P, jay, ovat, silla ™ _+& "N —&=sin’f +cos’f=1 ja

N —&=sinf cosp — sinp cosP = 0. Ratkaistaan p "sijoittamalla
P_ S-yhtaldodon" ja kaytetaan ortogonaalisuusehtoa

0= H -&
=-sinp cosP H,, + cos?p H,, - sin?p H,, + sinp cosp H,, ,

josta (E, - E,) sinp cosp = cos?p H |, —sin’p HY,,. Jos H?V,,
=H®,,, em. ehto voidaan kirjoittaa

Jos nyt alkuperainen systeemi on degeneroitunut, (E, - E,) =0,
niin tan 2p =« eli sinf = cosp = 1/V2 ja

Y, = 1V2 (Y +9y) ja Y= IV2 (4p; +,) . (8.1.9)

Jos hairio on pieni, HV , / AE << 1, niin tan 2p =
2HY,, /(E,-E))=2p<<1 ja sinp=p seka cosp = 1, joten

P, =P — (H(l)lz /AE) ¢, ja Y =1, + (H(l)lz /' AE) 1, . (8.1.10)

8.1. Ajasta riippumaton hairioteoria

Tarkastellaan nyt yleista tapausta, jossa tunnetun vertailusys-
teemin
H(O)wannwn;nz()? 1’ (8111)

tilojen lukumaaraa ei ole rajoitettu, mutta tilat oletetaan de-
generoitumattomiksi. Ratkaistavan systeemin Hamiltonin ope-
raattori kirjoitetaan nyt

H=H® +HD (+ H® + ) (8.1.12)

tai kun halutaan pitaa kertaluvut erillaan kaytetaan kerrointa A
(hairibn voimakkuus) siten, etta
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H=H® + 2 HO + X H® + . (8.1.13)

ja lopuksi voidaan sitten sijoittaa A = 1. Samoin kirjoitetaan
aaltofunktiolle

_ _ Y=y + A+ A2 + .. (8.1.14)
fa energialle E=Ey+AE" + 2 E2 + .. (8.1.15)
ja sijoitetaan nama ratkaistavaan S-yhtaloon

Hy=E. (8.1.16)

Talloin saadaan
{H o —Eg o } + A { H” ™ + HV gy —Eg g — B g } +

+}\,2{H(0) wO(Z) + H(l) wo(l) + H(2) 1Po _ EO w0(2) _ EO(I) 1po(l) _ EO(Z) 1P0}
+.. = 0.

Koska A on mielivaltainen, voidaan kukin kertaluku erikseen
merkita nollaksi, joten

HO 4, = E, (8.1.17a)
(HO — Ey) ," = (B, = HV) (8.1.17b)
(HO — Ey) 1@ = (B,® — H®) yp + (B, — HD) p, V. (8.1.17¢c)

Ensimmainen naista on vertailusysteemin tunnettu S-yhtald
funktiolle 1, (huomaa, etta taméa sama tarkastelu patee sa-
manlaisena myos muille tiloille y,). Samoin kuin kahden tason
(tilan) tapauksessa, ratkaistaan nyt 1-kertaluvun korjaus aalto-
funktiolle v, yritteella

Wo' = a2y Wy = a2y _n& (8.1.18)
joka sijoitetaan yhtaloon (8.1.17b). Talldin saadaan
>y (B, —Ep) _n&= (E," - H") _0& (8.1.19)

ja kertomalla tama vasemmalta vektorilla "0 _seuraa
0 =E,"V -0 H"V 08&, josta voidaan ratkaista
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energian ominaisarvon 1-kertaluvun korjaus
E, V=20 H" 0& (8.1.20)

Kerrotaan nyt (8.1.19) vasemmalta vektorilla "k, kun k = 0, jol-
loin saadaan

a, (B, —Ey) =-H",, (8.1.21)
ja
Siten 1-kertaluvun aaltofunktioksi tulee
HY )
~ 8.1.23
w WO+Ek (E() Ek wk’ ( )

missa pilkku (') summauksessa tarkoittaa, ettei k = 0 kuulu
summaan.

Toisen kertaluvun lausekkeita etsitaan samoin yritteella
Y@=, b, =3, b, n& (8.1.24)

joka sij0|tetaan yhtalodn (8.1.17¢). Samoin kuin edella 1-ker-
taluvussa saadaan myos 2-kertaluvun korjaus energiaan

EQ ~ HY) + 2 ( %(1)> (8.1.25)

Jos tarkasteltava systeemi on sellainen, etta energian hairiote-
oreettisen korjauksen summalausekkeen nimittajassa ener-
gian ominaisarvojen erotus voidaan korvata likimain vakiolla
E, - E,=-AE, niin

Eo(z) = H00(2) - {2 HOn(]) Hno(l) - Hoo(l)Hoo(l) »/ AE (8.1.26)
ja kun osoittajaa merkitaan
Ae? =70 H? 0& "0 HP 0&, (8.1.27)
voidaan kirjoittaa
E,? =~ Hy® — Ac?/ AE. (8.1.28)

MF, kl 1996 72

8.2. Degeneroituneiden tilojen hairidteoria

Edella kasiteltya hairidteoriaa ei voi soveltaa degeneroituneille
tasoille (tiloille), koska kaikkien kertalukujen energioiden ja
aaltofunktioiden lausekkeiden nimittajissa on sellaisia ener-
gioiden erotuksia, joiden vuoksi lausekkeet divergoisivat.

Tarkastellaan nyt r-kertaisesti degeneroitunutta ominaisenergi-
aa E,, jota vastaavat aaltofunktiot ovat yhtalon

HO o, =Eypo; £=1,2,...,1 (8.2.1)

lineaarisesti riippumattomat ratkaisut. Samoin kuin edella
merkitaan H=H® + HY, missa H" on pieni hairio.

Funktiot v, (lineaarikombinaatiot) on edullista valita siten, etta
e "sopivat hairion H'" symmetriaan". Valitaan sitten alim-
man kertaluvun aaltofunktioiksi lineaarikombinaatiot

Poi = E Cir Yor » (8.2.2)

/=1
jotka diagonalisoivat operaattorin H" eli ,; H"_¢,,&= 0, kun
i=j, jaryhdytaan etsimaan kertoimia c;, .

Samoin kuin edella kirjoitetaan nyt

= ¢0i +A lP()i(l) +... (823)
ja
E =B, +AE" +.., (8.2.4)
jotka sijoitetaan S-yhtaloon
Hy; =E; ;. (8.2.5)

Kahden alimman kertaluvun termeista saadaan (samoin kuin
edella) yhtalot

HO Qo = EO Po; (8263.)

(H® — Ey) " = (B — HD) ¢y - (8.2.6b)
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Kirjoitetaan nyt aaltofunktion 1-kertaluvun korjaus muotoon

T

wg)}) = E ay wOf + E ap wn ’ (827)

/=1
missa ensimmainen summa kay yli degeneroituneiden tilojen
P, jajalkimmainen yli kaikkien muiden tilojen. Merkitsemalla
nyt ¢, =_0 /& ja sijoittamalla edellinen yhtalo seka (8.2.2)
doi = Dy iy _0 (& yhtalodn (8.2.6b) saadaan

Soa, (Eg-Ey) _00&+ 3" a, (E, - Ey) _n&= Y, ¢;, (E,V - HY) _0 &

Kertomalla tama vasemmalta vektorilla "0 k , joka on jokin
(mahdollisesti lineaarikombinaatio) funktioista 70 ¢ _siten, etta
"Vk _n&=0 ja

Su="0k _0/8&, (8.2.8)

saadaan ns. sekulaariyhtalot

0=72,¢y( EOi(l) S, =0k HY_018&)
eli

> i (B Sy —H,Y) =0, (8.2.9)
Tasta saadaan yhtaloryhma, i=1, 2, ..., r; (tai matriisiyhtald)
kertoimille ¢;, (/=1,2, ..., ), jolle on olemassa ei-triviaaleja
ratkaisuja, jos sekulaarideterminantti

det [ H, " —E,"'S,, 1, =0, (8.2.10)

mista 1-kertaluvun korjaukset energiaan E," (i=1,2, ...,r) on
ratkaistavissa matriisin diagonalisoinnilla. Sen jalkeen kutakin
energiaa E," vastaavat kertoimet c,, voidaan ratkaista yhta-
losta (8.2.9).

Huomaa, etta jos valitaan S,,=9,, ja r=2, saadaan yhtalosta
(8.2.10) jo aikaisemmin esilla ollut kahden tason tapaus, yhta-
16 (8.1.5).
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8.3. Variaatioteoreema

Schrbdingerin yhtalon ratkaisua, aaltofunktiota, voi etsia myos
sopivalla yritteella. Yrite aaltofunktio vy, voidaan kirjoittaa kayt-
taen sopivaa funktionaalista muotoa ja siina sopivia paramet-
reja, joille etsitaan sellaiset arvot, etta yrite on mahdollisimman
lahella tarkkaa ratkaisua. Tata varten maaritelladan ns.
Rayleighin suhde (osamaara)

(WyHhpy) (8.3.1)

(wyhpy)
jolle patee variaatioteoreema

E = E, mille tahansa v, (8.3.2)

missa E, on Hamiltonin operaattorilla H kuvatun systeemin pe-
rustilan energia. Yhtalaisyys on voimassa silloin kun v, on pe-
rustilan tarkka aaltofunktio .

Todistetaan variaatioteoreema kirjoittamalla y, = ¥, ¢, ¢, = 3,
¢, _n& missa v, ovat S-yhtalon H vy, =E, v, ratkaisut
[=> {y,} on taydellinen joukko]. Koska

Awy LH'EO)_wy&z En,n’ (:n>l< Ch "n LH-EO)_II'&=
=0 & ¢ (Bi-Eg) "n _n'& Y, Ic,I* (E,-Ey) = 0,
saadaan
Ale _I_I_wy&z EO Ale _wy&,
josta variaatioteoreema seuraa.

Parametrien maaritys tapahtuu yleensa tavalliseen tapaan
merkitsemalla Rayleighin osamaaran E parametrien p, suh-
teen lasketut derivaatat nolliksi

(0 E/dp,) =0, (0 E/op,) =0, ...;

eli kirjoittamalla funktion E gradientti parametriavaruudessa
{pi}; ja merkitsemalla se nollaksi.
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Esim. Kayta yritefunktiota vy (r) = e™ vedyn kaltaisille ato-
meille (vain yksi elektroni ja ydin, jonka varaus on Ze) ja maa-
raa parametri k seka sita vastaava (minimi)energia.

m e-ar dr = 1!
Otm'l
0
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Rayleigh-Ritz variaatiomenetelmassa kaytetaan yritetta

Yy=3iciypi=2icli) (8.3.3)

missa varioitavia parametreja ovat kertoimet c, ja funktioita 1,
kutsutaan usein kantafunktioiksi. Rayleighin suhteeksi tulee

c; c; (1Hlj ¢ ¢; H;
_ (p,IHhy,) _ ; j (ilHIj) _ ; i i
(Wyhpy) ¥ eiciili) Y i Sy

1 1

kun sallitaan vain reaalisia kertoimia c;. Minimoidaan E :
dE _

de

(E G ij + E C; Hlk); Ci G Sl_] - (2 G Skj + E C; Slk); Ci G HIJ
] 1 1 1 1

( E Ci Cj Sij )2
3

> ci(Hg-ESg) + Y ci Hic- E Sy
= 1 = 0.

E Ci Cj Sij
i

Tama on voimassa, jos jokaisella k

2 ¢ (Hy - E Sy) =0, (8.3.4)
ja siten ei-triviaaleja ratkaisuja saadaan, jos
det (H;, - E S;,) =0. (8.3.5)

Tasta saadaan yhta monta juurta (arvoa E:lle) kuin on kanta-
funktioita yritteessa (8.3.3). Perustilan energiaksi valitaan
naista alin ja haluttaessa, sita vastaavat kertoimet c; voidaan
ratkaista sekulaariyhtaldista (8.3.4), jolloin aaltofunktio saa-
daan yritteesta (8.3.3).
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8.4. Hellmann—Feynman teoreema

Tarkastellaan Hamiltonin operaattoria, joka riippuu parametris-
ta P (esim. molekyylissa kahden ytimen valinen etaisyys tai jo-
kin ulkoinen kentta). Tallbin systeemin kokonaisenergia riip-
puu tasta parametrista: E(P) = (|H|y), kun (pjp) =1, ja

dE _ *
G oap | W Hu

_ | dv* dH g v
—j Hlpd1:+f1p*dplpd1:+flp* de‘c

dP

—Edflp*lpd‘t+flp* Pdr = <((1111;I>

Siten on todistettu Hellmann—Feynman teoreema:

dE _ < dﬁ>

P ap | (8.4.1)
Talla tavoin voidaan helposti laskea esim. atomien valisia voi-
mia molekyylidynamiikan simulointeja varten, jos systeemin
aaltofunktio tunnetaan riittavan tarkasti.

8.5. Kahden tason ajasta riippuva hairioteoria

Ajasta riippuvaa hairidteoriaa tarvitaan silloin, kun hairio(ope-
raattori) kytketaan paalle tai pois ja halutaan tarkastella sys-
teemin vastetta tahan, tai silloin, kun hairiboperaattori on eks-
plisiittisesti ajasta riippuva

H(t) = HO + HO(1).

Tavallisin ajasta riippuva hairid on sahkbmagneettinen kentta
HY(t) = A coswt. Etsitaan ajasta riippuvaa ratkaisua ¥ aalto-
yhtalolle

=i\ (9W/at). (8.5.1)
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Rajoitutaan tassa jalleen kahden tason systeemiin (samoin
kuin kappaleessa 8.0), jonka tasot ovat E, ja E, vastaten omi-
naisfunktioita 1, ja y, vertailutilan yhtalosta

HOy =E, y, ;n=1,2.
Stationaaristen tilojen aikariippuvuus on
an(t) =, e—iEntj\ (852)
yhtalon (2.3.8) mukaan. Otetaan yritteeksi lineaarikombinaa-
tio
W(t) = a,(t) W, (t) + ay(t) Wy(t), (8.5.3)

jossa myds maarattavat kertoimet a,(t) ovat ajan funktioita.
Sijoittamalla tama yhtaloon (8.5.1) ja edelleen sijoittamalla

HOW =i\ (oW /o)
saadaan

a, HVW, +a, HVW, =i\ a, ¥, +i\ a, ¥,, (8.5.4)

missa on kaytetty lyhennemerkintaa a = da/dt. Sijoittamalla
nyt aikariippuvuudet (8.5.2), saadaan

alH(])wle—lElt/\ + azH(l) 11)2 e—iE2t/\ — 1\ a]wl e—iElt/\ + 1\ aZw2 e—iEzt/\ ,
ja edelleen kertomalla vy, *:lla ja integroimalla (fy,* ¢, dt = 0),
saadaan

alH(l) e-iEit\ 4 a, H(l) e-iEt\ =\ a, e -iEit

missa HY;; = fy;* H ; dv . Kirjoitetaan nyt tasojen energioi-
den erotukselle E, - E, _\(»0 ja oletetaan, etta H, (1) =
H,,(t) = 0. Tama oletus on voimassa tavaII|3|mm|IIe hairioille,
esim. sahkbmagneettiselle kentalle. Talloin saadaan

a, = (1/i\) a, HY |, e-iont (8.5.5a)
ja samoin kuin edella saadaan myos
a, = (1/i\ ) a, HD,, e, (8.5.5b)
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Tarkastellaan ensin (i) tilannetta, jossa hairid on "pois paalta",
jolloin a, =4, =0, a, = vakio, a, = vakio ja

Y= a; Y, e B\ 4 a, |, e B\ (856)

Tama voidaan tulkita siten, etta todennakoisyydella
la, e B\ |2 =14, I = vakio, systeemi on tilassa v, ja todenna-
koisyydella | a, I = vakio, systeemi on tilassa v, .

(i) Jos taas hairid on "paalla" vakiosuuruisena, H? , = vakio
ja HY,, = vakio, ratkaistaan differentiaaliyhtalopari (8.5.5)

a, = (1/i\ ) a, HV,, e-ioot
a, = (1/i\ ) a, HD,, eio,

(8.5.7)

josta . .
4, = (1/i\ ) a, HY,, e + iw, (1/i\ ) a; HY,, el

= (1/i\ > a, HV , HY,, e + i, 4,
=-V?a, +iwgya, ,

kun merkitaan HV , HY,, =\ 2 V2. Taman diff. yhtalon ratkaisu
on

az(t) =(A eit | B it ) gl/2iogt Q=12 (0)02 +4 VZ)]/Z, (8.5.8)

missa vakiot A ja B maarataan alkuehdoista. Samanlainen
lauseke saadaan a,:lle ja jos alkuehdot ovat a,(0) = 1 ja a,(0) =
0, niin

a,(t) = { cosQt + i (wy/2RQ) sinQt } e!/2 it
ja a,(t) = - (V/Q) sinQt /2 it

Tarkastellaan nyt todennakoisyytta sille, etta systeemi havai-

taan tilassa 1 tai tilassa 2. Merkitaan naita todennakoisyyksia
P, ja P,, joille patee P, + P, =1, koska muita tiloja ei ole. Siis
P, =1-P, ja alunperin miehittamattoman tilan miehitystoden-
nakoisyys tekee ns. Rabin oskillatioita

by = = AV2 e (08 4V2)"
2T 02 4 4V2 2

(8.5.9)

t. (8.5.10)
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Tarkastellaan kahta tavallisinta eri-
koistapausta, joista ensin

(i) degeneroitunutta systeemia, jos-
sa E, =E, jasiten w,=0. Talloin

P, = sin? Vit, (8.5.11)

joka on esitetty kuvassa 8.7. Huo-
mataan, etta mita suurempi hairio
on, sita nopeampaa on oskKillointi;
mutta toisaalta, kuinka heikko hairio
tahansa siirtaa systeemin tilasta toi-
seen.

(ii) Toiseksi tarkastellaan toista aari-
tapausta (E, - E,)A >>V, jolloin

P, = (2V/w,)* sin?(1/2 wyt).  (8.5.12)

Tama on esitetty kuvassa 8.8. Nyt
huomataan, etta oskillaation taajuu-
den maaraa tasojen energiaero ja
amplitudin hairion voimakkuus suh-
teessa tasojen energiaeroon. Ta-
son 2 miehitystodennakoisyys on
nyt aina pienempi kuin yksi.

8.6. Yleinen ajasta riippuva hairioteoria

Ratkaistavaksi tulevan differentiaaliyhtalon kertaluku kasvaa
tasojen lukumaaran kasvaessa, eika yleista ratkaisua ole loy-
dettavissa samalla tavoin kuin kahden tason tapauksessa.
Useiden tasojen tapauksessa tasojen valisia (virtuaalisia) tran-
sitioita kuvataan yksinkertaisimmin ns. Feynmannin diagram-
meilla.
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8.7. Fermin kultainen saanto

Tarkastellaan seuraavaksi usean ta-
son systeemissa transitiota (siirty-
maa) alkutilasta E; (initial) lopputi-
laan E; (final). Merkitdan E;-E; =
\ w;. Kun systeemiin vaikuttaa sah-
kbmagneettinen sateily

H®P(t) =2 HY cos wt, (8.6.10)

voidaan osoittaa, etta aluksi miehitta-
mattoman tilan £ miehitystodennakoi-
syys on

2 _
Pa() =~ HVI_ gin2 Xy (8.6.13)

(0f — ) 2
missa V;>=H"V,2HV2/\2 Vertaa tata kahden tason tapauk-
seen, yht. (8.5.12). Tasta nahdaan, etta lopputilan f miehitys-
todennakoisyys kasvaa voimakkaasti, kun lahestytaan reso-
nanssia wg; — o =0.

Mikali mahdollisia lopputiloja on useita, voidaan niiden tilati-
heytta (lukuméaaraa) merkita py(Ey), energian E; ymparistos-
sa. Talloin voidaan osoittaa, etta

Pi(t) = 2m\ Vg® pn(Ep t (8.7.4)
ja kun maaritellaan transitionopeus (spektriviivan intensiteetti)
Wi = dPy/dt, (8.7.3)

niin saadaan Fermin kultainen saantd (Fermi's golden rule)
Wi = 2m\ V2 pn(Ep = 27/ IHDLP po(E).  (8.7.5)
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8.8. Einsteinin transitiotodennakoisyydet
(eli A- ja B-kertoimet)

Transitiotodennakoisyys on verrannollinen myos sahkomag-
neettisen sateilyn intensiteettiin eli energiatilojen tiheyteen p(v)
(fotonien lukumaara/aika- ja tilavuusyksikkd), transition indu-
soivalla taajuudella. Siten voidaan kirjoittaa stimuloidun ab-
sorption transitiotodennakoisyydelle

Wir = B¢ p, (8.8.1&2)

missa B;; on ns. Einsteinin B-kerroin stimuloidulle absorptiolle.
Vastaavasti voidaan kirjoittaa stimuloidun emission transitioto-
dennakoisyys

W, = B;p, (8.8.3)

missa By on Einsteinin B-kerroin stimuloidulle emissiolle. Kos-

Koska termisessa tasapainossa energian ominaistilojen
miehitykset noudattavat Boltzmannin jakautumaa

N¢/ N, = exp(-hv / kT), niin W, =Wy, ja on oltava viela ainakin
yksi (kolmas) transitioprosessi. Tama on spontaani emissio,
jolle

Wﬁ = Aﬁ . (884)

Tasapainossa N, W, =N; W, joten NNBp=N;(Bp+A),

missa A =A; ja B=B;=B;;. Vertaamalla tata Boltzmannin

jakautumaan saadaan
N;/N,=Bp/(Bp+A)=exp(-hv/KkT),

josta edelleen

p = (A/B) / {exp(hv/kT) - 1}. (8.8.5)
Vertaamalla tata Planckin sateilylakiin (1.1.11)

p(v) = (8nthv’/c?) / {exp(hv/kT) — 1} (8.8.6)
saadaan

A/B = 8rth(v/c). (8.8.7)

Spontaanin emission suhteellinen osuus siis kasvaa verran-
nollisena taajuuden (tasojen erotuksen) kuutioon.
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8.9. Tilojen elinajat ja spektriviivojen leveys

Jos systeemi ei ole perustilassaan, mutta se voi siirtya perusti-
laan (tai johonkin toiseen alemman energian ominaistilaan)
sopivalla transitiolla, puhutaan tavallisesti viritetysta tilasta ja
sen purkautumisesta.

Stationaarisen tilan, jonka omi-
naisenergia on E, aaltofunktion
aikariippuvuus on muotoa

W(t) = e FN . Viritetyn tilan
aaltofunktiota voidaan tavalli-
sesti kuvata ajan mukana vai-
menevalla aaltofunktiolla

W(t) = e BN -2 jolloin

IWI> = hpl? eV ja t kutsutaan
viritetyn tilan elinajaksi.

Talla tavoin kuvatun viritetyn ti-
lan energia saadaan kirjoitta-
malla ajan mukana vaimeneva
aaltofunktio stationaaristen ti-
lojen (energia E') "lineaarikom-
binaationa" eli Fourier muun-
noksena

e-iE\ 12t — f g(E') e-Et\ dE' s (891)

missa

N — \/‘C
eE) = E vy am

Tama on ns. Lorentzin viivanmuoto, joka on tyypillinen spon-
taanisti eli itsestaan purkautuville tiloille.
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Funktio g(E') kuvaa ajasta riippuvan aaltofunktion energia
spektria eli niitten stationaaristen tilojen energioita, joista ajas-
ta riippuva aaltofunktio on koottu. Siten siis, jos tila ei ole sta-
tionaarinen, ei silla ole vain tiettya energiaa, vaan jakautuma,
jolle voidaan maarittaa puoliarvoleveys, tavallaan epatark-
kuus, OE. Lorentzin vivanmuodolle puoliarvoleveys 8E =\ /2t.
Purkautumisen aikavakiota t kutsutaan siis tilan elinajaksi ja
nama on tapana esittaa purkautuvan tilan energian ja elinajan
"epatarkkuusrelaationa"

TOE =\ /2. (8.9.2)

Tahan relaatioon perustuen on mahdollista maarittaa viritetty-
jen tilojen elinaikoja kokeellisten spektriviivojen leveyksista.




