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PERUSTEET 1

Kvanttimekaniikka

« tarvittiin selittamaan uusia kokeellisia havaintoja

+ korvaa Newtonin yhtalon Schrodingerin yhtalolla
"korvaa nollan Planckin vakiolla h"
(pienten hiukkasten "liikeyhtal®")

* johtaa aaltofunktion kasitteeseen ja energian kvantittumiseen

+ antaa rajatapauksena klassillisen mekaniikan

« kaikki kokeelliset havainnot tukevat kvanttiteoriaa, ainakin
toistaiseksi
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1. HISTORIALLISTA TAUSTAA

Tarkastellaan kokeellisia havaintoja, jotka johtivat tarpeeseen
"kvantittaa energia".

1.1. Mustan kappaleen sateily

Musta kappale (black body):
+ absorboi kaiken sateilyn

«emittoi Stefanin lain
(1879) mukaisesti

M = oT¢, (1.1.1)

missa o = 5.67x10® Wm-2K*4

Mustan kappaleen sateilyn taajuus — aallonpituus-jakautumaa
ei voda selittaa klassillisen fysiikan avulla.
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Voidaan olettaa, etta sahkbmagneettinen kentta koostuu
varahtelijoista, joiden energia riippuu taajuudesta,
taajuusjakautuma on jatkuva ja jokaisella taajuudella
varahtelijoiden energia on Boltzmannin jakautuman mukainen

p(e) ~ e-ekT, (1.1.8)

Planckin hypoteesi:

varahtelijoiden energiat voivat saada vain arvoja, jotka ovat
energian hv monikertoja, missa h on vakio. hv on energian
kvantti.

Planckin jakautumalaki mustan kappaleen sateilylle

_ 8nhv? | ehvkT
du = 8 (1-e-th<T)dV’ (1.1.10)

U |=J/m3

Esim. 2.7K taustasateilyssa on n. 400 fotonia / cm?.
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1.2. Kiinteiden aineiden ominaislampo6

Dulong ja Petit esittivat (1819) kiintean aineen
ominaislammoblle teorian, joka perustuu siihen, etta aineen
atomit ovat varahtelijoita, vrt. sahkbmagneettinen kentta
edella. Taman perusteella voidaan kiintean aineen sisainen
energia ja ominaislamp® kirjoittaa klassillisesti muotoon, joka
patee eristeille huoneen lammossa, mutta ei alhaisissa lampo-
tiloissa.

Einstein huomasi 1906 analogian materian varahtelevien
atomien ja sahkomagneettisen kentan varahtelijoiden kanssa,
"kvantitti" varahtelevien atomien energiat ja sai kokeellisiin
tuloksiin sopivan teorian kiinteille aineille myos alhaisissa
lampotiloissa.

1.3. Valosahkoinen ilmid

Einstein selitti 1906 valosahkodisen ilmidn siten, etta
sahkomagneettinen kentta voi luovuttaa energiaa vain tietyn
suuruisina kvantteina hv ja siten valon metallista irroittamat
elektronit voivat saada vain tietyn suuruisen kineettisen ener-
gian

12mv? = hv —¢. (1.3.1)

Tasta seuraa, etta valon kvanttien on oltava "lokalisoituneita"
ja valon itsensa siten eraanlaista hiukkasvirtaa.
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1.4. Compton ilmi6

Jos fotonit ovat hiukkasia, joiden energia on hv ja massa on
nolla, tulisi niilla olla likemaara p = hv/c. Vuonna 1922
Compton teki kokeita kayttaen Rontgen sateita ja osoitti nain
olevan.

1.5. Atomien spektrit

Atomien absorptio- ja emissiospektrit koostuvat diskreeteista

"viivoista", mika voidaan selittaa vain sallimalla atomeille tietyt
energiatilat, so. kvantittuminen. Balmer havaitsi jo 1885, etta
vedyn spektriviivat (nakyvalla alueella) noudattavat lakia

1 _g.(1l_1 1.5.1
*=Ru (- o (15.1)
missa Ry = 1.09678 x 10°cm™' jan=3,4,5, ... Talldin2jan

vastaavat eri tiloja.

Talta pohjalta Bohr kehitti 1913 atomimallin kvantittamalla
elektronien energiat atomissa.
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1.6. Aineen aaltoluonne

Havaittuaan analogian Fermat'n periaatteen (optiikka) ja
Hamiltonin periaatteen (mekaniikka) valilla de Broglie ehdotti
1924, etta liikkuvaan kappaleeseen liittyy aalto, jonka

aallonpituus on
A = h/p. (1.6.1)

Davisson ja Germer saivat aikaan 1925 diffraktion elektroneilla
ja he totesivat myos yhtaldon (1.6.1) olevan voimassa. G. P.
Thomson havaitsi v. 1927 elektronien diffraktion ohuessa
muovikalvossa.

1.7. Epatarkkuusperiaate

Seurauksena aineen aalto—hiukkas-dualismista on ns.
epatarkkuusperiaate (uncertainty principle, tai principle of
indeterminacy, Heisenberg 1972), jonka mukaan tiettyjen, ns.
komplementaaristen, suureparien arvoista ei molempia voi
maarittaa samanaikaisesti "tarkasti".

On huomattava, ettei kyse ole mittausvaikeuksista, vaan siita,
ettei kyseisilla suureilla todellakaan ole olemassa tarkkoja
arvoja samanaikaisesti.
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Tarkastellaan esimerkkina hiukkasen paikkaa ja likemaaraa x-
akselilla. Jos hiukkasella on tietty likemaara ja siis tietty
aallonpituus yhtalon (1.6.1) mukaisesti, ei sen paikasta voida
sanoa mitaan.

Useampien eripituisten aaltojen konstruktiivinen
interferenssikuvio on taas selvasti lokalisoitunut ja Diracin 6-
funktion (tarkan paikan) kuvaamiseen tarvitaan taas kaikki
aallonpituudet, jolloin liikemaaralla ei ole mitaan tiettya arvoa.

Liikemaaran ja paikan "epatarkkuuksille" patee
h 1.7.1
Op Ox = yrel (1.7.1)

Siten klassinen kasite "hiukkasen rata" ei ole maariteltavissa
samalla tavalla kvanttimekaniikassa.
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2. SCHRODINGERIN YHTALO

Scrodingerin yhtald voidaan postuloida tai sitten "johtaa"
joistakin sopivista postulaateista, esim. de Broglien aineaalto-
hypoteesista tai epatarkkuusperiaatteesta (1.7.1).
Epatarkkuusperiaatteesta seuraa mm., etta klassillisen yhtalon
xp —px = 0 sijaan onkin kirjoitettava

Xp—px =i\ (2.1.5)
missa \ =h/2xr. Talloin x ja p eivat voi olla vain yksinkertaisia
ajan funktioita, vaan esim. matriiseja tai operaattoreita.

Valinta x on paikkakoordinaatti ja

=\d

toteuttaa yhtalon (2.1.5). Totea kayttaen funktiota  :
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Kun hamiltonin funktioon (kokonaisenergia)
E=P . V(x) (2.1.7)
2m

sijoitetaan (2.1.6) ja operoidaan funktioon W saadaan ajasta
riippumaton stationaarisen tilan (E = vakio) Schrodingerin
yhtaldo

_\* v = 2.1.9
p S YO W=EW, ( )
joka on tapana kirjoittaa kayttaen Hamiltonin operaattoria
—_\* d* 2.1.10
H=- 2 15+ V() ( )
muotoon
H(x) ¥(x) = E W(x) . (2.1.11)

Jos tarkasteltavan systeemin tila ei ole stationaarinen ja
E = vakio, on se korvattava operaattorilla i\ gt , jolloin

saadaan ajasta riippuva Schrodingerin yhtalo

HWY =i\ S ) (2.2.5)
ot
Kolmiulotteisessa avaruudessa Hamiltonin operaattori on
H=- % Vot V(x,y,z) , (2.3.3)
missa
2 2 2
v 00 (2.3.2)

+ + :
0x2  dy?  0z2
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Esim. Kirjoita Hamiltonin operaattori (a) vetyatomille ja (b) ve-
tymolekyylille.
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Tarkastellaan hiukkasen liiketta x-akselilla, kun potentiaali on
ajasta rippumaton. Talldin Schrodingerin yhtald on

- ﬁz(gg FVE) W =i\ a;f , (2.3.4)

joka voidaan ratkaista ns. muuttujien erottamisella kayttaen
yritetta
W(x,t) = yP(x) 0(t) . (2.3.5)

Talldin saadaan

dxyp
dx2

N L Vx) =i\ 1 d0
om |y + V(x) l\gdt’
missa yhtalon vasen puoli riippuu vain paikasta ja oikea puoli
vain ajasta. Sen vuoksi molempien puolien taytyy olla kaikilla
muuttujien arvoilla vakio, jota merkitaan E, jolloin saadaan

_\ _ (2.3.62)
2m dx? PV W=Ey
ja
i\ 49 2.3.6b
i\ at EO . ( )
Jakimmaisen yhtalon ratkaisu on
0(t) = C e-iEv\ (2.3.7)

ja jos edellisen yhtalon ratkaisu on "seisova aalto" y(x), tulee
yhtalon (2.3.4) ratkaisuksi

W(x,0) = P(x) B (2.3.8)
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Stationaarisen tilan aikariippuvuus on siis yksinkertaista
oskillointia funktion e\ = cos(Et/\) —i sin(Et/\) mukaisesti,
mutta

(VLR (- ‘IIJF = (P¥(x) eBN) (Y(x) eBN) =gt (2.3.9)

on ajasta riippumaton.

P#P on hiukkasen todennakoisyystiheys (Born 1926), vrt.
sahkomagneettisen sateilyn intensiteetti on amplitudin neli®.

Esim. Vetyatomin perustilan aaltofunktio on

(r) = 12 g o
V0= e © missa a,=0.5292 A.

a) Missa on elektronin todennakoisin paikka?

b) Mika on todennakbisyys loytaa elektroni tilavuudesta 1 fm?,
kun (i)r=0ja (ii) r=a, ?

c) Mika on todennakodisyys loytaa elektroni a, - sateisesta
pallosta ytimen ymparilta?
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Koska hiukkasen on oltava jossakin, todennakoisyydella yksi,
seuraa siita normitusehto

f‘P*‘Pdrzl. (2.4.1)

Aaltofunktion on oltava myos yksikasitteinen ja jatkuva, ja
koska se on toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon ratkaisu on
sen toisen derivaatan oltava olemassa (mikali potentiaalifunk-
tio on jatkuva)

Jos potentiaalifunktio rajoittaa hiukkasen vain tiettyyn osaan
avaruutta, tulee S-yhtaldlle reunaehdot, jotka sallivat vain tietyt
ratkaisut ja niita vastaavat energiat ==> KVANTITTUMINEN

Matriisimekaniikan formalismissa reunaehdot ja
kvantittuminen tulevat implisiittisesti kantafunktioiden mukana.

Kvanttimekaniikan mukaan hiukkanen voi tunkeutua myos ns.
kielletylle alueelle, jossa kineettinen energia on negatiivinen.
Tata kutsutaan tunneloitumiseksi.
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3. SUORAVIIVAINEN LIIKE

Tarkastellaan seuraavassa lyhyesti etenevaa liiketta ja
vibraatiota yhdessa dimensiossa (x-akselilla).

Vapaan hiukkasen (V(x) = 0) Hamiltonin operaattori on

H=-— %&% (3.1.1)
ja S-yhtalo
S
2m dx2 E,
jonka ratkaisu on
P(x) = A eikx + B e-ikx | (3.1.2)

missa k = (2mE/\?)"? ,

tai vaihtoehtoisesti

P(x) = C cos(kx) + D sin(kx) . (3.1.3)
(k\)? . . .~ p? . .
Koska E =" jaklassisesti E =, voidaan kirjoittaa
2m 2m
p=\k . (3.1.4)

Yhtalossa (3.1.3) sin- tai cos-funktion aallonpituudelle patee
kA = 2m, josta voidaan kirjoittaa aaltovektorin k itseisarvolle

k=21 (3.1.5)
A

Sijoittamalla tama yhtalodn (3.1.4) seuraa de Broglien relaatio

p=h/A.

Huomaa, etta vapaan hiukkasen energia ei ole kvantittunut!

MF, kl 1996 16

Tilassa y olevan hiukkasen jonkin fysikaalisen suureen arvo
saadaan operoimalla tilan aaltofunktioon ko. suuretta vastaa-
valla operaattorilla (ominaisarvoyhtald).

Siten esim. vapaalle hiukkaselle y = A e**

Su=\d k) = \ i kX —
Py i&(Ae ) ik Ae \K

i
eli p=\k ja Ae*™ on positiivisen x-akselin suuntaan

eteneva vapaa hiukkanen (ja B e vastaavasti negatiivisen
x-akselin suuntaan).

Taydellinen ajasta riippuva aaltofunktio likemaaran
ominaistilalle on

W, (x,0) = A eikx -\ (3.1.6)
ja positiivisen x-akselin suuntaan etenevalle aaltopaketille

W(x,t) = f g(k) Wi(x,t) dk , (3.1.7)

missa g(k) on muoto- tai spektraalifunktio.
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Tarkastellaan seuraavaksi harmonista oskillaattoria. Esim.
molekyylissa olevat atomit varahtelevat usein likimaarin har-
monisesti tasapainoasemiensa ymparistoissa. Harmoninen
voima on muotoa F = —kx ja sen potentiaalifunktio on

Vx)=1kx2, (3.5.1)

koska — 4V = F.
dx

Hamiltonin operaattori on nyt

S G CHPRE S e 3.5.2
H 2de2+2kx (3.5.2)
ja S-yhtald on
I TR 3.5.3
o g TAkRY=Eyp, ( )
jonka ominaisarvot (energiat) ovat
E,=(vtD\o ;v=0,1,2, .., (3.5.4)

missa o = (k/m)"? ja kahden alimman tilan aaltofunktiot ova
Yo(x) =Npev?2 ja

W (x) =N, 2y ey2 | missd y = (mw/\)"?x.

Tama on helppo todeta sijoittamalla aaltofunktiot yhtaloon
(3.5.3) !

Huom! Pienin energian arvo ei ole nolla vaan 12 \w, joka on
ns. nollapiste-energia.
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Yksi-dimensioisen harmonisen oskillaattorin aaltofunktioiden
yleinen muoto on

Yu(x) = N, Hy(y) 2,
missa H,(y) ovat Hermiten polynomeja, joille
Ho(y) = 1,
H,(y) = 2y ja Hy,=2yH,-2nH,, .

Kaikki harmonisen oskillaattorin aaltofunktiot ovat ortogonaali-
sia.

Kun normitusvakio on N, = (1 v! a2 "2 ovat

aaltofunktiot (3.5.5) ortonormaaleja

f IPj(X) wu(x) dx = 6vu .




MF, kl 1996 19

Suurilla kvanttilukujen v
arvoilla harmonisen
oskillaattorin tn. tiheys
lahestyy klassillista
jakautumaa. Tama on
esimerkki ns. vastaavai-
suusperiaatteesta
(correspondence principle).

Viriaaliteoreema: Jos hiukkasen potentiaalienergia voidaan
kirjoittaa muotoon V(x) o« x*, niin keskimaaraisen kineettisen
ja potentiaalienergian riippuvuus on

2T=sV.

Viriaaliteoreema patee myos klassillisesti.

Esim. harmoniselle oskillaattorille s=2 =>
Coulombin potentiaalille s =-1 =>
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4. PYORIMISLIIKE

4.1. Pyorimisliike ympyraradalla tai
kiintean akselin ympari

Tarkastellaan hiukkasen liiketta tasossa ympyrarataa pitkin.
Tama on muodollisesti ekvivalenttia kappaleen pyorimisliik-
keen kanssa kiintean akselin ympari. Liiketilat maaraa talloin
hitausmomentti I, joka ympyrarataa kiertavan hiukkasen
tapauksessa on I = mr?, missa m jar ovat hiukkasen massa
ja sen radan sade.

Vapaassa pyorimisliikkeessa z-akselin ympari (V(x,y)=0) Ha-
miltonin operaattori on (kun r on vakio)

2 42
Hz_\Z(a L0 ) 411
2m \ 0x2 0Jy? ( )

ja napakoordinaateissa x =rcos¢ ja y=rsin¢
H=_ \* d __\* d&

R y— dT)z— o dT)z : (4.1.2)
Merkitaan aaltofunktiota ®(¢), jolloin S-yhtald on
o _ _2IE g 41.3
AR (4.1.3)
Taman ratkaisut ovat
D(p) = A eimd + B e-imo | (4.1.4)

missa m, =( 2IE/\? )"? on laaduton luku.
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Esim. Hiukkanen "aarettboman syvassa pyodreassa kaivossa"
kuvataan aaltofunktiolla, joka separoituu siten, etta toinen
tekijoista on (4.1.4) ja toinen kuvaa radiaaliliiketta.

Reunaehtona aaltofunktiolle (4.1.4) on yksikasitteisyys ®(¢) =
d(p+2m), josta seuraa, etta

A eimd + B e-imid = A eimip ei2nmy 4 B e-imip g-i2nm,
jaedelleen e?™ =1 ja m,=0, =1, 2, ...
Siten energia kvantittuu niin, etta

E=m2 \* (4.1.5)

Tasta nahdaan, etta energiatilat ovat kaksinkertaisesti dege-
neroituneet, paitsi alin tila m, = 0 eika nollapiste-energiaa
esiinny.

Kun klassinen lauseke rotaatioenergialle on J?/2I voidaan
edellisen yhtalon perusteella kirjoittaa J> = m? \?, missa J on
impulssimomentti (likemaaramomentti, pyorimismaara, engl.
angular momentum). Klassisesti z-akselin ympari pyorivan
kappaleen impulssimomentti on

JZ =X py — Y Px
ja sita vastaavaksi operaattoriksi tulee

N N W
JZ—Xi oy ekl 8(1). (4.1.6)

Jos operoidaan talla funktioon ®, = A e™*¢ saadaan ominai-
sarvoyhtalo

b@y=A) ? cmzmA Ao =m0
el
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Siten @, vastaa impulssimomentin arvoa m,\ ja siis pyori-
mista. Samoin ®y vastaa impulssimomentin arvoa -m,\ eli
pyorimista vastakkaiseen suuntaan.

Aaltofunktiot @, ja ®5; ovat ortonormaaleja ja normitusvakio
on

A=B=4/1.
2m

On huomattava, etta
naiden
impulssimomentin
ominaistilojen
aaltofunktioiden tn.
tiheys on vakio (ja
paikka/kulma taysin
epamaarainen), vrt.
seisova aalto ja
kiertoliiketta
suorittava
aaltopaketti.
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4.2. Pyorimisliike pallon pinnalla tai
kappaleen painopisteen suhteen

Kun ulkoinen potentiaali on nolla, tulee pyorimisliikkeen
Hamiltonin operaattoriksi kolmessa dimensiossa

H = _%VZ. (4.2.1)

Laplacen operaattori on nyt parasta kirjoittaa pallokoordinaa-
teissa

Xx=rsin6 cos¢d, y=rsin® sing ja z=rcosh, (4.2.2)

jolloin
Vel @ 1A 403
_?ﬁﬁ-ﬁ , (4.2.3)
missa (4.2.4)
2
A= 19 1 9 gpg 9

sin%0 9>  sind 40 90

on Laplacen operaattorin

kulmaosa. Kun radiaali-

liketta (sateen suuntaista)

ei tarkastella, tulee Hamiltonin operaattori muotoon

=~ \2 Q2 4.2
H 2Inr2A (4.2.5)
ja koska mr? =1 on hitausmomentti, tulee S-yhtaloksi
2., — _2IE
Ay = ‘7“" (4.2.6)

Taman yhtalon ratkaisuja ovat palloharmoniset funktiot
Y,.(0,0) (spherical harmonics), joille patee

A Yo, = — 0(0+1) Y, (4.2.8)
missa /=0,1, 2, ... ja m,=/0,0(-1,0(-2,..,-L.
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Vertaamalla yhtaloita (4.2.6) ja (4.2.8) nahdaan kvantittuminen

E = 3 f(+D):0=0,1,2, .. (4.2.10)
ja etta jokainen energiataso on (2/+1)-kertaisesti
degeneroitunut: m,=7¢, /-1, ... , —( .

Vertaamalla tata klassiseen rotaatioenergiaan J? /21 voidaan
kirjoittaa
J = \ 4 L(l+1) (4.2.11)

eli myos impulssimomentti on kvantittunut. ¢ onkin impulssi-
momenttikvanttiluku.
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4.3. Liike Coulombin keskeiskentassa: vetyatomi

Elektronin kokema sahkostaattinen potentiaali vetyatomissa
on keskeispotentiaali ja siten vakio jokaisella ydinkeskeisella
pallokuorella. Niinpa edella kasitelty yleinen 3-ulotteinen
pyorimisliike soveltuu sellaisenaan elektronin "kiertoliikkeen"
kuvaamiseen ja sen lisaksi tarvitaan vain tarkastelu elektronin
"liikkeelle radiaalisuunnassa" (sateen suunnassa).

Elektronin Hamiltonin operaattori on

—_\Vy2_ 1 e
H oY " ame T (4.3.1)

missa redusoidun massan
_ M. m,
W= m, + m,

= M,

avulla otetaan huomioon ytimen rekyyliliikkeesta aiheutuva
pieni korjaus. Vetyatomin S-yhtaloksi tulee

Ny Ly g 4.3.2
2“ w 431:80 T ’LP ( e )
eli
10 e LpZye M, = _2uE
f8r2rw+r2Aw+2nsoh2rw_ v

Nyt voidaan "pyorimisliike" ja radiaaliliike separoida yritteella
Y(r,0,0) = R Y(0.9) , (4.3.3)

joka sijoitetaan ylla olevaan S-yhtalodon. Koska
A’Y = —((+1) Y (4.2.8) saadaan

2
1arRY—r12M+1)RY+

Rl = — A

R = — RY.
2me, \2r \?
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Tasta voidaan Y "jakaa pois" ja kun viela otetaan kayttoon
funktio P(r) =r R(r) saadaan

\? d’P — 4.3.4
~ o g * Vet P = EP. (4.3.4)
missa
B 1 e2 . L(l+1)\?
Vef‘f(r) - _473'[80 T+72Mr2 (435)

on ns. effektiivinen potentiaali. Sen toinen termi on
keskeispotentiaali.

il

i - -
{ Cemirdugal pomeniaal

T"’lnl‘rn

Kun ¢=0 (ns. s-tila), on S-yhtalon (4.3.4) ratkaisu muotoa
P~ Ar + Br2 ,kunr—>0 jasilloin R=P/r—> A, eli elektronin
tn. tiheys ytimessa on A” = 0.

Kun /=0, P—=Ar* ja R=Pr—Ar’, kunr—>0.
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Vetyatomin aaltofunktiot voidaan esittaa ns. Laguerren liitto-
funktioiden avulla.

Vg

Vetyatomin tilojen energiat ovat

__ife Mg
E, = 2(43‘[780) Gprin=h2

IE,| =1 Ry (Rydberg) = 13.6 eV = 12 H (Hartree).
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(4.3.7)
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4.4. Atomiorbitaalit
Vetyatomin aaltofunktiot ovat siis muotoa
Yiim (1,0,0) = Roulr) Y (0,0)

ja niita kutsutaan elektronin orbitaaleiksi.

(= 0 1 2 3 O, 1,..,n-1)
degeneraatio 1 3 5 7 (20+1)
n= 1 Is
2 2s 2p
3 3s 3p 3d
4 4s 4p 4d 4f

Vetyatomin tilat ovat n? -kertaisesti degeneroituneita ja jos
elektronin spin otetaan huomioon, niin 2n? -kertaisesti. (2/+1)-
degeneraatio on symmetriasta aiheutuvaa, ja n-degeneraatio
ns. satunnaista (accidental) degeneraatiota.

Lauseketta 4nur2 (r)P kutsutaan radiaaliseksi jakautumafunk-
tioksi, koska se antaa elektronin tn. tiheyden sateen funktiona.

s-orbitaalit ovat pallosymmetrisia. p,-orbitaali on reaalinen
funktio, ns. p,-orbitaali, mutta p,, ja p_, ovat kompleksisia.
Niiden reaaliset lineaarikombinaatiot ovat p, =p,, + p_, ja
Py =1(Ps; —P-y), ks. kuvat.

Fig. 4.16. The volume element
in spherical palas coordinates.
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Fig. 4.17. The radial distribution
function fer the hydrogen Is-
orhital.
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Fig- 421, Boundary suraces af $- and p-orbitals
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Fig. 4.21. Boundary surfaces for
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