
     

  9. LIIKEM��R�
P��kohdat:
1. Liikem��r�n s�ilyminen
2. (a) Kimmoton t�rm�ys: vain liikem��r� s�ilyy

(b) Kimmoinen t�rm�ys:  liikem��r� ja mekaaninen 
3. (a) Impulssi energia s�ilyv�t

(b) Impulssin aiheuttama voima

9.1. Liikem��r�
Kappaleet muuttavat liiketilaansa voimien vaikutuksen vuoksi
ja voimat vaikuttavat aina kahden kappaleen v�lill�.  T�st� voi-
daan p��tell�, ett� kappaleen liiketilan muutokseen liitty aina
my�s jonkin toisen kappaleen liiketilan muutos.  Ren� Descar-
tes (1596Ð1650) ehdottikin, ett� liikkeen m��r� s�ilyisikin
esim. kappaleiden t�rm�yksiss�, vaikka nopeudet muuttuvat-
kin.  H�n jopa ehdotti liikkeen m��r�ksi kappaleen massan ja
vauhdin tuloa.

Kun liikem��r� m��ritell��n massan ja nopeuden tulona

p  =  mv,

voidaan kokeellisesti todeta, ett� se on s�ilyv� suure suljetulle
ja eristetylle systeemille.  T�m� voidaan kirjoittaa my�s muo-
toon

p1 + p2  =  vakio         tai        ∆p1 + ∆p2  =  0,

miss� p1 ja p2 ovat vain kesken��n vuorovaikutuksessa ole-
vien kappaleiden liikem��r�t.

Newtonin havaitsi omissa kokeissaan edellisen pit�v�n paik-
kansa ja muotoilikin sen perusteella 3. lakinsa.  H�n totesi
my�s Huygensin ja Wrenin ehdotusten mukaisesti suureen
mv2 (eli kineettisen energian) s�ilyv�n vain tietynlaisissa "ko-
vissa" t�rm�yksiss�.
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(9.1)

(9.2)

Liikem��r�n avulla dynamiikan peruslaki eli Newtonin 2. laki
voidaan kirjoittaa muodossa

F  =  dp/dt,

kun kappaleen massa on vakio, eli

kappaleeseen vaikuttava voima on kappaleen
liikem��r�n muutos aikayksik�ss�.

T�m� on itseasiassa se muoto, jonka Newton itse julkaisi.

9.2. Liikem��r�n s�ilyminen
Tarkastellaan kahden kappaleen (m1 ja m2) t�rm�yst�, jossa
kappaleiden v�linen voima voi aiheutua kosketuksesta tai se
voi olla jonkin kent�n v�litt�m�.  Jos kappaleiden nopeudet
ovat ennen t�rm�yst� u1 ja u2 sek� t�rm�yksen j�lkeen v1 ja
v2, niin liikem��r�n s�ilymislaki voidaan kirjoittaa muotoon

m1 u1 + m2 u2  =   m1 v1 + m2 v2

tai komponentteihinsa jaettuna

m1 u1x + m2 u2x  =   m1 v1x + m2 v2x
m1 u1y + m2 u2y  =   m1 v1y + m2 v2y
m1 u1z + m2 u2z  =   m1 v1z + m2 v2z.

Kun merkit��n kahden kappaleen liikem��r�� yhteens�
P = p1 + p2 ja jos ulkoisia voimia ei kappaleisiin vaikuta, niin

dP/dt  =  d(p1+p2)/dt  =  dp1/dt + dp2/dt  =  F12 + F21  =  0,

koska Newtonin 3. lain mukaan F12 = ÐF21.  Samoin useam-
mankin kappaleen muodostaman systeemin sis�isten voimien
summa h�vi�� ja koko systeemin liikem��r�n muutos aiheu-
tuu ulkoisista voimista

FEXT  =  dP/dt.
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(9.3)

(9.4)

(9.5)

(9.6)



T�rm�ys on kappaleiden v�linen hetkellinen vuorovaikutus,
jonka kesto voi vaihdella tapauksesta riippuen.  T�rm�ys voi
olla kimmoinen tai kimmoton, joissa molemmissa siis kappalei-
den yhteinen liikem��r� s�ilyy.

Kimmoinen t�rm�ys on sellainen, jossa my�s kappaleiden yh-
teinen kineettinen energia s�ilyy eli

    1/2 m1u1
2 + 1/2 m2u2

2  =   1/2 m1v1
2 + 1/2 m2v2

2.

Huomaa, ett� ui
2 = uiáui ja vi

2 =
viávi.  Kosketusvoimien v�litt�-
m� t�rm�ys ei ole koskaan
t�ydellisen kimmoinen, joskin
esim. ter�spallojen yms. "ko-
vien" kappaleiden t�rm�ykset
ovat hyvin l�hell� sit�.  Sen si-
jaan kenttien v�litt�miss� ja
erityisesti atomi- ja hiukkasmit-
takaavan t�rm�yksiss� t�ydel-
linen kimmoisuus on tavallista.

Kimmoton t�rm�ys on sellai-
nen, jossa kappaleiden yhtei-
nen kineettinen energia v�he-
nee, koska sit� "kuluu" mm.
kappaleiden muodonmuutok-
siin yms. "h�vi�ihin".  Atomi- ja
hiukkastasolla kineettist� ener-
giaa voi varastoitua viritystiloi-
hin.  T�ydellisesti kimmotto-
massa t�rm�yksess� kappa-
leet tarttuvat yhteen.

Superkimmoiseksi sanotaan t�rm�yst�, jossa kineettinen
energia lis��ntyy.  T�m� voi aiheutua esim. viritystilojen pur-
kautumisesta.

(Huomaa, ett� kaikista energiamuodoista yhteenlaskettu koko-
naisenergia s�ilyy kuitenkin aina kaikissa t�rmayksiss�)
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(9.7)

Liikem��r�n s�ilymislain soveltamisohjeet:

1. (a) Piirr� kuva, johon on merkitty t�rm��vien
     kappaleiden massat sek� nopeudet t�rm�yst�
     ennen ja sen j�lkeen
(b) Valitse koordinaatisto

2. (a) Kirjoita liikem��r�n s�ilymisen yht�l�t kaikille
     komponenteille
(b) Kirjoita kineettisen energian s�ilymisyht�l�,
     jos t�rm�ys on kimmoinen

3. Ratkaise yht�l�ist� kysytyt tuntemattomat suureet ja
tarkista suureiden merkit.

Esim. 9.3.  Kaksi kappaletta, joiden massat ovat m1 = 3.0 kg ja
m2 = 5.0 kg t�rm��v�t kuvan mukaisesti nopeuksilla u1 = 10.0
m/s ja u2 = 5.0 m/s ja tarttuvat yhteen.  Mik� on kappaleiden
yhteinen nopeus t�rm�yksen j�lkeen?
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Esim. 9.5.  Ballistinen heiluri on laite, jota k�ytet��n mm. am-
puma-aseen luodin nopeuden mittaamiseen. (a) Kuinka luodin
nopeus lasketaan?  (b) Jos luodin massa on m = 10 g ja heilu-
rin massa M = 2.0 kg sek� mitattu heilahduksen nousukorkeus
5.0 cm, mik� oli luodin nopeus ja kuinka paljon kineettist�
energiaa "h�vi��"?

9.3. Kimmoiset t�rm�ykset
   suoraviivaisessa liikkeess�

Tarkastellaan kahden kappaleen
kimmoista t�rm�yst� yksiulottei-
sessa liikkeess� (x-akselilla),
esim. kahden "kovan" pallon liik-
kuessa niiden keskipisteiden kautta kulkevaa suoraa pitkin.
Kun nopeus on positiivinen oikealle ja negatiivinen vasemmal-
le, tulevat liikem��r�n ja kineettisen energian s�ilymisen ilmai-
sevat yht�l�t muotoon

  m1(u1Ðv1)  =  m2(v2Ðu2)

ja m1(u1
2Ðv1

2)  =  m2(v2
2Ðu2

2).
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(9.8)

(9.9a)

T�st� saadaan edelleen

         m1(u1Ðv1)(u1+v1)  =  m2(v2Ðu2)(v2+u2)

ja jakamalla puolittain yht�l�ll� (9.8) viel�

   (v2Ðv1)  =  Ð(u2Ðu1).

Tarkastellaan kahta erikoistapausta:

(i) Kappaleiden massat ovat yht�suuret, m1 = m2 = m.
T�ll�in liikem��r�n s�ilymisest� m1u1 + m2u2 =  m1v1 + m2v2 ja
yht�l�st� (v2Ðv1) = Ð(u2Ðu1) saadaan

v1  =  u2 ja v2  =  u1,

eli kappaleet tavallaan vaihtavat nopeuksiaan.
Esim. jos u2 = 0, niin v1 = 0.

(ii) Toinen kappale on aluksi levossa, u2 = 0   (m1 ≠ m2).
Liikem��r�n s�ilymisest� m1u1 =  m1v1 + m2v2 ja yht�l�st�
(v2Ðv1) = Ð(u2Ðu1) = u1 saadaan nyt

ja

Kun m1 >> m2, v1 ≈ u1 ja v2 ≈ 2u1.
Kun m1 << m2, v1 ≈ Ðu1 ja v2 ≈ 0.
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v1  =  (m1 Ð m2) u1
m1 + m2

v2  =  2 m1 u1
m1 + m2

 .

(9.9b)

(9.10)

(9.11)

(9.12)



9.4. Voiman impulssi
Tarkastellaan voiman F aiheuttamaa kappaleen liikem��r�n
muutosta ∆p.  M��ritell��n, ett� se on voiman impulssi

       I  =  ∆p  =  pf Ð pi.

Koska F = dp/dt, niin dp = F dt ja
∆p = ∫ F dt sek� edelleen

miss� ∆t = tf Ð�t i on voiman vai-
kutusaika.  M��ritell��n keski-
m��r�inen voima Fav yht�l�ll�

  I  =  ∆p  =  Fav ∆t.

Siten esim. t�rm�yksiss� liikkeen pys�ytt�miseen tarvittavaa
voimaa voidaan pienent�� pident�m�ll� jarrutusaikaa.

Esim.  Er��ss� henkil�auton kolarissa matkustajan (80 kg) ko-
kema keskim��r�inen kiihtyvyys oli 20 g, kun auto pys�htyi 80
km/h nopeudesta.  Mik� oli turvav�iden kyseiseen matkusta-
jaan kohdistama keskim��r�inen voima, pys�hdysaika ja im-
pulssi?  (Katso taulukoita 3.1 ja 3.2 kirjan sivulla 47)
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(9.13)

I  =  F dt
ti

tf

 , (9.14)

(9.15)

9.5. Liikem��r�n ja kineettisen energian 
   vertailu

Koska F = dp/dt ja F = dK/dx tai vakiovoiman vaikuttaessa kap-
paleeseen F = ∆p/∆t ja F = ∆K/∆x, voidaan sanoa, ett� kappa-
leeseen vaikuttava nettovoima on toisaalta kappaleen liike-
m��r�n muutosnopeus (ajan suhteen) eli impulssi ja toisaalta
kappaleen kineettisen energian muutos liikkeen pituusyksik-
k�� kohti.  

Sek� kappaleen liikem��r� ett� kineettinen energia riippuvat
kappaleen nopeudesta.  Siksi aina kappaleen kineettisen
energian muuttuessa muuttuu my�s sen liikem��r�.  Ent�
muttuuko aina kappaleen liikem��r�n muutuessa my�s kap-
paleen kineettinen energia?

9.6. Kimmoinen t�rm�ys tasoliikkeess�
Kahden kappaleen t�rm�ys johtaa yleisess� tapauksessa ta-
soliikkeeseen.  T�ll�in saadaan liikem��r�n s�ilymislaista kak-
si yht�l�� ja kimmoisen t�rm�yksen tapauksessa kolmas yht�-
l� kineetisen energian s�ilymisest�, jolloin voidaan ratkaista
kolme suuretta, kun muut tunnetaan.

9.7. Rakettimoottori
Rakettimoottorin ty�nt�voima tyhji�ss� perustuu liikem��r�n
s�ilymiseen, kun "pakokaasu" ohjataan suurella nopeudella
taakse p�in.  T�m� on ns. rekyyliliikett�, jota esiintyy my�s
mm. ampuma-aseen laukaisuun liittyv�n� "potkuna".

Tarkastellaan suoraviivaisessa
liikkeess� olevaa rakettia, jonka
massa on m, nopeus on v ja pa-
kokaasujen nopeus raketin suh-
teen on u.  M��r�t��n raketti-
moottorin ty�nt�voima ja raketin
nopeuden lis�ys.

M, sl 1997      76



Esim. 9.10.  Raketin massa ilman polttoainetta on MR = 104 kg
ja pakokaasujen nopeus (raketin suhteen) vex = 103 m/s.  Kuin-
ka paljon polttoainetta on aluksi oltava, jotta se riitt�� anta-
maan raketille levosta l�htien loppunopeudeksi vf = vex?
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  10. HIUKKASJOUKON
     DYNAMIIKKA

P��kohdat:
1. Massakeskipiste
2. Newtonin 1. laki hiukkasjoukolle
3. Newtonin 2. laki hiukkasjoukolle
4. Hiukkasjoukon kineettinen energia

10.1. Massakeskipiste
Edell� olemme tarkastelleet kappaleen mallina hiukkasta tai
massapistett�.  Osoittautuukin, ett� pian m��ritelt�v� kappa-
leen tai hiukkasjoukon (eli systeemin) massakeskipiste nou-
dattaa massapisteen etenev�n liikkeen dynamiikkaa, mutta
esim. systeemin py�rimisliikkeen kuvaamiseksi sen massan
jakautuma on otettava huomioon.

Tarkastellaan kahta hyvin kevyell�
tangolla yhteenkytketty� massaa m1
ja m2.  Kokeellisesti voidaan todeta,
ett� tangosta on l�ydett�viss� yksi
piste, johon vaikuttava voima ai-
heuttaa ainoastaan kappaleiden
etenev�� liikett�, kun taas mihin ta-
hansa muuhun pisteeseen vaikutta-
va voima aiheuttaa my�s py�rimis-
liikett�.

Lis�ksi voidaan havaita, ett� t�m� piste jakaa tangon kahteen
osaan l1 ja l2 siten, ett� l2/l1 = m1/m2 eli

m1 l1  =  m2 l2.

M��ritell��n, ett� t�m� piste on n�iden kahden massan mas-
sakeskipiste, joka on yleens� sama kuin painopiste, ks. 12.6.
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Asetetaan x-akseli tankoa
pitkin ja merkit��n massojen
paikkoja x1 ja x2 sek� mas-
sakeskipistett� xCM.  T�ll�in
l1 = xCM Ð x1 ja l1 = x2 Ð xCM,
joten

m1 (xCM Ð x1)  =  m2 (x2 Ð xCM).

T�st� voidaan ratkaista

joka on massoilla m1 ja m2 painotettu paikkojen x1 ja x2 kes-
kiarvo.  T�m� voidaan yleist�� N:n massapisteen systeemille
ja kaikille kolmelle koordinaattiakselille, jolloin

miss� M = ∑ mi on koko systeemin yhteinen massa.  N�m�
kolme yht�l�� voidaan yhdist�� vektorimerkinn�in

Usein voidaan p��tell� kappa-
leen symmetrian perusteella yk-
si tai useampia massakeskipis-
teen komponenteista.  Mik�li
kappaleella on symmetria-akse-
leita tai tasoja tai symmetriakes-
kuksia, sis�lt�v�t n�m� my�s
kappaleen massakeskipisteen.

Esim. sylinteri, suorakaide, pal-
lo, rengas, kartio, tasakylkinen
kolmio, jne.
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(10.2)

(10.1)

xCM  =  m1 x1 + m2 x2
m1 + m2

xCM  =  
mi xi∑

i

N

M
 ,   yCM  =  

mi yi∑
i

N

M
    ja  zCM  =  

mi zi∑
i

N

M
 ,

rCM  =  
mi ri∑

i

N

M
 .

Kun kappaletta kuvataan massapis-
teell�, sen paikka on kappaleen
massakeskipiste.  Massakeskipis-
teen paikan mukaan m��r�ytyy
esim. kappaleen potentiaalienergia
gravitaatiokent�ss� ja siksi kappale
asettuu sellaiseen paikkaan ja
asentoon, jossa massakeskipiste
on niin alhaalla kuin mahdollista.
T�h�n perustuen voidaan m��ritt��
kappaleen massakeskipiste kokeel-
lisesti, ks. kappale 12.6.

Esim. 10.2.  Tanko, jonka pituus on 3L,
on taivutettu suoraan kulmaan sellaises-
ta kohdasta, joka jakaa sen L:n ja 2L:n
mittaisiin osiin.  Etsi taivutetun tangon
massakeskipiste.

10.2. Jatkuvasti jakautuneen massan 
      massakeskipiste

Jatkuvasti jakautunut massa voidaan ajatella joukoksi infinite-
simaalisen pieni� massa-alkioita, joi-
den summa saadaan integraalina,
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ri Dmiå
i

N
   ®

Dmi®0
  r dm

M

 .



Siten

joka voidaan jakaa komponentteihinsa

Massaelementti dm
valitaan kappaleen
symmetrian mukaan.
 Esim. ohuen homo-
geenisen sauvan
dm = l dx, ohuen ho-
mogeenisen suora-
kaiteen muotoisen
levyn dm = s dA ja
homogeenisen suo-
ran s�rmi�n
dm = r dV.

Esim. 10.3.  Laske puoliympyr�ksi taivutetun ohuen homo-
geenisen sauvan massakeskipiste?  Jos t�m� taivutettu sauva
jaetaan kahteen yht�suureen osaan, miss� on "puolikkaan"
massakeskipiste?
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rCM  =  1
M r dm

M

 ,

xCM  =  1
M x dm

M

 , yCM  =  1
M y dm

M

    ja   zCM  =  1
M z dm

M

 .

(10.3)

10.3. Massakeskipisteen dynamiikka
Koska v = dr/dt, seuraa massakeskipisteen m��ritelm�st�
(10.1), ett�

ja edelleen ett� koko hiukkasjoukon liikem��r�

       P  =  M vCM  =  m1 v1 + m2 v2 + ... + mN vN

eli kaikkien hiukkasten liikem��rien summa.  Siten, jos hiuk-
kasjoukon sis�isi� liikkeit� ei tarkastella tai kyseess� on j�yk-
k� kappale (mahdollisesti jatkuvasti jakautunut), hiukkasjou-
kon kollektiivinen dynamiikka voidaan kuvata sen massakeski-
pisteen liikkeen�.  Newtonin 2. laki voidaan kirjoittaa muotoon

FEXT  =  M aCM
tai

FEXT  =  dP/dt,

miss� FEXT on hiukkasiin tai kappaleeseen vaikuttavien ulkois-
ten voimien resultantti.  Esim.
hiukkasjoukon pudotessa
massakeskipiste on tasaisesti
kiihtyv�ss� liikkeess� riippu-
matta hiukkasten v�lisist�
vuorovaikutuksista.

Erityisesti jos FEXT = 0, niin
vCM = vakio.
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(10.4)
vCM  =  

mi viå
i

N

M

(10.5)

(10.6)

(10.7)



10.4. Hiukkasjoukon kineettinen energia
Tarkastellaan hiukkasjoukon hiuk-
kasta, jonka paikka on ri = rCM + ri',
miss� rCM ja ri' ovat hiukkasjoukon
massakeskipiste ja hiukkasen
paikka sen suhteen.  T�m�n hiuk-
kasen nopeus on vi = vCM + vi' vas-
taavin merkinn�in ja kineettinen
energia

Ki =  1/2 mi v
2  =  1/2 mi vi á vi  =  1/2 mi (vCM + vi') á (vCM + vi')  

=  1/2 mi (vCM
2 + vi'

2 + 2 vCM á vi').

Koko joukon kineettinen energia on

K  =  å Ki  =  1/2 (åmi) vCM
2 + 1/2 (åmi vi'

2) +  vCM á (åmi vi').

Viimeinen termi vCM á (åmi vi') = vCM á PINT = 0, koska joukon lii-
kem��r� massakeskipisteen suhteen PINT h�vi��.  Siten

      K  =  KCM  +  Krel,

miss� KCM = 1/2 M vCM
2 on massakeskipisteen liikkeen kineetti-

nen energia ja Krel = (1/2 åmi vi'
2) on hiukkasten kineettinen

energia massakeskipisteen suhteen.

Siis,

hiukkasjoukon kineettinen energia voidaan jakaa
massakeskipisteen liikkeen ja joukon sis�isten
liikkeiden kineettisiin energioihin.

Hiukkasjoukon sis�inen liike voi olla esim. py�rimist�, v�r�h-
dysliikett� tai hiukkasten "t�rm�yksi�".  T�llaisissa sis�isiss�
t�rm�yksiss� voi vain sis�isten liikkeiden kineettinen energia
muuttua toisiksi energian muodoiksi kimmottomuuden seu-
rauksena.

(E = mc2, ks. kirjan sivu 197)
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(10.8)

10.5. Ulkoisten voimien tekem� ty�
Hiukkasjoukon kineettinen energia voi muuttua sek� ulkoisten
voimien tekem�n ty�n WEXT ett� sis�isten voimien tekem�n
ty�n WINT seurauksena.  Siten

WEXT + WINT  =  DKCM + DKrel.

Jos m��ritell��n sis�isen potentiaalienergia funktion DUINT =
ÐWINT avulla hiukkasjoukon sis�inen energia

      EINT  =  Krel + UINT,

niin ty�Ðenergia riippuvuus (10.9) voidaan kirjoittaa muotoon

   WEXT  =  DKCM + DEINT.

10.6. Kitkan tekem� ty�
Liukukitkavoimien tekem�n ty�n voidaan nyt edell� olevan
mukaisesti ajatella muuttuvan kappaleen ja pinnan muodosta-
man systeemin sis�iseksi energiaksi (l�mm�ksi).

10.7. Muuttuvamassaiset systeemit
Mik�li voiman vaikutuksen alaisen kappaleen massa muuttuu
ilman ett� massaa vied��n kappaleesta pois tai tuodaan sii-
hen lis�� (kuten raketin tapauksessa), tulee dynamiikan pe-
ruslaki muotoon

          FEXT  =  dp/dt  =  m dv/dt + v dm/dt,

kun  p = mv.
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(10.9)

(10.10)

(10.14)



  11. J�YK�N KAPPALEEN
     PY�RIMISLIIKE

P��kohdat:
1. Py�rimisliikkeen kinematiikka
2. Hitausmomentti
3. J�yk�n kappaleen py�rimisliikkeen kineettinen energia
4. Voiman momentti
5. Newtonin 2. laki py�rimisliikkeelle 

J�ykk� kappale on malli kiinte�st� aineesta muodostuvalle
kappaleelle.  J�yk�n kappaleen osaset pysyv�t paikoillaan
toistensa suhteen, vaikka kappaleen eri kohtiin voi kohdistua
voimia ja kappaleen liiketila voi muuttua.

Tarkastellaan seuraavassa j�yk�n kappaleen py�rimist� kiin-
te�n akselin ymp�ri.  Akseli on kiinnitetty kappaleeseen ja se
s�ilytt�� suuntansa, mutta akseli voi olla etenev�ss� liikkees-
s� kappaleen mukana.  Jos akseli on lis�ksi kiinnitetty inerti-
aalikoordinaatistoon, on kyseess� puhdas py�rimisliike.

11.1. Py�rimisliikkeen kinematiikka
Kappaleen asento (py�rimisess� ak-
selin ymp�ri) m��ritell��n kulman

    q  =  s / r

avulla jonkin referenssi asennon ja
jonkin akselista et�isyydell� r olevan
pisteen avulla, miss� s on pisteen
kierrossa kulkema matka.

Kulman luonnollinen yksikk� on radi-
aani (rad), mutta my�s erilaisia astei-
ta k�ytet��n usein.
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(11.1)

Keskim��r�inen kulmanopeus m��ritell��n

          wav  =  Dq / Dt  =  (qf Ð qi) / (tf Ð ti)

ja hetkellinen kulmanopeus vastaavasti

     w  =  dq/dt.

Kulmanopeus voidaan m��ritell� vektorisuureena, jonka suun-
ta ilmaisee akselin suunnan ja py�rimisliikkeen suunnan akse-
lin ymp�ri.  Py�rimisliikkeen suunnan voi p��tell� vektorin w
suunnasta, tai p�in vastoin, ns. "oikean k�den s��nn�n" avul-
la.

Jos py�rimisliikkeen jakso on T, on sen taajuus f = 1/T ja kul-
manopeus

w  =  2p / T  =  2p f.

Taajuuden yksikk� on kierrosta/s tai 1/s tai hertsi (1 Hz = 1 sÐ1),
kun taas kulmanopeuden yksikk� on rad/s.  

Akselista et�isyydell� r py�riv�n pisteen kulkema matka kul-
man q funktiona on yht�l�n (11.1) mukaan s = rq.  T�st� saa-
daan derivoimalla ajan suhteen ko. pisteen ratanopeus

v  =  r w.

Kappaleen kaikilla pisteill� on sama kulmanopeus w, mutta ra-
tanopeus v riippuu pisteen ja akselin v�lisest� et�isyydest�.

Kulmanopeuden muuttuessa m��ritell��n keskim��r�inen
kulmakiihtyvyys

          aav  =  Dw / Dt

ja hetkellinen kulmakiihtyvyys vastaavasti

     a  =  dw/dt.

Kun edellisiss� m��rittelyiss� k�ytet��n kulmanopeusvektoria,
tulee my�s kulmakiihtyvyydest� vektorisuure.  Kulmakiihtyvyy-
den yksikk� on rad/s2.
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(11.2)

(11.3)

(11.4)

(11.5)

(11.6)



Jos kulmakiihtyvyys a on vakio, on kyseess� tasaisesti kiihty-
v� ympyr�liike ja integroimalla  ò dw  =  ò a dt saadaan

          w  =  w0 + a t

ja integroimalla t�st� edelleen  ò dq  =  ò w dt  =  ò (w0 + a t) dt
saadaan

     q  =  q0 + w0 t + 1/2 a t2.

N�m� ovat t�s�m�lleen samaa muotoa kuin vastaavat tasai-
sesti kiihtyv�n suoraviivaisen liikkeen kinemaattisten suurei-
den v�liset relaatiot.  Edelleen samoin voidaan eliminoida aika
t edellisist� yht�l�ist�, jolloin saadaan

    w2  =  w0
2 + 2 a (q Ð q0).

Tasaisen ympyr�liikkeen keskihakuiskiihtyvyys on

        ar  =  v2 / r  =  w2 r

ja jos tangentiaalista (eli nopeuden suuntaista) kiihtyvyytt�
esiintyy, niin se on

 at  =  a r.

N�iden suureiden vektorisumman  a = ar + at  itseisarvo on

a = (ar
2 + at

2)1/2.

Huomaa, ett� py�riv�n kappaleen
kiertym�kulma q, kulmanopeus w
ja -kiihtyvyys a ovat samat mink�
tahansa kappaleessa olevan pis-
teen suhteen m��ritettyn�.  Siten
esim. renkaan vieriess� pintaa pit-
kin tapahtuu hetkellinen py�rimi-
nen kappaleen ja pinnan kosketus-
pisteen ymp�ri samalla kulmano-
peudella kuin py�riminen akselin
ymp�ri tapahtuu.
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(11.7)

(11.8)

(11.9)

(11.10)

(11.11)

11.2. Py�rimisliikkeen kineettinen
     energia ja hitausmomentti

Tarkastellaan j�yk�n kappa-
leen py�rimist� kiinte�n akselin
ymp�ri, jolloin kappaleen jokai-
sen massaelementin mi liike on
ympyr�liikett� et�isyydell� ri
py�rimisakselista.  T�ll�in kap-
paleen py�rimisliikkeen kineet-
tinen energia on

K  =  åi (1/2 mi vi
2)  =  åi (1/2 mi ri

2
 w

2),

joka voidaan kirjoittaa muotoon

K  =  1/2 I w
2,

miss�
I  =  åi mi ri

2

on kappaleen hitausmomentti.
Kappaleen hitausmomentti riip-
puu py�rimisakselin paikasta
kappaleessa tai kappaleen
massan jakautumisesta py�ri-
misakselin suhteen.  Siten voi-
daan p��tell� esim. samanmas-
saisten kappaleiden hitausmo-
menttien keskin�isi� suuruuk-
sia.

Kappaleen hitausmomentti on
py�rimisliikkeess� etenev�n liik-
keen massaa vastaavassa ase-
massa, vrt. K = 1/2 I w

2 ja
K = 1/2 m v

2.  Siten se on my�s
py�rimisliikkeen "hitautta" ku-
vaava suure.
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(11.13)

(11.14)



Esim. 11.3.  Molekyylien massa on keskittynyt siin� olevien
atomien ytimiin.  Laske kaksiatomisen molekyylin (ytimien
massat m1 ja m2) hitausmomentti sidoksen kautta kulkevan ak-
selin suhteen sek� sidosta vastaan kohtisuorien akselien suh-
teen, kun akseli kulkee toisen atomin kautta tai massakeski-
pisteen kautta.

Tarkastellaan viel� kappaletta,
joka py�rii massakeskipisteest�
et�isyydell� h olevan akselin
ymp�ri.  T�ll�in kineettinen
energia voidaan kirjoittaa mas-
sakeskipisteen kineettisen
energian ja sis�isen liike-ener-
gian summana yht�l�n (10.8)
mukaisesti

      K  =  KCM + Krel.
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T�st� saadaan edelleen

K  =  1/2 M vCM
2 + 1/2 ICM w

2,

miss� M on kappaleen massa, vCM on massakeskipisteen ra-
tanopeus, ICM on kappaleen hitausmomentti massakeskipis-
teen kautta kulkevan ja py�rimisakselin kanssa yhdensuuntai-
sen akselin suhteen.  Koska kulmanopeus w on sama kappa-
leen kaikkien pisteiden suhteen, vCM = wh.  Siten

K  =  1/2 Mh2
 w

2 + 1/2 ICM w
2  =  1/2 (Mh2+ ICM) w

2  =  1/2 I w
2,

kun

      I  =  ICM + Mh2.

T�m� on ns. Steinerin s��nt� (parallel axis theorem), jonka
avulla voidaan laskea kappaleen hitausmomentti mink� tahan-
sa akselin suhteen, jos sen suuntaisen ja massakeskipisteen
kautta kulkevan akselin suhteen laskettu hitausmomentti tun-
netaan.

Esim.  Sovella Steinerin s��nt�� edellisen esimerkin (11.3) ta-
paukseen.
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11.3. Jatkuvasti jakautuneen massan
hitausmomentti

Hitausmomentin laskemiseksi jatkuvasti jakautuneen massan
tapauksessa summa yli massaelementtien korvataan integraa-
lilla yli koko kappaleen I  =  åi mi ri

2 ® ò r2 dm  =  ò dI  =  I  eli

I  =  ò r2 dm, 

miss� r on massaelementtien kohtisuora et�isyys py�rimisak-
selista.

Esim. 11.5.  Ohuen sauvan pituus on L ja massa M.  Laske
sauvan hitausmomentti sit� vastaan kohtisuoran akselin suh-
teen, kun akseli kulkee sauvan painopisteen kautta tai sen toi-
sen p��n kautta.

Esim. 11.6.  Laske ympyr�levyn hitausmomentti sen keskipis-
teen kautta kulkevan kohtisuoran akselin suhteen.
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(11.7)

Esim. 11.7.  Laske homogeenisen pallon hitausmomentti kes-
kipisteen kautta kulkevan akselin suhteen.  Kuinka lasketaan
ohuen pallokuoren hitausmomentti keskipisteen kautta kulke-
van akselin suhteen.
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11.4. Mekaanisen energian s�ilyminen 
py�rimisliikkeess�

Mekaanisen energian s�ilymislaki eli ns. "energiaperiaate" 

   DE  =  DK + DU  =  0
eli

       E  = K + U

on voimassa vain konservatiivisten voimien  F = ÐÑU  vaikutta-
essa.  Kun massakeskipisteen etenev�n liikkeen ja py�rimis-
liikkeen energiat kirjoitetaan erikseen,

K  =  1/2 M vCM
2 + 1/2 ICM w

2.

11.5. Voiman momentti
Voima antaa kappaleelle kiihtyvyyden etenev�ss� liikkeess�.
Voiman vastine py�rimisliikkeess� on momentti, joka antaa
kappaleelle kulmakiihtyvyyden.

M��ritell��n voiman F mo-
mentti origon suhteen

t  =  r^ F  =  r F^

=  r F sinq

tai vektoriyht�l�n�

t  =  r ´ F,

miss� r on voiman vaikutuspis-
teen et�isyys valitusta origosta.

Momentin SI-yksikk� on Nm.  Se on sama kuin energian yksik-
k�, mutta momentti ei ole kuitenkaan energiasuure.  Momentti
on dynamiikassa voiman luonteinen suure ja vektori, kun taas
energia on skalaari.
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(11.21)

(11.22)

(12.1)

11.6. J�yk�n kappaleen py�riminen
kiinte�n akselin ymp�ri

Tarkastellaan ensin kiinte�st� ak-
selista et�isyydell� r olevaa mas-
sapistett� m, johon vaikuttaa voi-
ma F.  Voiman momentti akselin
suhteen on t = r F^.  Jos massapis-
te voi liikkua vain ympyr�rataa ak-
selin ymp�ri, saa se ratakiihtyvyy-
den a^ = r a, jolle F^ = ma^ = mr a.
Siten t = r F^ = mr2 a = I a.  Siis

t  =  I a,

miss� I on massapisteen hitausmomentti akselin suhteen.  T�-
m� yleistet��n seuraavassa kappaleessa koskemaan my�s
j�ykk�� kappaletta (eik� ainoastaan yht� massapistett�).

Saatu tulos on dynamiikan peruslaki py�rimisliikkeelle.  Se
p�tee, paitsi kappaleen py�rimisliikkeess� kiinte�n akselin ym-
p�ri, my�s py�rimisliikkeess� massakeskipisteen kautta kulke-
van akselin ymp�ri, vaikka massakeskipiste olisi samalla ete-
nev�ss� liikkeess�.

11.7. Ty� ja teho
Koska etenev�ss� liikkeess� p�tee
dW = F dx  on py�rimisliikkeen tapauk-
sessa voimassa

dW = F^ (r dq) = t dq.

Momentin tekem� ty� muuttuu kappa-
leen kineettiseksi energiaksi 1/2 I w

2, joten

ja siten voidaan (11.23a) yleist�� j�yk�lle kappaleelle,

t  =  I a.
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(11.23a)

t  =  dW
dq

  =  d
dq

 1
2
 I w2   =  I w dw

dq
  =  I w dw

dt
 dt
dq

  =  I w a 1
w

  =  I a

(11.23b)



Vektorimerkinn�in edellinen voidaan kirjoittaa muotoon t = I a.

Koska  P = dW/dt  ja dW = t dq, saadaan

P  =  t w,

samoin kuin etenev�n liikkeen tapauksessa  P = F v.

Yht�l�� (11.23b) johdettaessa p��teltiin, ett�

          W  =  DK  =  1/2 I wf
2 Ð 1/2 I wi

2.

Esim. 11.13.  Homogeeninen pallo, jonka massa on M, s�de
R ja hitausmomentti 2/5 MR2, vierii alas kaltevaa tasoa, joka
muodostaa kulman q vaakatason kanssa.  (a) Mik� on pallon
kiihtyvyys tason suunnassa?  (b) Mik� on lepokitkakertoimen
v�hint��n oltava, jotta pallo vierisi liukumatta?

M, sl 1997      95

(11.24)

(11.25)

Esim. 11.15.  Homogeeninen sauva, jonka pituus on L ja
massa M, voi vapaasti py�ri� toisen p��ns� ymp�ri.  (a) Mik�
on sauvan kulmakiihtyvyys, kun se muodostaa kulman q pys-
tysuoran suunnan kanssa?  (b) Mik� on sauvan vapaan p��n
kiihtyvyys silloin kun sauva on vaaka-asennossa?

11.8. Vierimiskitka
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    12. LIIKEM��R�MOMENTTI
JA STATIIKKA

P��kohdat:
1. Voiman momentti vektorisuureena
2. (a) Massapisteen liikem��r�momentti

(b) J�yk�n kappaleen liikem��r�momentti
kiinte�n akselin suhteen

3. Py�rimisliikkeen dynamiikka
4. Liikem��r�momentin s�ilyminen
5. Staattinen tasapaino

12.1. Voiman momentti vektorisuureena
Edell�, kappaleessa 11.5, jo m��riteltiin voiman momentti

t  =  r ´ F,

miss� r on voiman vaikutuspisteen et�isyys valitusta origosta.
Momentti on siis vektori, jonka itseisarvo on  t = r^ F = r F^ =  
r F sinq  ja suunta on kohtisuorassa vektoreita r ja F vastaan.
Jos kappale on kiinnitetty origoon, voiman momentti pyrkii
kiert�m��n kappaletta origon kautta kulkevan ja momenttivek-
torin suuntaisen akselin ymp�ri.

Huomaa, ett� momentti m��ritell��n pisteen suhteen, mutta
hitausmomentti m��ritell��n akselin suhteen.

M, sl 1997      97

(12.1)

12.2. Liikem��r�momentti
Massapisteen liikem��r�momentti eli py�rimism��r� jonkin
pisteen, esim. origon suhteen on

llll  =  r ´ p,

miss� r on massapisteen paikka
origon suhteen ja p on sen liike-
m��r�.  Liikem��r�momentti on
vektori, jonka suuruus on

l  =  r p sinq  =  r^ p  =  p^ r.

Liikem��r�n SI-yksikk� on
kgm2/s.

Vakionopeudella suoraviivaises-
sa liikkeess� olevan massapis-
teen liikem��r�momentti on va-
kio mink� tahansa pisteen suh-
teen m��ritettyn�.

Jos massapiste on tasaisessa
ympyr�liikkeess� (vakiovauhdilla
v) R-s�teisen ympyr�n keh�ll�,
saadaan sen liikem��r�momen-
tiksi ympyr�n keskipisteen suh-
teen vakio llll, jolle

l  =  mvR  =  mR2w

ja llll-vektori on kulmanopeuden w
eli py�rimisakselin suuntainen.

Jos taas liikem��r�momentti
m��ritet��n jonkin muun akselilla
olevan pisteen suhteen, saadaan
edelleen vakio llll, mutta nyt llll ja w
eiv�t ole yhdensuuntaisia.  Silloin

lz  =  mR2w.
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(12.2)

(12.3)

(12.4)

(12.5)



Usean hiukkasen mi joukon kokonaisliikem��r�momentti on

L  =  åi lllli  =  åi ri ´ pi,

miss� kaikki liikem��r�momentit L ja lllli on m��ritelt�v� saman
pisteen suhteen.  Tarkasteltaessa j�yk�n kappaleen py�rimis-
t� akselin ymp�ri voi t�m� piste (origo) olla miss� tahansa
py�rimisakselilla.

Origon valinnasta riippuen yksitt�isen massapisteen liikem��-
r�momentti lllli = ri ´ pi voi saada erilaisia arvoja, mutta liike-
m��r�momentin z-komponentti on yht�l�n (2.15) mukaan ai-
na liz  =  miRi

2w.  Siten

Lz  =  åi liz  =  åi miRi
2 w

ja koska  I = åi miRi
2, saadaan

Lz  =  I w.

Jos j�ykk� kappale on symmetrinen py�rimisakselinsa suh-
teen, kumoutuvat kaikki lix- ja liy-komponentit pareittain, jolloin
L = Lz.  Silloin L ja w ovat yhdensuuntaiset ja

 L  =  I w.

Yleisess� tapauksessa L- ja w-vektorien suunnat voivat poike-
ta toisistaan.

Esim. 12.2.  M-massainen ja R-s�teinen kiekko py�rii kulma-
nopeudella w sellaisen kohtisuoran akselin ymp�ri, joka on
et�isyydell� R/2 kiekon keskipisteest�.  Mik� on Lz ja L?
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(12.6)

(12.7a)

(12.7b)

12.3. Py�rimisliikkeen dynamiikka
Derivoidaan ajan suhteen massapisteen liikem��r�momentin
m��ritelm�  llll  =  r ´ p, jolloin saadaan

   dllll/dt  =  r ´ dp/dt  +  dp/dt ´ p  =  r ´ dF  +  v ´ mv  =  t.

Siten siis massapisteelle on voimassa

t  =  dllll/dt,

miss� sek� t  ett� llll on m��ritelt�v� saman pisteen suhteen.
Siis, massapisteen liikem��r�momentin muutos on sama kuin
siihen vaikuttava voiman momentti.  T�m� vastaa etenev�n
liikkeen relaatiota  F  =  dp/dt.

Massapistejoukon etenev�n liikkeen tarkastelussa todettiin, et-
t� joukon sis�iset voimat eiv�t vaikuta koko systeemin massa-
keskipisteen dynamiikkaan, vaan ainoastaan ulkoiset voimat.
Sama p�tee my�s py�rimisliikkeen dynamiikkaan ja yht�l�
(12.8) voidaan kirjoittaa koko massapistejoukolle muodossa

tEXT  =  dL/dt,

miss� tEXT = åi ti on massapisteisiin vaikuttavien ulkoisten mo-
menttien summa ja L = åi lllli on massapisteiden liikem��r�mo-
menttien summa.  Siis, hiukkasjoukon kokonaisliikem��r�mo-
mentin muutos on sama kuin hiukkasiin vaikuttavien ulkoisten
voimien momenttien summa.

Symmetrisen j�yk�n kappaleen liikem��r� on (12.7b)

 L  =  I w,

josta derivoimalla ajan suhteen saadaan dL/dt = I dw/dt = I a,
koska I on vakio.  Yht�l�n (12.9) perusteella saadaan nyt

t  =  I a,

joka on jo edell� johdettu dynamiikan peruslaki (Newtonin 2.
laki) py�rimisliikkeelle (11.23).
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(12.8)

(12.9)

(12.10)



12.4. Liikem��r�momentin s�ilyminen
Koska (12.9)  tEXT  =  dL/dt, voidaan p��tell� liikem��r�mo-
mentin s�ilymislaki:

         jos tEXT  =  0,  niin  L  on vakio
eli

jos systeemiin vaikuttavien ulkoisten voimien
momenttien summa on nolla, niin systeemin
liikem��r�momentti s�ilyy vakiona.

Liikem��r�momentin s�ilymislaki on j�lleen analoginen etene-
v�n liikkeen liikem��r�n s�ilymislain kanssa.

Huomaa erityisesti t�m�n lain yleisyys:  Se on voimassa kai-
kenlaisille massajakautumille (niin massapistejoukolle kuin
j�yk�lle kappaleelle) ja my�s hitausmomentin muuttuessa.
Jos  L = I w ja hitausmomentti muuttuu, niin

If wf  =  Ii wi.

Esim. 12.5.  Kiekko, jonka hitausmomentti on 4.0 kgm2, py�rii
pystysuoran akselin ymp�ri 3.0 rad/s.  Toinen kiekko, jonka hi-
tausmomentti on 2.0 kgm2, ei aluksi py�ri, mutta liukuu edelli-
sen kiekon akselia pitkin sen p��lle, jonka j�lkeen kiekot py�ri-
v�t yhdess�.  (a) Mik� on kiekkojen yhteinen kulmanopeus?
(b) Mik� on kineettisen energian muutos?
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(12.11)

Esim. 12.8.  Johda Keplerin 2. laki:  Auringon ja planeetan
v�linen yhdysjana piirt�� yht� pitkiss� ajoissa yht� suuret pin-
nat, kun planeetan kiertorata Auringon ymp�ri on ellipsi.
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12.5. J�yk�n kappaleen tasapaino
J�yk�n kappaleen sanotaan olevan tasapainossa, jos seuraa-
vat kaksi ehtoa ovat molemmat voimassa:

 1. kappaleen massakeskipisteen kiihtyvyys on nolla ja

 2. kappaleen kulmakiihtyvyys mink� tahansa akselin suhteen 
on nolla.

Tasapainossa oleva kappale voi siis liikkua tasaisella nopeu-
della tai py�ri� vakiokulmanopeudella.  Jos my�s n�m� no-
peudet ovat nollia, niin kappaleen sanotaan olevan staattises-
sa tasapaionossa.  

Jos kappaleen massakeskipiste ei ole kiihtyv�ss� liikkeess�,
t�ytyy ulkoisten voimien vektorisumman h�vit� eli

åi Fi  =  0,

joka voidaan jakaa komponentteihinsa

      åi Fxi  =  0,      åi Fyi  =  0,      ja åi Fzi  =  0.

Jos kappaleella ei ole kulmakiihtyvyyksi� mink��n akselin
suhteen, t�ytyy kaikkien ulkoisten voimien momenttien vektori-
summan my�s h�vit� eli

åi ti  =  0,

joka my�s voidaan jakaa komponentteihinsa

      åi txi  =  0,       åi tyi  =  0,      ja åi tzi  =  0.

Voimaparin muodostavat
kaksi voimaa, joiden sum-
ma on nolla, mutta joiden
momentti ei ole nolla.
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(12.12)

(12.13)

(12.14)

(12.15)

12.6. Painopiste
Maan vetovoima vaikuttaa kappa-
leen jokaiseen massaelementtiin.
N�m� voimat voivat antaa kappa-
leelle (putoamis)kiihtyvyytt� ja kul-
makiihtyvyytt� riippuen kappalee-
seen kohdistuvista tukivoimista.

Kappaleen painopiste on se piste,
jonka suhteen maan vetovoiman
momentti on nolla. 

Tarkastellaan kappaleen massa-
elementtien mi  x-koordinaatteja,
kun x-akseli on vaakasuuntainen.
T�ll�in maanvetovoiman momentti on

t  =  åti  =  w1(x1ÐxCG) + w2(x2ÐxCG) + ... + wN(xNÐxCG)  =  0,

miss� wi = mi gi ja xCG on painopisteen x-koordinaatti.  T�st�
voidaan ratkaista

xCG  =  (åi wixi) / (åi wi)

Ellei kappale ole kovin suuri, on maan vetovoiman voimak-
kuus g sama koko kappaleen alueella (gi = g).  Silloin

xCG  =  (åi mixi) / M,

miss� M = åi mi.  T�ll�in siis kappaleen painopiste yhtyy kap-
paleen massakeskipisteeseen.

Kappaleessa 10.1. esitetty massa-
keskipisteen m��ritt�mismenetelm�
perustuu itse asiassa painopisteen
ominaisuuksiin ja kyseess� onkin
painopisteen m��ritt�minen.

M, sl 1997    104

(12.16)
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Statiikan teht�vien ratkaisuohjeita:

1. (a) Piirr� kuva ja m��rittele kappale, jonka tasapainoa 
      tarkastelet.
(b) Piirr� kaikki kappaleeseen vaikuttavat voimat.
      P��ttele kitkavoimien suunta asettamalla ne ensin 
      nolliksi.

2. Valitse koordinaatisto siten, ett� ...

3. Valitse akseli ( tai akselit tai piste ...), jonka suhteen 
momentit lasketaan.

4. Kirjoita voimien ja momenttien tasapainoyht�l�t
ja ratkaise ne.

Esim. 12.12.  Tikkaat, joiden pituus on L ja massa M, nojaa-
vat kitkatonta sein�� vasten lattialla, jonka lepokitkakerroin tik-
kaille on ms.  M��rit� suurin kaltevuuskulma q, jonka tikkaat
voivat muodostaa sein�n kanssa ja tikkaiden t�ll�in sein��n
kohdistama voima.
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12.7. Dynaaminen tasapaino

12.8. Py�rimis- ja kiertoliikkeiden
liikem��r�momentti

Kappaleessa 11.2 erotettiin kineettisen energian ja hitausmo-
menttien k�sitteiden yhteydess� py�riminen massakeskipis-
teen suhteen ja massakeskipisteen (rata)liike.  Massakeskipis-
teen liike voi olla esim. kiertoliikett�.  Maapallo esim. py�rii
massakeskipisteens� kautta kulkevan akselin ymp�ri ja sa-
malla kiert�� radallaan Auringon ymp�ri.

Massakeskipisteen kiertoliikkeeseen liittyv� rataliikem��r�mo-
mentti on  LO = rCM ´ pCM  ja massakeskipisteen kautta kulke-
van akselin suhteen tapahtuvan py�rimisen (engl. spin) liike-
m��r�momentti on  LCM = ICM wCM.  N�iden summa on koko-
naisliikem��r�momentti

       L  =  LO + LCM  =  rCM ´ pCM + ICM wCM.

Esim. 12.13.  Kevyeen kulmanopeudella w py�riv��n levyyn
kiinnitettyjen massojen m liikem��r�momentti.
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My�s kappaleeseen vaikuttava ulkoisten voimien momentti
voidaan jakaa samoin

t  =  tO + tCM
siten, ett�

            tO  =  dLO/dt    ja    tCM  =  dLCM/dt.

Siis, eliminoimalla toinen momenteista tO ja tCM saadaan sit�
vastaava liikem��r�momentti s�ilym��n.  T�ll� on paljon so-
vellutuksia (py�riv�n kappaleen asento s�ilyy).

12.9. Hyrr�
Hyrr� (engl. top) on nopeasti py�riv� symmetrinen kappale.
Edell� olevan mukaan se pyrkii s�ilytt�m��n py�rimisakselin-
sa (w || LCM) suunnan.

Kun py�riv�n hyrr�n akselin
suuntaa yritet��n muuttaa voi-
maparin avulla, esim. maan ve-
tovoima ja sit� vastaava tukivoi-
ma, niin havaitaan, ett� hyrr�
joutuu ns. prekessioliikkeeseen.
 Oheisen kuvan mukaisesti

 t  =  r ´ F  =  r î ´ (Ðmg k̂)

=  mgr sinq ĵ  =  dL/dt.

Siten siis py�rimisakselin suun-
nan ja liikem��r�momentin
suunnan muutos on vaakasuo-
raan suuntaan ja siit� seuraa
py�rimisakselin kiertoliike kartio-
pintaa pitkin.  Koska dL = mgr
sinq dt ja toisaalta dL = L sinq df,
(L = Iw) saadaan prekessioliik-
keen kulmataajuudeksi

Wp  =  df/dt  =  mgr / L.
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(12.18)

(12.19)

(12.20)

Esim.  Millainen on hyrr�n prekessioliike silloin kun py�rimi-
sakseli on vaakasuora ja tuettu toisesta p��st��n?

Prekessioliikkeen yht�l� (12.20) voidaan kirjoittaa muotoon
mgr sinq = Wp L sinq  ja t�st� edelleen muotoon

t  =  Wp ´ L.

T�ss� on j�lleen analogia etenev�n liikkeen tapaukseen.  Sa-
moin kuin momentti t muuttaa kappaleen liikem��r�momenttia
L muuttaa voima F kappaleen liikem��r�� p

F  =  w ´ p.

Prekessioliikkeen lis�ksi hyrr�n py�rimisakseli tekee my�s ns.
nutaatioliikett�.

M, sl 1997    108

(12.21)

(12.22)



    13. GRAVITAATIO
P��kohdat:
1. Newtonin gravitaatiolaki
2. Superpositioperiaate
3. Hidas massa ja painava massa
4. (a) Kent�n k�site

(b) Painovoimakent�n voimakkuus ja
vetovoiman antama kiihtyvyys

5. Keplerin lait
6. Jatkuvasti jakautuneiden massojen painovoima

Gravitaatio- eli painovoimateorian p��piirteet ovat tulleet esille
kattavasti jo aikaisemmissa kappaleissa.  Sen vuoksi tehd��n
t�ss� vain lyhyt yhteenveto ja joitakin t�smennyksia n�ihin
asioihin. 

13.1. Newtonin gravitaatiolaki
Kappaleessa 5.3 esiteltiin jo Newtonin yleinen gravitaatiolaki
kahden pistem�isen massan m1 ja m2 v�liselle vetovoimalle

miss� G = 6.67´10Ð11 Nm2/kg2 on gravitaatiovakio.

13.2. Hidas massa ja painava massa
Klassillisen mekaniikan puitteissa painovoimaan liittyv� paina-
va massa ja kappaleiden liiketilojen muutoksia vastustava hi-
das massa ovat periaatteessa eri k�sitteit�.  Kokeellisesti ei
kuitenkaan n�it� k�sitteit� voida erottaa ja siksi ne postuloi-
daankin klassillisessa mekaniikassa samaksi yleiseksi k�sit-
teeksi, massa.

N�iden massak�sitteiden yhdist�minen inspiroi Einsteinia ylei-
sen suhteellisuusteorian kehitt�miseen.
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(13.1)F12  =  ÐG m1 m2
r2

 r21 ,

13.3. Gravitaatiokent�n voimakkuus
Gravitaatiovuorovaikutuksen (-voiman) v�littyminen selitet��n
massan muodostaman gravitaatiokent�n avulla.  Massa m ko-
kee toisen massan M muodostaman gravitaatiokent�n, jonka
voimakkuus on

T�st� seurauksena on painovoima  W = mg.

13.4. Keplerin lait
Keplerin empiirisesti muotoilemat lait planeettojen liikkeille
ovat

 1. Planeettojen ratak�yr�t ovat ellipsej�, joiden toisessa
polttopisteess� on Aurinko.

 2. Auringon ja planeetan yhdysjana piirt�� yht� pitkiss�
ajoissa yht� suuret pinnat.  (Ks. Esim. 12.8)

 3. Planeettojen kiertoaikojen neli�t ovat suoraan
verrannollisia niiden Auringosta mitattujen
keskiet�isyyksien kuutioihin.  (Ks. kappale 6.3)

13.5. Jatkuvat massajakautumat
Jatkuvan massajakautuman painovoimakentt� saadaan inte-
groimalla

yli koko jakautuman.  Er�s t�r-
ke� ja k�ytt�kelpoinen tulos on
se, ett� pallosymmetrisen mas-
sajakautuman painovoimakentt�
jakautuman ulkopuolella on sa-
ma kuin jakautuman keskipistee-
seen asetetun samanmassaisen
massapisteen painovoimakentt�.
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(13.3)g  =  F
m  =  ÐG M

r2
 r .

dg  =  G dm
r2

(13.9)

(13.4)



    14. KIINTE�T AINEET,
   NESTEET JA KAASUT

P��kohdat:
1. Kiinte�n aineen kimmokertoimet:  Youngin moduli,

leikkausmoduli ja puristusmoduli
2. Pascalin laki
3. Arkimedeen laki
4. Massan s�ilyminen:  jatkuvuus- eli kontinuiteettiyht�l�
5. Bernoullin yht�l�

Aineen kolme olomuotoa ovat kiinte�, neste ja kaasu.  Eng-
lanninkieless� on temi "fluid", joka tarkoittaa sek� nesteit� et-
t� kaasuja.  Eri olomuodoissa aineen atomien (tai molekyylien)
keskin�iset suhteet ja liiketilat poikkeavat toisistaan.  On ole-
massa my�s rajatapauksia, esim. amorfiset aineet, joissa ai-
neen olomuodon m��rittely em. tavalla ei ole kovin selv��.

14.1. Tiheys
Arkimedeen sanotaan keksineen k�sitteen aineen tiheys

r  =  m / V,

eli aineen massa tilavuusyksikk�� kohti.  Jos tiheys ei ole sa-
ma koko kappaleen alueella m��ritell��n

r  =  dm/dV,

joka on paikan funktio.  Tiheyden SI-yksikk� on kg/m3.

Aineen tiheys riippuu
sen l�mp�tilasta ja
paineesta.

Ominaispaino on ai-
neen tiheyden suhde
veden tiheyteen 4ûC.
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(14.1a)

(14.1b)

Er�iden aineiden tiheyksi�
Aine tiheys (kg/m3) Aine tiheys (kg/m3)

ilma 1.29 vesi 1.0 ´ 103

H 0.09 puu ~0.5 ´ 103

He 0.18 Al 2.70 ´ 103

O 1.43 Pt 21.4 ´ 103

14.2. Kimmokertoimet
kiinte� aine muuttaa muotoaan ulkoisten voimien vaikutuksen
alaisena.  Jos kappale palaa alkuper�iseen muotoonsa voi-
men vaikutuksen lakattua, on kappale kimmoinen, esim. jousi.
 Kun ulkoista voimaa (esim. pinta-alaa kohti) sanotaan j�nni-
tykseksi ja suhteellista muodon muutosta my�tym�ksi, m��ri-
tell��n kimmokerroin yleisesti muodossa

    kimmokerroin  =  j�nnitys / my�tym�.

Youngin moduli on tavallisin kimmokertoimista ja sille k�yte-
t��n siksi my�s pelkk�� kimmokerroin-nime�.  Se kuvaa kap-
paleen, esim. tangon venymist� tai puristumista.  M��ritell��n
nyt j�nnitys

s = F/A, 

miss� F on tangon p��h�n koh-
distuva voima ja A on tangon
poikkileikkauksen pinta-ala.
Suhteellinen venym� on 

e = DL/L, 

miss� L on tangon pituus.  Youngin moduli on

Y  =  s / e.

Mik�li Y on vakio, on kimmovoima suoraan verrannollinen
my�tym��n

F/A  =  Y DL/L.

T�m� on Hooken laki ja se on
voimassa ns. kimmoisuusalu-
eella suhteelisuusrajaan
saakka.  Kimmoisuusrajalta
muodonmuutokset ovat viel�
palautuvia, mutta sen j�lkeen
kappale k�ytt�ytyy elastisesti.
 Murtorajalla kappale katkeaa.

M, sl 1997    112

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5)



Leikkausmoduli m��ritel-
l��n kappaleeseen sen pin-
nan suuntaisen voiman Ft tai
leikkausj�nnityksen 

st = Ft/A 

ja sen aiheuttaman leikkaus-
my�tym�n 

et = Dx/h 

avulla.  Kiinte�n kappaleen leikkausmoduli on nyt

S  =  st / et.

Ideaalineste ei voi vastustaa leikkausvoimaa, mutta todellisten
nesteiden viskositeetti m��ritell��n juuri niiden kykyn� vas-
tustaa leikkausvoiman aiheuttamaa pysyv�� muodon muutos-
ta.

Puristusmoduli voidaan m��ritell� samalla tavalla aineen
kaikille olomuodoille.  Se m��ritell��n kappaleen kaikkiin pin-
toihin kohdistuvan kohtisuoran
voiman ja sit� vastaavan suh-
teellisen tilavuuden muutoksen
DV/V avulla.  Em. voima on hel-
poimmin kuvattavissa paineen

     P = Fn/A

avulla.  Paineen SI-yksikk� on
pascal (Pa), 1 Pa = 1 N/m2.

Puristusmoduli m��ritell��n nyt

N�in m��riteltyn� B on positiivi-
nen suure.  Joskus k�ytet��n
my�s suuretta kompressibiliteetti
k = 1/B.
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(14.6)

B  =  Ð DP
DV/V

 . (14.7)
Er�iden aineiden kimmo-
kertoimia (´109 N/m2)

Aine Y S B

Ter�s 200 80 140
Alumiini 70 25 70

Betoni 20
Vesi Ð 2.1

14.3. Paine
Nesteiss� ja kaasuissa ei esiinny staattisia leikkausvoimia,
mutta ne kohdistavat kappaleisiin niiden pintoja vastaan kohti-
suoria voimia Fn, jotka ovat verrannollisia pintojen pinta-aloihin
A.  Nesteen ja kaasun aiheuttama paine on 

 P = Fn/A.

N�m� voimat aiheutuvat neste- tai
kaasumolekyylien t�rm�yksist�
pintaa vastaan.  Paineen SI-yksik-
k� on pascal (Pa), 1 Pa = 1 N/m2.

Ilmanpaine maanpinnalla on noin
105 N/m2.  Se voidaan todeta useil-
la yksinkertaisilla koej�rjestelyill�.
Ilmanpaine aiheutuu ilmakeh�n
painosta maan vetovoimakent�ss�.
 Siksi se voidaan laskea vaakasuo-
ran pinnan p��ll� olevan ilmapat-
saan painon avulla.  Huomaa, ett�
paine on kuitenkin sama kaikissa
asennoissa olevia pintoja vastaan.

Edell� olevasta johtuen nesteen ja
kaasun paine maan vetovoimaken-
t�ss� riippuu korkeudesta (mitattu-
na esim. nesteen pinnasta).  Esim.
nestepatsaan painosta  W = mgh =
rAhg  saadaan paine W/A = rgh ja

P  =  P0 + rgh,

miss� P0 on nesteen pinnalla ole-
van kaasun paine.

T�st� seuraa, ett� yhtyviss� as-
tioissa nestepintojen korkeus on
sama.
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(14.8)



Pascalin laki
Edelliseen tulokseen (nesteen paine riippuu vain siit� syvyy-
dest�, jolla painetta mitataan) perustuen Pascal p��tteli jo
vuonna 1653, ett�

suljetussa astiassa olevaan nesteeseen kohdistuva 
ulkoinen paine vaikuttaa saman suuruisena kaikkialla 
nesteess� ja kaikkiin astian sein�miin.

T�m�n periaatteen soveltami-
seen perustuu esim. hydraulinen
nosturi (tunkki).

Paineen mittaaminen
Kaasun paineen mittaamiseen
voidaan k�ytt�� esim. manomet-
ri�, jossa k�ytet��n hyv�ksi nes-
teen tunnettua tiheytt� ja yht�l��
(14.8).  T�ll� tavoin saadaan mi-
tatuksi kaasun paine ymp�r�iv�n
ilmakeh�n paineen suhteen.

Ilmanpaine voidaan taas mitata
barometrill�, joka on tunnetulla
nesteell� t�ytetty yl�salaisin ole-
va ja yl�p��st��n suljettu putki.
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Paineen mittauksessa k�ytet��n tunnettuna nesteen� usein
elohopeaa Hg (rHg = 13.6 ´ 103 kg/m3), ja sen avulla m��ritel-
l��nkin er�s paineen yksikk�, 1 torri = 1 mmHg  eli elohopea-
millimetri.  Edelleen  760 torria = 1 atm = 101.3 kPa  eli (nor-
maali-)ilmakeh�.  Joskus k�ytet��n my�s yksikk�� 1 at = 1
kp/cm2  eli teknillinen ilmakeh�.  Ilmanpaine ilmoitetaan usein
yksik�iss�  bari, 1 b = 105 Pa, tai  1 mb = 10Ð3 b.

Esim.  Ilmanpaineen korkeusriippuvuus.
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14.4 Arkimedeen laki
Kokonaan tai osaksi nesteeseen (tai
kaasuun) upotettuun kappaleeseen
kohdistuu nesteen paineen aiheutta-
mia voimia.  Koska yht�l�n (14.8)
mukaan paine syvemm�ll� on suu-
rempi, kappaleeseen kohdistuva
nettovoima on yl�sp�in.  T�m� voi-
ma on noste.  Nosteen suuruus voi-
daan p��tell� siit�, ett� kappaleen
syrj�ytt�m� neste (kappaleen tilalla)
olisi tasapainossa.  Siten

nesteess� tai kaasussa olevaan kappaleeseen 
vaikuttaa noste, joka on yht� suuri kuin kappaleen 
syrj�ytt�m�n neste- tai kaasum��r�n paino.  Nosteen 
suunta on yl�sp�in ja vaikutuspiste on kappaleen 
syrj�ytt�m�n nesteen painopiste.

T�m� on Arkimedeen laki, jossa nosteen suuruus on

FB  =  rfVg,

miss� rf on nesteen tiheys ja V on kappaleen syrj�ytt�m�n
nesteen tilavuus.

Esim. 14.2.  Ilmassa punnittuna kruunun massa on 3.0 kg ja
veteen upotettuna sen "punnittu paino" on 26 N.  Laske kruu-
nun tiheys.
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(14.9)

My�s nestett� tihe�mp��
ainetta oleva kappale voi
kellua nesteen pinnalla.
Selit� kuinka.

Kelluminen voi olla stabii-
lia tai labiilia riippuen
kelluvan kappaleen pai-
nopisteen sijainnista.

14.5. Jatkuvuusyht�l�
Tarkastellaan seuraavassa ideaalinesteen tai kaasun statio-
n��rist� ja py�rteet�nt� virtausta.  Yleisesti, virtaus voi olla
py�rteet�nt� (laminaarista) tai turbulenttia.  Station��risess�
virtauksessa nesteen virtausnopeus on vakio kaikissa pisteis-
s�.  Ideaalineste on kokoonpuristumatonta ja kitkatonta.

Station��risess� virtauksessa nestehiukkasen rata on virtaus-
viiva ja hiukkasen nopeus kussakin virtausviivan pisteess� on
sen tangentin suuntainen.  Virtausviivat eiv�t leikkaa toisiaan.
Virtausviivojen kimppu on vuoputki,
jonka pinnan l�pi ei tapahdu virtaus-
ta.

Hiukkasen nopeus pitkin virtausvii-
vaa voi vaihdella, mink� seuraukse-
na vuoputken poikkileikkauksen pin-
ta-ala muuttuu.  Tarkastellaan vuo-
putken massa-alkiota Dm, joka tulee
vuoputkeen ajassa Dt.  T�ll�in Dm = r1A1v1Dt, kun v1Dt = Dl1.
Kun sama massa poistuu putken toisesta p��st� samassa
ajassa, sadaan jatkuvuusyht�l�

       r1A1v1  =  r2A2v2,

joka siis seuraa massan s�ilymisest�.  Jos kyseess� on ko-
koonpuristumaton neste,

A1v1  =  A2v2.
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14.6. Bernoullin yht�l�
Tarkastellaan nyt ideaalines-
teen laminaarista virtausta
putkessa, jonka poikkileik-
kaus ja korkeus muuttuu ku-
van mukaisesti.  Aikav�lill�
Dt neste siirtyy putkessa mat-
kan Dl1 ja Dl2 (eri p�ist� mi-
tattuna).  T�ll�in paineiden
nesteeseen tekem�t ty�t
ovat F1Dl1 ja ÐF2Dl2, miss� Fi
= PiAi.  Mekaanisen energian
s�ilymisen perusteella voi-
daan kirjoittaa

   P1A1Dl1 Ð P2A2Dl2  =  mgy2 Ð mgy1 + 1/2 mv2
2 Ð 1/2 mv1

2

eli

    P1 m/r + mgy1 + 1/2 mv1
2  =  P2 m/r + mgy2 + 1/2 mv2

2,

josta saadaan Bernoullin yht�l� (Daniel Bernoulli, v. 1738)

            P1 + rgy1 + 1/2 rv1
2  =  vakio.

Virtaavassa nesteess� siis staattinen paine P, hydrostaatti-
nen paine rgh ja dynaaminen paine eli patopaine 1/2 rv2 yh-
teenlaskettuna antavat vakion.

Esim. 14.3.  Astian kyljess� on reik� ja vett� korkeudelle h
rei�st� mitattuna.  Mill� nopeudella vesi juoksee rei�st�?
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(14.12)

Bernoullin yht�l�n sovellutuksia

Venturimetri

Pitot-putki

Lentokoneen siipi

Kaasun purkautuminen s�ili�st�
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    15. V�R�HDYSLIIKE
P��kohdat:
1. Harmonisen oskillaattorin amplitudi ja jaksonpituus
2. Harmonien voima
3. Oskillaattorin kineettinen ja potentiaalienergia
4. Matemaattinen heiluri, fysikaalinen heiluri ja torsioheiluri

Toistuvaa ilmi�t� tai liikett� sanotaan jaksolliseksi ja edesta-
kaista liikett� sen lis�ksi v�r�hdysliikkeeksi tai oskillaatioksi.
Mekaaninen v�r�htely on jonkin kappaleen tai sen osan edes-
takaista etenemis- tai py�rimisliikett�.  V�r�htely on yleens�
vaimenevaa, jolloin sen liikkeen laajuus pienenee.  Pakotet-
tua v�r�htely� pit�� yll� jokin jaksollinen ulkoinen voima, jol-
loin voi esiinty� my�s resonanssi-ilmi�it�.  

15.1. Harmoninen oskillaattori
Tarkastellaan jouseen kiin-
nitetyn kappaleen v�r�hte-
ly�.  Liikkeen laajuutta ku-
vataan amplitudilla A, kun
ÐA < x < A.  Jos jaksonpi-
tuus on T, niin f = 1/T on v�-
r�htelyn taajuus.  T�llaisen
v�r�htelij�n paikka ajan t
funktiona on

x(t)  =  A sin(wt+f),

miss� kulmataajuus

    w  =  2p / T  =  2p f

ja f on vaihekulma tai vaihevakio.  Termi wt+f on v�r�htelyn
vaihe.  T�m� on esimerkki yksinkertaisesta harmonisesta os-
killaattorista.
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Yksinkertaisen harmonisen oskillaattorin ominaisuuksia:

 1. Amplitudi on vakio (yksinkertainen)

 2. Taajuus (tai jaksonpituus) on riippumaton amplitudista

 3. V�r�htely on sini-muotoista ja sill� on vain yksi taajuus 
(harmoninen)

Harmonisen oskillaattorin 
x(t)  =  A sin(wt+f)  nopeus
v(t) = dx/dt = úx(t) ja kiihtyvyys
a(t) = d2x/dt2 = úúx(t) ovat

   úx(t)  =  wA cos(wt+f)
ja
 úúx(t)  =  Ðw2A sin(wt+f).

T�st� n�hd��n, ett�
úúx(t) = Ðw2 x(t) eli  a = Ðw2x tai

T�m� on harmonisen liikkeen
differentiaaliyht�l�.

15.2. Harmoninen voima
Harmoniselle liikkeelle on siis voimassa a µ Ðx ja koska mas-
sapisteen dynamiikalle on voimassa F = ma, on massapisteen
m harmonisen liikkeen aiheuttava voima muotoa F µ Ðx.

T�llainen on harmoninen voima on siis mm. jousivoima
Fsp  =  Ðkx, josta tulee liikeyht�l�ksi  ma  =  Ðkx  eli

T�ll�in siis w2 = k/m ja

w  =  Ö(k/m)
ja

  T  =  2p / w  =  2p Ö(m/k).
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(15.3)

(15.4)

d2x
dt2

 + w2x  =  0. (15.5)

d2x
dt2

 + k
m x  =  0. (15.6)

(15.7)

(15.8)



15.3. Harmonisen oskillaattorin energia
Harmonisen oskillaattorin potentiaalienergia on

 U =  1/2 kx2

=  1/2 kA2 sin2(wt+f)

ja kineettinen energia on

 K =  1/2 mv2

=  1/2 mw2A2 cos2(wt+f)

ja kokonaisenergia on vakio

 E =  1/2 mv2 + 1/2 kx2

=  1/2 mvmax
2 + 1/2 kA2,

kuten kappaleessa 8.5 jo todettiin.

Yleisesti, parabolisessa potenti-
aalissa U µ x2 v�r�htelev� hiuk-
kanen on harmoninen oskillaatto-
ri.  T�t� k�ytet��n mallina mm.
molekyylien v�r�htelylle.

Esim. 15.6.  Johda harmonisen liikkeen liikeyht�l� sen koko-
naisenergian lausekkeesta.
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(15.9)

(15.10)

(15.11)

15.4. Heilurit
Matemaattinen heiluri
Kun matemaattisen heilurin pituus on
L, iikeyht�l�ksi tulee múús = Ðmg sinq.
Kun pienill� amplitudeilla voidaan
approksimoida sinq » q ja sijoitetaan
viel� s = Lq, saadaan

Nyt siis  w2 = g/L ja  w  =  Ö(g/L)  ja

  T  =  2p Ö(L/g).
Siten

    q(t)  =  q0 sin(wt+f).

Huomaa, ett� w, on heilahtelun kulmataajuus, joka on vakio,
eik� liikkeen kulmanopeus dq/dt (¹ vakio).

Fysikaalinen heiluri
Kappale, jonka hitausmomentti ripus-
tuspisteen suhteen on I ja  painopis-
teen et�isyys ripustuspisteest� on d,
muodostaa fysikaalisen heilurin.
Sen liikeyht�l� Ia = t = Ðmgd sinq on

Nyt w2 = mgd/I ja  

   w  =  Ö(mgd/I)
ja

T  =  2p Ö(I / mgd).

Jos matemaattisen tai fysikaalisen heilurin amplitudi on suuri,
ei approksimaatio sinq » q ole hyv� ja eik� liike ole en�� liki-
main harmonista.  T�ll�in liikkeen jaksonpituus kasvaa ja

miss� T0 on vastaavan harmonisen liikkeen jaksonpituus ja q0
on amplitudia vastaava heilahduskulma.
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(15.12)d2q
dt2

 + g
L

 q  =  0.

(15.13)

(15.14)

d2q
dt2

 + mgd
I

 q  =  0. (15.15)

(15.16)

(15.17)

T  =  T0 1  + 1
4
 sin2 q0

2
  + 9

64
 sin4 q0

2
  + ...  ,



Torsioheiluri
Lankaan ripustettu kappale, joka kiertyy
lankaa pitkin kulkevan akselin ymp�ri
muodostaa torsioheilurin.  Langan kier-
tymist� vastustava momentti noudattaa
Hooken lakia t = Ðkq, miss� k on torsio-
vakio.  Torsioheilurin liikeyht�l�ksi Ia =
t tulee siten

T�st� seuraa, ett� w2 = k/I ja

           w  =  Ö(k/I)
ja

         T  =  2p Ö(I/k).

Huomaa, ett� torsioheilurin tapauksessa ei tarvita pienen kul-
man approksimaatiota.

15.5. Vaimeneva v�r�htely
V�liaineessa liikkuvaan kappaleeseen kohdistuva kitkan luon-
teinen ns. v�liaineen vastus f on kappaleen nopeuteen v ver-
rannollinen, f = Ðgv, jos nopeus ei ole kovin suuri.  Harmonisen
v�r�htelyn (1-dim.) liikeyht�l� on silloin  múúx = Ðkx Ð g úx  eli
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(15.18)

d2q
dt2

 + k
I
 q  =  0.

(15.19)

d2x
dt2

 + 
g
m dx

dt
 + k

m x  =  0.

15.6. Pakotettu v�r�htely
V�r�htely� voi pit�� yll� jokin ulkoinen jaksollinen voima, jol-
loin liikett� sanotaan pakotetuksi v�r�htelyksi.  Jos ulkoinen
voima on  F(t) = F0 cos(wet)  ja v�liaineen vastus on f = Ðgx, tu-
lee liikeyht�l�ksi  múúx = Ðkx Ð g úx + F0 cos(wet)  eli

Jos we = w0 = Ö(k/m), saa pakotettu liike suurimman amplitudin-
sa.  Sit� sanotaan resonanssiksi.
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(15.25)d2x
dt2

 + 
g
m dx

dt
 + k

m x  =  F0 cos(wet).


