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OSAC

SCHRODINGERIN YHTALO

Schrodingerin yhtald (S-yhtald) maaraa systeemin ominaisuu-
det ja sen dynamiikan, seka antaa klassisille systeemeille ra-
jatapauksena h — 0 klassisen liikeyhtalén. Schrodingerin
yhtéld on 2. kertaluvun differentiaaliyhtalo, esim.

_h 2 _ihd
™ Voy(rt) + V(r,t) Yt =ih P Y(r,t)
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jonka ratkaisuja, aaltofunktioita, vastaava spektri (ominaisar-
vot) voi olla jatkuva tai diskreetti. Vain harvoin S-yhtélé on
analyyttisesti ratkaistavissa ja kaytdnnossa turvaudutaan aina
joko likim&araisratkaisuihin tai numeerisiin menetelmiin.

Ratkaisumenetelmat voidaan jakaa karkeasti kahteen luok-
kaan, joiden laht6kohtina ovat differentiaaliyhtalon diskretisoi-
minen erotusosamaariksi (finite difference) ja differentiaaliyh-
talén kirjoittaminen matriisiyhtaloksi sopivien kantafunktioiden
avulla. Mainitut kaksi erilaista menetelmé&a vastaavat eraalla
tavalla kvanttimekaniikan kahta erilaista formalismia: aaltome-
kaniikkaa ja matriisimekaniikkaa.

Seuraavassa tarkastellaan molempia menetelmia, ja vaikka
tarkastelu tapahtuukin osin atomi- ja molekyylifysiikan kannal-
ta, eli tarkastellaan elektronisysteemien S-yhtél6a, ovat mene-
telmat yleisia ja likipitien samanlaisina sovellettavissa myos
muillakin fysiikan osa-alueilla.
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1. DIFFERENTIAALIYHTALON
DISKRETISOIMINEN

1.1. Derivaattojen erotusosamaarat

Derivaatat voidaan kirjoittaa erotusosamaariksi (finite differen-
ce) Taylorin sarjakehitelmien

f(x—m) = f(x) = M £'(x) + 12102 £"() — 1313 £"(X) + ...
f(x+0) = f(x) + TF'(X) + 12 22 £'(x) + 1731 B £"(X) + ...

avulla. Vahentamalla puolittain ja jattdmalla pois 2. ja kor-
keampien kertalukujen termit, saadaan

f(x+0) ~ fx-m)

n+¢g
Kertomalla yhtalét C:lla ja n:lla, laskemalla ne yhteen ja jatta-
malla pois 3. ja korkeammat kertaluvut, saadaan taas

') =2 [Cfxen) - () f) + m fxr D), (1.1.2)
"+ T

f(x) ~ (1.1.1)

jajos T=m=h, niin

f(x-h) — 2 f(x) + f(x+h) (1.1.3)
2 _ .

Niinpa Laplacen operaattori (1-, 2- tai 3-dimensiossa)

fH(X) ~

2 9 9 9
\% _@4_873/2-'_@ (1.1.4)
voidaan diskretisoida muotoon
V2 f(x,y,2) = f(x-h,y,z) — 2 f(x},l);,z) + f(x+h,y,z)
+ f(x,y-h,z) -2 f(x},l}zl,z) + f(x,y+h,z) (1.1.5)

+ f(X ,y,Z—h) - 2 f(X’y’Z) + f(X ,Y»Z+h)
h?




LF, k2013 C3

Siten esim. yhden hiukkasen ajasta riippuva S-yhtéld

_ _ihd
P Voy(rt) + V(rt) Y(rt)=ih o P(r,t) (1.1.6)
ja station&aristen tilojen S-yhtéld
- % V2 (1) + V(1) (1) = € (1) (1.1.7)

voidaan diskretisoida kaikkien muuttujiensa suhteen numee-
rista ratkaisemista varten.

Diskretisoinnissa kaytetty askelpituus (verkon silmékoko) h
maaraa erdana tekijana saavutettavan numeerisen tarkkuu-
den ja toisaalta my0s tarvittavan laskennallisen tydméaaran.

Esim. Diskretisoi ja ratkaise vapaan hiukkasen ajasta riippu-
maton S-yhtéldé yhdessa dimensiossa.
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Kaytanndn sovellutuksia varten on olemassa lukuisia kor-
keamman kertaluvun ja eri tarkoituksiin sopivia menetelmia
(ks. esim. Numerical Recipes), joita I6ytyy valmiina tavallisim-
mista ohjelmakirjastoista, esim. NAG ja IMSL. (Vrt. myds
Mathematica, Maple, MATLAB)

1.2. Alkuarvot ja reunaehdot

Ajasta riippuvan differentiaaliyhtélén alkuarvoiksi (initial value)
sanotaan ratkaistavan funktion ja mahdollisesti sen derivaatto-
jen tunnettuja arvoja jollakin ajanhetkella. Esim. molekyyli-
dynamiikan simuloinnin k&ynnistysvaiheessa on hiukkasten
paikkavektoreille ja ainakin niiden ensimmaisille derivaatoille
(nopeuksille) annettava alkuarvot.

Vastaavasti differentiaaliyhtéaléon reunaehdoiksi (boundary va-
lue) sanotaan ratkaistavan funktion ja mahdollisesti sen deri-
vaattojen vakioarvoja jossakin osassa avaruutta, tavallisesti
tarkastelualueen reunoilla. Sidottujen tilojen (E <0) ajasta
riippumaton S-yhtélé on tyypillinen reunaehtoprobleema. Aal-
tofunktion fysikaaliset ominaisuudet (vaatimukset): lokalisoitu-
minen, jatkuvuus, derivoituvuus ja kayttaytyminen erikoispis-
teissé; asettavat reunaehdot, jotka johtavat ominaisarvotehta-
vaan ja kvantittuneisiin tiloihin sen ratkaisuina.

Schrddingerin aaltoyhtélén suora integrointi maaratyssé integ-
rointiverkossa tarvitseekin reunaehtoja, jotta differenssilausek-
keiden laskeminen voidaan aloittaa. "Toisessa paassa" verk-
koa taas reunaehtojen on toteuduttava, jos valittu (yrite)ener-
gia on ominaisarvo. Suora integrointi differenssimenetelmalla
soveltuu parhaimmin silloin kun ratkaistavan systeemin sym-
metria on korkea, esim. yksi-dimensioiset systeemit.

Matriisiyhtaloksi kirjoitettu S-yhtald taas sisaltda reunaehdot
implisiittisesti kantafunktioiden symmetria- ja lokalisaatio-omi-
naisuuksissa. Monimutkaisen systeemin alhainen symmetria
onkin helpommin siséllytettavissa kantafunktioiden ominai-
suuksiin.
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1.3. Poissonin yhtal6

Mikali ratkaistaan elektronisysteemin S-yhtél6a itseytyvésti
(self-consistent field, SCF), on "silmukassa" ratkaistavana
myds Poissonin yhtalo elektronien kollektiiviselle Coulombin
potentiaalille. Poissonin yhtalén (A-4.2.1)

V2V =p (1.3.1)

ratkaiseminen on myds tavallisesti reunaehtotehtava. (Pois-
sonin yhtal6 on erikoistapaus yleisemmasta Sturm-Liouville-
operaattorin L =-V (p V) + g maarittelemasta differentiaaliyh-
taldsta LV =0)

Esim. Osoita, etté Poissonin yhtalon v?2V=p (A-4.2.1)tai
(1.3.1) diskretisointi 2-ulotteisessa nelidhilassa johtaa yhta-
|00n VO = Zk=1,4 Wk Vk +u Po (A'422)
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2. YKSI-DIMENSIOISIA S-YHTALOITA

21.V hiukkanen (fr rticl

Jos S-yhtalon potentiaalifunktio on ajasta riippumaton, on aal-
tofunktion aikariippuvuus yksinkertainen. Vapaan hiukkasen
ajasta riippuva S-yhtalo

H(x,t) Y(x,t) =ih a/at p(x.t) , (2.1.1)
missa 2o
HOo) = 9L (2.1.2)

separoituu yritteella

Pe(x,0) = €7 (), (2.1.3)

jossa aikariippuvuus on analyyttisesti ratkaistuna. Jéljelle jaa-
va stationaéarinen yhtalo

o H(x) 0e(x) = & @e(x), (2.1.4)
missa

I & 2.1.5

H(x) 2m dx2 ( )

ratkeaa kaikilla positiivisilla energian ominaisarvoilla (¢ > 0).
Numeerinen ratkaisuhan tehtiinkin jo esimerkissa 1.1.1. Hiuk-
kasen ominaisarvojen spektri on siis jatkuva, ns. jatkumo el
kontinuumi (continuum). T&mé& on vapaiden hiukkasten ylei-
nen ominaisuus.

Vapaan hiukkasen ominaisfunktiot voidaan kirjoittaa muotoon
Pe(x,t) = C gilx—evh) (2.1.6)

missa k = 2x/A on ns. aaltovektori ja ¢ = p% 2m = (h k)?/ 2m =
h ®. Ominaisfunktiot ovat ortogonaalisia eli

fwel* U‘)E dt = fwkv* wk dt x 6(1('—1() (21 7)

Em. tulokset ovat yleistettdvissa suoraan 3-dimensioiseen ta-
paukseen, jolloin k — k = (ky, ky, k,) ja kx = k-r.
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2.2. Hiukkanen laatik rticle in X Harmonisen oskillaattorin ominaisarvot ovat
Maaritellaén &arettdméan syvéa d:n levyinen potentiaalikuoppa gn=(+12) h © (2.3.2)
(laatikko) ja ominaisfunktiot ovat

0 ;-d2=x<dn2
V(x) = (2.2.1) @n(X) = (Vi 20 ! 0p)~12 Hy(x/00) €Xp(— x2 / 2002), (2.3.3)

o ;muulloin. missd oo =v(h /mw) on pe-

Talloin stationaaristen tilojen aaltoyhtald rustilan aaltofunktion "leveys"
23 ja H, ovat Hermiten po-
“om dx2 @e(X) + V(X) @e(X) = € @e(x) (2.2.2) lynomeja

on ratkaistava vaatimalla (reuna- Ho(x) =1,

ehdoilla), etta aaltofunktio on

) D e H =2X,

jatkuva eli haviaa kuopan 1(x) = 2x

reunoilla. Derivaatan jatkuvuutta H.(x) = 2xH,_1(x) +

ei voi nyt vaatia. - 2(n-1) Hy2(x),

Numeerisessa ratkaisemisessa kunn=2,3, ...

olisi diskreetit energian ominaisar-

vot (2.2.3) 2.4. Pallosymmetrinen potentiaali ja vetyatomi

= 2n2 *n =

ea=12m (h a/dyn?;n=1,2,3, .. Kolmiulotteisen, mutta pallosymmetrisen Hamiltonin operaat-

etsittdva esim. kokeilemalla, siten, torin (potentiaalin) tapauksessa

ettd reunaehdot toteutuvat. H(r) = - 27172 V2 + V(r) (2.4.1)
m

Aaltofunktiot ovat
en(x) = V(2/d) cos(nmx/d) ; n=1,3,5, ... voidaan aaltoyht&lé

2.2.4
Pu(x) = V(2/d) sin(nmx/d) :n=2,4,6, .... (2.2.4) H(r) @e(r) = & @e(r) (2.4.2)
separoida yritteella
2.3. Harmoninen oskillaattori @el m(®) =Rel (0 Y] m(0.0) (2.4.3)
Jos potentiaalifunktio on muotoa yksiulotteiseksi radiaaliseksi yhtaloksi
V(x) =k x2=1/2 m 02 x2 (2.3.1) {—h—zld—zmvfﬁ(r)}R|(r):sR|(r)-r>o (2.4.4)
- - = 2m r dl‘2 € € ’ )
on kyseessa harmoninen oskillaattori. .
misséa
vty = 10D vy (2.4.5)

2m 12
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ja "kulmaosan yhtaloksi"
2 Y1m(0.0) = 1(1+1) Yim(6.9) . (2.4.6)

Tassa R (r) on ratkaistava radiaalinen aaltofunktio,

Y| n(6,9) on (tunnettu) palloharmoninen funktio, seka | jam
ovat impulssimomenttikvanttiluku (I =0,1,2,...) ja magneet-
tinen kvanttiluku (m=0,+1,+2, ...+l ).

Sijoituksella
Re () =ug (r)/1 (2.4.7)
(tai P (r)/r) saadaan radiaalinen yhtalé muotoon
_in eff -
[ rmde PV (r)} gl (1) = & ug| (1) (2.4.8)

jonka diskretisointi on helposti tehtavissa. Reunaehdot riippu-
vat potentiaalifunktion yksityiskohdista, mm. lokalisaatiosta ja
mahdollisten singulariteettien luonteesta.

Hamiltonin operaattori (2.4.1) ja S-yhtal6 (2.4.2) kuvaavat
vetyatomin tilaa, kun massana on elektronin ja protonin suh-
teellisen liikkeen redusoitu massa

m= MM (2.4.9)

m, + M,

missa m. on elektronin massa ja M, on protonin massa, se-
k& potentiaalifunktiona on elektronin ja protonin valisen Cou-
lombin vuorovaikutuksen potentiaalienergia

_ 1 e (__ hca 2.4.10

V(r)__mT(‘_T)’ ( )

missd e =1.602 177 - 10-1 As on alkeisvaraus (c on valonno-
peus ja a =1/137 on hienorakennevakio).

Atomiorbitaalien (ja siis myds vetyatomin orbitaalien) sek&
yleisesti Coulombin potentiaalista —Z / 4neor siroavien va-
rausten reunaehto (singulariteetin puoleisessa paassa yksi-
ulotteista radiaaliavaruutta) on
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r-Zr2, kun | =0
f+ kun | >0.

Toinen reunaehto (r — <) riippuu elektronin energiasta ja si-
dotuille tiloille (g; < 0) se on

(2.4.12)

ui(r) =%, eg-ar,

missd a; = (- 2m/h 2¢;)-12 ja "siroaville tiloille" (kontinuumitiloil-
le &y >0), esim. metallin johde-elektroneille, se on

uy (D=2, rj (kr+dy ), (2.4.13)

missa j on Besselin pallofunktio ja 8y on ns. sironnan vai-
hesiirto.

0.5
1s

0.5

05

3d

0 4 ; f
0 10 0 10

Kuva 2.4.1. vetyatomin orbitaalien radiaaliosista laskettuja tiheyksia i
(up| (1))2. Vaaka-akselin yksikkéna on ns. "Bohrin radan séde" ap=0.5292 A.
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2.5. Monielektroniset atomit

Vetyatomia raskaampien, monielektronisten atomien yksielek-
tronitilat eli -tasot (tai elektronien radat eli orbitaalit) ratkais-
taan tavallisesti samoin kuin vetyatomin orbitaalit edella. Tal-
I6in kutakin orbitaalia ratkaistaessa otetaan elektronien keski-
nainen vuorovaikutus huomioon aluksi pallosymmetriseksi
keskimaaraistettyna, jolloin koko systeemi on pallosymmetri-
nen ja ratkaistavana on yksi-dimensioinen radiaaliyhtélé kulle-
kin orbitaalille, analyyttisesti tunnettujen kulmaosien lisaksi.

Monielektronisessa atomissa elektronien kokema hetkellinen
potentiaali ei kuitenkaan ole tarkasti pallosymmetrinen ja ydin-
keskeinen, mista aiheutuvia korjauksia sanotaan monen kap-
paleen (many-body) effekteiksi tai korrelaatioilmibiksi (correla-
tion). Numeerisessa ratkaisemisessa ne voidaan ottaa huomi-
oon ns. konfiguraatiovuorovaikutus- (configuration interaction,
Cl) tai multikonfiguraatio- (multiconfiguration) menetelmilla.

Kvanttimekaaninen identtisten hiukkasten ns. vaihtovuorovai-
kutus (exchange interaction) taas otetaan huomioon yksinker-
taisesti antisymmetrisoimalla koko systeemin aaltofunktio
identtisten hiukkasten vaihdon suhteen. Se voidaan tehda
esim. Slaterin determinantti-formalismilla.
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Numeerisesti ratkaistavat yhtalot kirjoitetaan tavallisesti vari-
aatioperiaatetta kayttden. Kun varioitavana funktiona on yksi-
elektronifunktioiden muodostama antisymmetrinen monen
elektronin aaltofunktio, on kyseesséa ns. Hartree—Fock- eli aal-
tofunktioformalismi (HF). Ns. tiheysfunktionaali-formalismissa
(density functional formalism, DF) varioitavana funktiona on
periaatteessa koko systeemin elektronitiheys.

Monen elektronin systeemin aaltofunktion tulee olla itseytyva.
Elektronien kokema potentiaali (S-yhtaléssa) riippuu elektro-
nien jakautumasta eli aaltoyhtalén ratkaisusta. Sen vuoksi
aaltoyhtalén ratkaisemisen jalkeen on potentiaalifunktiota kor-
jattava ja ratkaistava aaltoyhtalé uudelleen. Potentiaali rat-
kaistaan Poissonin yhtéldstd, johon varausjakautuma saadaan
elektronien aaltofunktioista. Kun tata toistetaan eli iteroidaan
niin kauan, ettei elektronisysteemin potentiaalikentta enaa
muutu, sanotaan sité itseytyneeksi (self-consistent field, SCF).
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3. KANTAFUNKTIOMENETELMAT

rin vhtalén matriisim

Pallosymmetriaa oleellisesti alemman symmetrian tapaukses-
sa (esim. molekyylit) on "suoran" differenssimenetelmén so-
veltaminen aaltoyhtéalon ratkaisemiseen vaikeaa ja kaytannés-
sa jopa mahdotonta tarvittavien suurten integrointiverkkojen
vuoksi. Tall6in voidaan ratkaiseminen tehda yleensa helpom-
min sopivien kantafunktioiden avulla.

Yrite (station&arisen tilan) molekyyliorbitaaliksi voidaan kirjoit-
taa muodossa (3.1.1)

P(r) =i i oi(r),
missa ¢; voivat olla esim. atomiorbitaaleja tai joitakin muita
sopivat reunaehdot (ja mahdollisesti myds symmetriaominai-
suudet) tayttavia funktioita. Sijoittamalla tdma yhden elektro-
nin S-yhtaléon (3.1.2)
Hy=¢vy
seuraa (3.1.3)
ZiciHopi=¢e X,
josta edelleen kertomalla g*:1a puolittain ja integroimalla yli

koko avaruuden saadaan (3.1.4)
Sici o Hpidt=¢ 3¢ Jou* @i dr
eli (3.1.5)
YiciHk=¢2XiciSk.
Tama voidaan kirjoittaa matriisiyhtaléna (3.1.6)
He=¢Sc,

missé
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S]] S]z Ci
, o= |S2 S» ja c=|c| (8.1.7)

Yhtél6 (3.1.6) on itse asiassa kvanttimekaniikan perusyhtéld
(S-yhtal®) matriisimekaniikan formalismissa.

Hii Hiz

H= |Hy Hx

Matriisiyhtal6 (3.1.6) saadaan my6s variaatioperiaatteella
(Rayleigh—Ritz -variaatioteoria), ks. esim. Molekyylien kvantti-
teorian luennot tai Atkins—Friedman, kappale 6.10.

Matriisiyhtal6 (3.1.6) voidaan kirjoittaa muotoon
(H-¢eS)e=0 (3.1.8)

ja sen ratkaisut, ominaisarvot ¢;, ovat kerroindeterminantin
nollakohdat
det(H -¢S)=0. (3.1.9)

(Matriisien ominaisarvojen ratkaisemista on késitelty yksityis-
kohtaisesti esim. "Numerical Recipes"-kirjassa). Ratkaisusta
saadaan yhta monta juurta kuin kantafunktioitakin on ja alin
niista, ¢y, on variaatioperiaatteen mukaan niin lahella perusti-
lan ominaisenergiaa kuin kantafunktiot kykenevéat kuvaamaan
perustilan aaltofunktiota. Mitd korkeammalle spektrissa nous-
taan, sitd huonommin juuret kuvaavat esim. systeemin "viritys-
tiloja".

Esim. 3.1.1. Ratkaise vetymolekyyli-ionin H,* perustilan aalto-
funktio kayttden kantafunktioina vetyatomin 1s-orbitaaleja.
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3.2. Konfiguraatiovuorovaikutus- ja
multikonfiguraatiomenetelmé

Kuten kappaleessa 2.5. todettiin, elektronien keskinaiset vuo-
rovaikutukset rikkovat atomin pallosymmetrian. Siita seuraa,
etteivat vetyatomin orbitaalien pallosymmetriaan perustuvat
kvanttiluvut (n,| , m; , m,) ole itse asiassa aivan tasmalliset
suureet muiden atomien orbitaalien luokitteluun (ja nimeami-
seen). Mydské&én tallaisista pallosymmetrisista miehitetyista
orbitaaleista eli yksi-elektroniaaltofunktioista koottu antisym-
metrinen kokonaisaaltofunktio, ns. konfiguraatio (joka voi tar-
koittaa myo6s vain elektronitasojen miehityslukuja), ei ota huo-
mioon elektronien vélisid monen hiukkasen korrelaatiovuoro-
vaikutuksia.

Eri tavoin miehitetyt, ja siten tavallaan viritetyt, konfiguraatiot
Yi(ry, ra, ..., ry) Muodostavat kuitenkin taydellisen ja symmet-
riaominaisuuksiltaan sopivan kantajoukon ns. "korreloituneen"
kokonaisaaltofunktion muodostamiseksi. Yritefunktioksi (n:n
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elektronin systeemille) voidaan kirjoittaa siten
W(ry, ra, ..., Tn) = 2k=0N Ck Yi(ry, 12, .0\ 1), (3.2.1)

missa N on valittujen konfiguraatioiden lukumaara. W konver-
goi kohti tarkkaa monen elektronin aaltofunktiota, kun N — o,
Kertoimet Cy ratkaistaan matriisin ominaisvektoreina tasmal-
leen samoin kuin kertoimet c; yritteelle (3.1.1) edellisesséa kap-
paleessa.

Mikali "kantana" kaytetaéan itseytyneita yksi-elektronikonfigu-
raatioita, on ratkaistuista kertoimista Cx joku, esim. Cy, likimain
yksi ja muut hyvin pienia. Talléin dominoivan konfiguraation
Yo miehitystad {n;,| i, m; ;, mg}i- ~ voidaan kayttda kuvaa-
maan kyseisen atomin miehitysta. Naiden miehityslukujen
mukaan muodostetaan esim. alkuaineiden jaksollinen jarjes-
telma.

Molekyylien elektronikorrelaatiot huomioon ottavan kokonais-
aaltofunktion ratkaiseminen tapahtuu samoin. Molekyylin
symmetrian mukaisista, yksi-elektroniorbitaaleista koottuja,
antisymmetrisié ja eri tavoin miehitettyja konfiguraatioita voi-
daan kayttaa kantajoukkona molekyylin korreloituneen elektro-
nisen kokonaisaaltofunktion ratkaisemiseen. Samaa menetel-
maa kaytetddn myoés mm. ytimien aaltofunktioiden ratkaisemi-
seen nukleonien yksi-hiukkasfunktioiden avulla.

3.3. Semiempiiriset menetelméat

Edelld kuvatut menetelmat elektronisten tilojen ratkaisemisek-
si ovat ns. first—principles eli ab initio -menetelmid. Niiss&
kaytetddn vain minimaalisia |ahtdtietoja ja kvanttimekaniikan
perusperiaatteita, mutta ei mitdan kokeellisia tietoja. Usein on
kuitenkin tarkoituksenmukaista sovittaa laskumenetelmien pa-
rametreja joihinkin kokeellisiin havaintoihin muiden kokeellis-
ten tulosten ennustamiseksi. Tallaisia parametreja voisivat ol-
la esim. Hamiltonin matriisin (3.1.7) matriisielementit. Tallaisia
menetelmid sanotaan semiempiirisiksi, esim. Huckelin mene-
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4. AB INITIO -MOLEKYYLIDYNAMIIKKA

4.1. Johdant

Atomaaristen systeemien (molekyylien, kiintean aineen, tms.)
simuloimisen suurin ongelma on atomien véalisten voimien, eli
systeemin potentiaalifunktion I[6ytaminen. Tavallisesti kayte-
téén joitakin analyyttisia potentiaalifunktioita: Lennard—-Jones-,
Morse-, jne., joiden patevyysalueet ovat kuitenkin hyvin rajoit-
tuneita, ks. kappale A-5.3. Atomien klassinen dynamiikka
(kvanttidynamiikan sijaan) on kylla yleensa riittavan hyva ap-
proksimaatio fysiikan ja kemian perusilmididen selittdmiseksi.

Atomien véliset voimat ovat peraisin atomien elektroniverho-
jen (valenssielektronien) vélisista vuorovaikutuksista ja sen
vuoksi potentiaalienergia on usein luonteeltaan monimutkai-
nen monen kappaleen funktio (A-5.3.1). Oikea potentiaali-
funktio atomien klassillista dynamiikkaa varten olisi koko sys-
teemin elektronien kokonaisenergia lisattyna siitéa puuttuvalla
ytimien Coulombin potentiaalienergialla.

Kun systeemisséa on N atomia (ydintd) ja n elektronia, on sen
Hamiltonin operaattori

H = i (_ LZVZ) + E\] e2 ZI i e2 +
FULL <\ 2m 47, |r1—RI| = 4meg ri—|

N 7 Z N h2
+ e? 127 4 ( V)
E, 4meo [RR|| Z, 2M; !

missa pienet kirjaimet (symboli_t) viittaavat elektroneihin ja
suuret ytimiin.

(4.1.1)

Kun tarkastellaan ytimien (eli atomien) klassista dynamiikkaa,
jatetaan viimeinen termi eli ytimien liike kvanttimekaanisesta
tarkastelusta pois ja tarkastellaan elektronien kannalta kiintei-
ta ydinkonfiguraatioita {R;} seka vain elektronien station&ari-
sen tilan aaltofunktioita y;(r;). Talléin tarkastelu tehdaan
Born—Oppenheimer-approksimaation hengessa.
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Born—Oppenheimer-approksimaatiossa ja atomiyksikdissa
(h =m=e =4ner = 1) Hamiltonin operaattori voidaan kirjoittaa
muotoon

2 N7, Z
H=Y (-1Vi)+ 2 +2r e (412
i=1 i i 01 1)
missd ry=Iri—R;I ja RU_IRI—RJ Taman operaattorin

viimeinen termi (Coulombln potentiaalienergia Vc({R;})) on
vakio (ei elektronien koordinaatteja) elektronista aaltofunktiota

We({ri}) = 1pi(ry) Yo(r2) ... Yu(ry) | (4.1.3)

ratkaistaessa. Ratkaisusta saatava ominaisarvo

E({R1}) = [WH({ri}) H{r} {R1}) We({r}) d{ri}  (4.1.4)
lisattyna ytimien Coulombin potentiaalienergialla Vc({R}}), siis
E({R1}) = E.({R1}) + Vc({Ry}), on atomien klassillisen dynamii-
kan potentiaalifunktio, ns. potentiaalienergiahyperpinta
(potential energy hypersurface, PES). Koska se on ratkaistu
elektronien S-yhtéldsta, siitd kaytetddn myds nimityksia
Born—-Oppenheimer-pinta tai ab initio -potentiaali.

Periaatteessa tastd saadaan sitten kaikkien atomien liikeyhta-
|6t

d’R;
dt?

mutta kaytdnndssa on mahdotonta ratkaista S-yhtaléa tavan-
omaisin keinoin simuloinnin jokaisella aika-askeleella.

M, =-—ViE{R}}), (4.1.5)

4.2. r—Parrinello -menetelma

R. Car ja M. Parrinello esittivat menetelméan (Phys.Rev.Lett.
55, 2471 (1985)), jolla voidaan tehd& molekyylidynamiikan si-
mulointi kayttden tavallaan likim&araista ab initio -potentiaalia.
Tama on mahdollista siten, ettei elektronien S-yhtalda ratkais-
ta tarkasti jokaisella aika-askeleella, vaan elektronien koko-
naisenergia minimoidaan likimain, sopivaa dynamiikkaa kéayt-
taen.
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Sijoittamalla (4.1.2) — (4.1.4) saadaan

E({yi} {R1}) = Zkein JW* (12 Vi) We d{ri} + Ui} {R1})(4.2.1)
misséa

Ui} AR}) = Zkein JP* [Zmin (Zi/rag) + 2k V] Pe d{ri} +

. + 211 (Z1Zy/Ryy) (4.2.2)
ja

We({ri}) = [1(ry) Po(ra) ... u(rn) | (4.2.3)
tarkoittaa sita, etta elektronien kokonaisaaltofunktio kirjoite-

taan yhden konfiguraation miehitettyjen yksi-elektroni-aalto-
funktioiden avulla (yksi-elektronikuva).

Huomaa, ettd tassa formuloinnissa yksi-elektroni-aaltofunktiot
on merkitty muuttujiksi atomien potentiaalienergiafunktioon E,
yht. (4.2.1). S-yhtalén ratkaisu {y;} antaisi tietysti minimin
elektronien kokonaisenergialle ja siten funktionaalille E funk-
tioiden {y;} suhteen. Funktionaalin E minimi muuttujien
{R;} suhteen vastaisi taas systeemin, esim. molekyylin, tasa-
painogeometriaa eli -konformaatiota.

Tarkastellaan nyt dynamiikkaa sellaisessa kuvitteellisessa
systeemissa, jossa dynaamisina muuttujina ovat ytimien koor-
dinaatit {R;} ja yksi-elektroni-funktiot {vy;}. Systeemin ki-
neettinen energia on

. . n . N .
TP ARD = Y (Ju i)+ (IMI R/, (4.2.4)
missa {M;} ovat koordinaattien {R.} (eli atomien) dynamiik-
kaan liittyvat massat ja w on "koordinaattien {y;} dynamiik-

kaan liittyvd massa", jonka fysikaaliseen merkitykseen pala-
taan myéhemmin.

Ytimien koordinaatit {R;} ovat vapaita seuraamaan liikeyhta-
I6iden maaraamaa dynamiikkaa, mutta dynaamisia muuttujia
{yi} rajoittavat ehdot

Jwi* gy dr = oy, (4.2.5)
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eli yksi-elektroni-aaltofunktioiden ortogonaalisuus. Téllaisia
ehtoja sanotaan holonomisiksi (holonomic constraints).

Jos systeemin dynamiikalla on rajoituksia, ja erityisesti ho-
lonomisia ehtoja, on sen liikeyhtalot katevinta kirjoittaa kaytta-
en Lagrangen formalismia. Yleisesti, Lagrangen funktion

Ldar{ah) =THar{ah) - VHar{q) + X Mig{qh) (4.2.6)

avulla, missd T ja V ovat systeemin kineettinen ja potentiaa-
lienergia, q on systeemin kaikki koordinaatit ja yhtalot

gi({q}) =0 ovat holonomisia ehtoja, voidaan lilkeyht&l6t kirjoit-
taa muodossa

d o) by (4.2.7)
. dt aq) oq
ja
oL _o (4.2.8)

ai}\i_

Nyt tarkasteltavana olevan systeemin Lagrangen funktio on
yhtéléiden (4.2.1) — (4.2.5) perusteella

n N
L=1uY > +13 MR/ +
2l 2 MRy (4.2.9)
CEQu RN+ Y Aij(f ity dr— by

i>j
josta seuraa yhtalon (4.2.7) mukaan likkeyhtal6t
. _ 6E
Wap;=— -+ > Ay, (4.2.10)
oyt n

ia ..
J M R, =— V,E. (4.2.11)

seké ortonormaalisuusehto
L

Lo (4.2.12)
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Jalkimmainen liikeyhtélbista, yhtald (4.2.11), on sama kuin yh-
talo (4.1.5) eli (klassisen) molekyylidynamiikan liikeyhtéld sil-
loin, kun E({R;}) on eksplisiittisesti tunnettu. Tassa tapauk-
sessa potentiaalifunktio E({y;}.,{R:}) riippuu kuitenkin myds
dynaamisista muuttujista {v;} yhtaldiden (4.2.1) ja (4.2.2)
mukaan.

Yksinkertaisin tapaus seuraa, jos ;-funktiot eivat riipu koordi-
naateista {R;} eli yksi-elektroni-funktioissa ei esiinny ytimien
koordinaatteja eksplisiittisesti. Talldin ytimien potentiaaliener-
gian gradienttia — V| E yhtaloista (4.2.1) ja (4.2.2) laskettaes-
sa saadaan vain kaksi termia: Hellman—Feynman -voimat
operaattorista (-Zi/ryq) ja Coulombin voimat termista (Z; Z;/Ry).

Edellinen liikeyhtaldistd, yhtal6 (4.2.10), kuvaa u -massaisten
yksi-elektronifunktioiden {y;} dynamiikkaa. Dynamiikalla si-
nansa ei ole fysikaalista merkitystd. Ainoastaan minimiener-

giakonfiguraatio, joka tayttda ehdon

wip=0, Vi, (4.2.13)

kiinnostaa, koska se vastaa elektronisysteemin yksi-hiukkas-
aaltofunktioita. Se vastaa diagonaalista {A;} -matriisia ja

6E = A 1])
" j (4.2.14)
vastaa yksi-elektroni S-yhtaléita.

Huomaa, ettd variaatioperiaatteen mukaan

OE _ H
Oy *
| Hy; =&y,
joten
Ajj =& 9y

eli diagonaaliset Lagrangen kertoimet ovat yksi-elektroni-omi-
naisarvoja.
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Siten yhtélén (4.2.10) maaradmaa dynamiikkaa voidaan kayt-
taa ab initio -probleeman ratkaisemiseen, eli elektronien ener-
gian minimoivien yksi-hiukkas-aaltofunktioiden maaraami-
seen. Parametri u sekd mahdollinen vaimennustermi ("liik-
keen" pysayttamiseksi energiaminimiin) on valittava siten, etta
"ratkaisu (4.2.13)" I6ydetdédn mahdollisimman tehokkaasti.
Talla tavoin siis vaimennettua klassista dynamiikkaa kayte-
td&n minimointialgoritmina. Mik& tahansa muu, riittavan ylei-
nen, minimointitekniikka soveltuu tietysti myés.

Variaatiolausekkeiden 8E/&; laskeminen riippuu yksi-elektro-
ni-funktioiden ; funktionaalisesta muodosta eli kantafunk-
tioista. Useimmin kantafunktioina on kaytetty tasoaaltoja, jot-
ka soveltuvat erittdin hyvin esim. kiteisten, yms. (lahes) jaksol-
listen rakenteiden kuvaamiseen. Molekyylien, harvojen tai
epajarjestyneiden systeemien tarkastelussa koko avaruuden
tayttavien tasoaaltojen kayttd ei kuitenkaan ole tehokasta. Sil-
loin tehokkaampia olisivat atomeihin lokalisoituneet kantafunk-
tiot, esim. atomaariset orbitaalit. Tallaisissa funktioissa tulisi
kuitenkin voida valttaa eksplisiittiset viittaukset ytimien koordi-
naatteihin, jolloin niitd voitaisiin kutsua kelluviksi (floating).

Ortonormaalisuusehdon (4.2.12) ratkaisumenetelma riippuu
kantafunktioista ja siihen on olemassa ylensé useita vaihtoeh-
toja.
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5. AJASTA RIIPPUVAN SCHRODINGERIN
YHTALON NUMEERINEN RATKAISEMINEN

Ajasta riippuvan Schrédingerin yhtalén

oy
=ih - 5.1
Hy=in (5.1)

suora (eksplisiittinen) numeerinen ratkaiseminen edellyttaa
yhtalén diskretisointia seka aika- ettd paikkamuuttujien suh-
teen. Alkuarvoista lahtien ratkaistaan sitten aika-askelittain
edeten aaltofunktio (reaali- ja imaginaariosat) koko avaruu-
dessa.

Tavalliset diskretisoinnit alimpien kertalukujen erotusosaméaa-
rid kayttden johtavat epéastabiileihin ratkaisualgoritmeihin, ja
sen liséksi, aaltofunktion normituskaan ei saily. Implisiittiset
menetelmat, joissa em. ongelmat valtetdan, vaativat taas jo-
kaisella aika-askeleella lineaarisen yhtaléryhman ratkaisemi-
sen, missa yhtaldiden lukumé&éra on jopa sama kuin paikka-
avaruuteen viritetyn integrointiverkon koko.

Seuraavassa johdetaan toisen kertaluvun eksplisiittinen "ajan
suhteen lomitettu" algoritmi, jossa edelld mainitut vaikeudet
valtetaan.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi yhtd m-massaista
hiukkasta yksiulotteisessa avaruudessa (x-akselilla). Talldin
Schrédingerin yhtalé on muotoa gyyx t

H(x.0) (.0 = 17 ”’;’t‘ ). (5.2)

missa
Hxp = — 2 2 L vixy). (5.3)
2m dx?
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Seuraavassa voidaan jattaa paikkakoordinaatteja tai aika-
muuttuja merkitseméttd lausekkeisiin eksplisiittisesti, mikali ne
eivat ole oleellisia.

Tehdaan ensin diskretisointi paikkakoordinaatin suhteen. Toi-
sen kertaluvun erotusosamaéara on

d2p  Px+AX, 1) — 2 P(x, 1) + P(x-AX, 1) (5.4)
dx> AX ’
missé Ax on askelvali. Taman avulla H(x.t) y(x,t) voidaan Kir-
joittaa jokaisella ajanhetkelld t, kunhan aaltofunktion reunaeh-
dot tunnetaan.

Tekemalla seuraavaksi diskretisointi ajan suhteen kayttaen
alimman kertaluvun erotusosamaaraé voidaan jo periaattees-
sa edeta ajassa, kunhan aaltofunktion "alkuarvo" y(x,0) tunne-
taan.

Esim. Kirjoita 1. kertaluvun lauseke aaltofunktiolle \y(x, t+At)
(joka vastaa tavallaan Eulerin menetelmaéa molekyylidynamii-
kassa).
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Johdetaan ajan suhteen lomitettu algoritmi kirjoittamalla aalto-
funktio reaali- ja imagin&ériosiensa avulla

P(x,t) = R(x,t) +il(x,t). (5.6)

Sijoittamalla tdméa yhtaléon (5.1) ja erottamalla reaali- ja ima-
gindariosat saadaan
ol

- _pd 5.7
| HR hat (5.7)
ja
oR
HI_hW. (5.8)

Toisen kertaluvun diskretisointi aikaderivaatoille voidaan kir-
joittaa helposti, jos tarkastellaan aaltofunktion reaaliosaa aika-
askelilla 0, At,2At, 3At, ... = {k At} ja imagin&ariosaa taas aika-
askelilla 12At,32At, 52, ... = {(k+1/2) At}, kun k on kokonais-
luku. Talla tavoin lomitetussa aika-askelverkossa saadaan
alimman kertaluvun erotusosamaaria kayttden yhtalot

p L(e+12A0) — I(t-12A0) (5.9)
At
R(t+A0) — R(O)

HR(®) = —
ja

HI(t+12At) = # (5.10)

At
joiden tarkkuus on kuitenkin toista kertalukua. Toisen kertalu-
vun tarkkuus tulee siitd, ettd erotusosamaarat on kirjoitettu
kolmen ajanhetken avulla, t-12At, t ja t+12At yhtaléssa (5.9) ja
t, t+12At ja t+At yhtélésséa (5.10).

Yhtaloista (5.9) ja (5.10) voidaan ratkaista algoritmi

I(x, t+12At) = I(x, t=12At) — Ath  H(x, t) R(x, t) (5.11)
ja

R(x, t+At) = R(x,t) + Ath H(x, t+12A) I(x, t+12At), (5.12)
misséa yhtaloita (5.3) ja (5.4) vastaten
72 R(x+Ax, ) -2 R(x, t) + R(x- Ax, 1) 4

2m Ax>
+V(x, ) R(x, 1) . (5.13)

Hx, t) R(x,t) = -
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Samoin
H(x, t+1/2t) I(x, t+1/2t) =
_ 2 TGHAX, t1720) - 2 I(x, t+1720) + I(x-AX, t+1/20)

2m AX> (5.14)
+ V(x, t+  12t) I(x, t+ 1/2t) .

Alkuarvoiksi tarvitaan nyt R(x, 0) ja I(x, t—12At).

Hiukkasen todennékdisyystiheys on yleisesti yksiulotteisessa
tapauksessa

P(x,t) = ly(x,t) 2 = R2(x,t) + I2(x, 1), (5.15)
jota ei voi nyt suoraan soveltaa. Sen sijaan lausekkeet
P(x,t) = RA(x,t) + I(x, t-12At) I(x, t+1/2At) (5.16)

ja
P(x, t+12At) = R(X, t) R(x, t+At) + I2(x, t+1/2At) (5.17)

ovat varsin kayttokelpoisia, silla ne séilyttavéat aaltofunktion
P(x,t) normituksen

f P(x,t)dx = 1 (5.18)

kaikilla ajanhetkilla t.

Aaltofunktion reunaehdot on tavallisesti paateltavissa potenti-
aalifunktiosta V(x,t) ja siten ne voivat olla ajasta riippuvia.
Aaltofunktion "alkuarvo" y(x,0) taas riippuu lahinna tarkastel-
tavan hiukkasen dynaamisista parametreista alkuhetkella.
"Paremman puutteessa" voi kayttaa esim. aaltopakettia
— 1 —l(ﬂ)z ikx

X)=—— @ 2l % , 5.18
jonka liikemaara on p=h k ja joka on normitettu yhtalén
(A-1.5.4) mukaan. Huomaa, ettd eikx = cos(kx) + i sin(kx)
ja k=mv/h .
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6. KVANTTISIMULOINTI

Tassa luvussa tarkastellaan kvanttisysteemien perustilan ja
dynamiikan ratkaisemista Monte Carlo- ja simulointimenetel-
min. Diffuusio Monte Carlo (Diffusion Monte Carlo, DMC) on
menetelma, jolla voidaan etsid kvanttisysteemin perustilan
aaltofunktio ilman kantafunktioiden, integrointiverkkojen tai
funktionaalisten muotojen asettamia rajoituksia. Tassa esitet-
tavassa perusmuodossaan se soveltuu kuitenkin vain bosoni-
systeemien ja eraiden muiden yksinkertaisten tapausten tar-
kasteluun. Polkuintegraali Monte Carlo (Path Integral Monte
Carlo, PIMC) on kvanttistatistikan menetelma, jossa aarelli-
nen lampdtila otetaan huomioon. Siten se tavallaan vastaa
klassillista perustilan NVT-simulointia, jossa otos noudattaa
Boltzmannin jakautumaa.

Kvanttidynamiikkaa simuloitaessa ratkaistaan periaatteessa
ajasta riippuvaa Schrddingerin aaltoyhtaléa. Sen tekemiseksi-
han jo edellisessa luvussa esitettiin suora numeerinen ldhes-
tymistapa. Té&ssa luvussa tarkastellaan aaltopaketin dyna-
miikkaa (Wave Packet Dyanmics, WPD) varten sopivaa aalto-
paketin muotoa, jolle liikeyhtalét voidaan ratkaista. Simuloita-
essa hiukkasia aaltopaketeilla niiden kokemat voimakentat el
vuorovaikutuspotentiaalit oletetaan tunnetuiksi. Luvussa 4
esitettya ab initio-molekyylidynamiikkaa kutsutaan myés jos-
kus (virheellisesti) kvanttidynamiikan simulointimenetelmaksi.
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1. Diff io Mon rlo menetelmé (DM

Yhden m-massaisen hiukkasen ajasta riipuvan Schrédingerin
yhtalon

in awgrt, Y C oy (6.1.1)
Hamiltonin operaattori voidaan kirjoittaa muotoon
2
H=- 2th V2 +[U(r) - Bq , (6.1.2)

missa Er on (toistaiseksi) vapaa parametri. Tama parametri
vaikuttaa vain kompleksisen aaltofunktion vaiheeseen, jota ei
voida havaita (kokeellisesti), mutta ei sen itseisarvoon. Otta-
malla kayttdon merkinta

s =i/h t (6.1.3)

(tavallaan imagindarinen aika) voidaan Schrédingerin yhtéld
kirjoittaa muotoon

oY(r, s)

P D V> y(r, s) — [U) — Eq] y(r,s) , (6.1.4)
S

missa
D =h2/2m, (6.1.5)

Tama yhtal6 kuvaa aaltofunktion aikaevoluutiota paikassa r.
Sen oikean puolen termeistéd ensimmainen

NPp(r, s) - D V2 Pp(r, s) (6.1.6)
ds
kuvaa tavallaan diffuusiota, diffuusiovakiona D, ja toinen
(}LPA;I‘,S) = [ET — U(r)] PYa(r, s) (61 7)
S

on taas potentiaalista riippuva "autokatalyyttinen" Iahdetermi.
Tallaisten tulkintojen edellytyksena on se, etté 1 on kaikkialla
ei-negatiivinen. Hyvané analogiana yhtalén (6.1.4) aikaevo-
luutiolle on bakteeripopulaation kehitys.
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Tarkastellaan aaltofunktion 1 (r, s) aikakehitysta (ajassa s)
ajasta riippumattomassa potentiaalissa U(r) kirjoittamalla se
ominaistilojen y(r) exp(iogt) = P(r) exp(Exs) lineaarikombi-
naationa. Koska yhtalén (6.1.2) mukaan

Hyk = Exyx—Eryx
= (Bx—En) y(r) ek,

seuraa funktiolle ¢ stationdarinen muoto, kun s — o0, vain jos
Er = E, eli perustilan energia. Tehtavana on siis etsia "diffuu-
sioyhtalon" (6.1.4) station&érinen ratkaisu y(r) eli perustilan
aaltofunktio ja samalla sitd vastaava ominaisarvo E,.

Diffuusioyhtéld (6.1.6) voidaan ratkaista esim. satunnaispolku-
menetelmalla (random walk) ilman erikseen sité varten viritet-
tya verkkoa seuraavasti. Tarkastellaan N "hiukkasta", joiden
dynamiikka kuvaa diffuusiota ja joiden paikallinen tiheys on
verrannollinen "jakautumafunktioon" y(r, s). Sopiva Brownin
dynamiikka on esim.

ri(s+As) = ri(s) + Ari(s); i=1,2, ... N, (6.1.8)

missa vektorin Ari(s) komponentit ovat normaalijakautuneita
satunnaislukuja jakautumasta, jossa 02 = 2DAs.

Yhtalén (6.1.7) muodollinen ratkaisu on
Ya(r,s) = Pa(r,0) exp([Er — U(r)] s) (6.1.9)

ja sen stokastinen (Monte Carlo) ratkaiseminen voidaan tehda
seuraavasti. Tarkastellaan M:n systeemin otosta (ensemble),
joissa kussakin on N hiukkasta. Tasta otoksesta poistetaan ja
siihen lisdtdan systeemeja siten, ettd y, muuttuu yhtalén
(6.1.7) mukaisesti, seuraavalla tavalla. Kullekin otoksen sys-
teemille lasketaan ensin luku

Ki = exp{SiN [Er—U@m)] Asy;  i=1,2,.,N  (6.1.10)
| =1,2,..,.M

ja kyseinen systeemi | monistetaan sitten K, kertaiseksi jo-
kaisella aika-askeleella s.
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On huomattava, ettd K; voi olla suurempi tai pienempi kuin
yksi. Jos se on pienempi kuin yksi, niin systeemi | sailyte-
tdan todennakoisyydelld K, ja myds monistettaessa desimaa-
lilukuinen K, tulkitaan samalla tavalla todennéakdisyyksien
avulla.

Tallaisen prosessin seurauksena voi otoksen koko M kasvaa
tai pienentyd. Otoksen koko saadaan stationdariseksi muutta-
malla yrite-energiaa Er siten, ettd M:n kasvaessa sité pienen-
netaan ja painvastoin. Stationdarisessa tilanteessa Er = E,.

Yhtalon (6.1.4) ratkaisu saadaan nyt yhdistamalla em. algorit-
mit yhtaldiden (6.1.6) ja (6.1.7) ratkaisemiseksi. Siten saa-
daan tarkasteltavan systeemin perustilan enegia E, seka aal-
tofunktio (6.1.11)

Yo(r) = (3(ri; —r)),
joka voidaan maarittaa esim. histogrammina.

Koska DMC-menetelmé voi 16ytaa vain sellaisia aaltofunktioi-
ta, joiden amplitudi on kaikkialla ei-negatiivinen, sopii se erityi-
sesti bosonisysteemien tarkasteluun. DMC:sté on tosin kehi-
tetty versioita, jotka soveltuvat myo6s yleisempiinkin tapauksiin.

2. Polkuintegraali Mon rlo menetelma (PIM

Kun tarkasteltava systeemi on osa laajempaa kokonaisuutta
aarellisessa lampdotilassa, tarvitaan statistisen mekaniikan me-
netelmiad kvanttisysteemeille sopivassa muodossa. Feynma-
nin polkuintegraaliformalismi (path integral formalism) on ta-
han sopiva.

Kun systeemi on vuorovaikutuksessa ymparistonsa kanssa,
kuten esim. "lampoOkylvyssd", se ei ole silloin missaan omi-
naistilassaan y,, jolle 6.2.1)

H wn = En U,Jn ’
vaan ns. sekatilassa tai sekoittuneessa tilassa (mixed state).
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Sekatila ei ole lineaarikombinaatio ominaistiloista
YPmix # 2nCn LU (622)

vaan statistinen yhdistelma niistd. Klassillisen Boltzmannin
jakautuman kvanttianalogia on tiheysmatriisi (density matrix)

p(r,r’; kT) = X, a*(r) e AT g, (r) (6.2.3)
= Yo Pn*(r) Pu(r') e-EnkT, (6.2.4)

Merkitsemalla
p = 1/kT, (6.2.5)

voidaan fysikaalisen suureen A odotusarvo kirjoittaa muotoon

f A(r) p(r, T; B) dr
_ Tr(Ap)

Tr(p) ’

(A] = (6.2.6)

f p(r, r; p) dr

missa Tr on matriisin jélki (trace, spur) eli diagonaalielement-
tien summa (tai integraali). Tiheysmatriisin jalki vastaa ilmei-
sesti kvanttistatistiikan partitiofunktiota NVT- eli kanoniselle
systeemille.

Esim. Vapaan hiukkasen tiheysmatriisi po yksidimensioisessa
tapauksessa.
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(6.2.7)

Mikali systeemin tiheysmatriisi tunnetaan, on fysikaalisten
suureiden odotusarvojen laskeminen suoraviivaista. PIMC-
menetelman ideana on pyrkia kirjoittamaan tarkasteltavan
systeemin tiheysmatriisi vapaiden hiukkasten tiheysmatriisien
avulla.

Tarkastellaan nyt edelleen yhden hiukkasen yksiulotteista ta-
pausta, jolle

PO X5 B) = 3 () ey (x)
= 3 () B2 P2 4y (x)

= > Yp¥(x) eﬁH/2f d(x'—x") ePH2 4 (x") dx"

= 3 P*(X) e P2 S r(x) Y(x") e P2 apy(x") dx"

= [Z P, *(x) eBH2 wn(x")} [z P *(x") e-BH2 wm(x')} dx".
Siten siis
p(x,x"; B) = f p(x, x"; %) p(x", x'; %) dx" , (6.2.8)

missa yhtalén oikea puoli on ns. Feynmanin polkuintegraali
(Feynman path integral). Talla tavoin voidaan tiheysmatriisi
kirjoittaa kahden muun tiheysmatriisi avulla kaksinkertaisessa
lampdtilassa. Korkeammassa lampétilassa potentiaalin vaiku-
tus hiukkaseen on vahaisempé&a ja hiukkanen on siten "va-
paampi" lampdtilan kohotessa.
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Nain voidaan jatkaa kirjoittamalla (6.2.9)

P(Xo, Xp; B) = f fp(xo, X1 %) e P(Xp_i, xp;%) dx; ..d xp_; ,
missé lukua P sanotaan Trotterin luvuksi (Trotter number).
Kun Trotterin luku on suuri voidaan approksimoida seuraavas-
ti
P(Xj, Xji1s %) = 3 P¥(xy) € HorU6) (xi4)
= > 1Pnn*(Xj) e-(B/P) Ho 1y, (1) €(B/P) (U0x+UCx;1))2
n = Po(X;, Xji13 %) e~(F/2P) Ux+U(xju)) | (6.2.10)

missa Hy ja po ovat vapaan hiukkasen Hamiltonin operaattori
ja tiheysmatriisi. Diagonaalielementeiksi, joita itse asiassa
vain tarvitaankin, tulee asettamalla xp = xo seka yhtaldéiden
(6.2.7), (6.2.9) ja (6.2.10) avulla

p(XO’ X0, [3) = AP/2 f e—B(Uint"'Uext) Xm d Xp_1 , (62113)
missa

A = mP/2xnph 2, (6.2.12)

Uet = SjeoP! U(x;)/P (6.2.13a)

ja Uine = (AT/B) jeoP! (%) = Xju1)* (6.2.14a)

Kolmiulotteisessa tapauksessa vastaavasti

p(r09 I'o; B) = A3P/2f f e_B(Ui"H'UEXt) drl d Ip_, (621 1 b)

missa
A = mP/2nph 2, (6.2.12)

Uex = ZJ’:OIL1 U(I'J)/P (6213b)
ja Ui = (A/B) ZjmoP! Ity — a2, (6.2.14b)
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Saatu diagonaalinen tiheysmatriisi on itse asiassa myds erédan
klassillisen systeemin Boltzmannin tekija. Kyseessé on P:n
hiukkasen muodostama systeemi {ro, ri, ..., 'p_1, 'p = I}, jOista
kukin hiukkanen j kokee ulkoisen potentiaalin U(r;) / P ja kah-
den muun hiukkasen j-1 ja j+1 aiheuttamat harmoniset voi-
mat potentiaalista (Ax/p) [ Irj- —rjl> + Irj—rj? 1.

Siten simuloimalla talla tavoin
"helminauhaksi" kytkettya
klassillista systeemia esim.
Metropolis-algoritmilla saa-
daan yhden m-massaisen ka-
nonista kvanttistatistiikkaa
noudattavan hiukkasen ja-
kautuma (tiheysmatriisi), jon-
ka avulla fysikaalisten suurei-
den odotusarvoja voidaan
edelleen laskea.

Yleistys usean hiukkasen systeemiin on suoraviivainen, jos
hiukkasten i ja i' valilla vaikuttaa paripotentiaali

u(r) = u(lr; —ryl). (6.2.15)

Talldin jokainen hiukkanen i kuvataan helminauhalla j=0, 1,
..., P—1, jonka solmut kokevat ulkoisen potentiaalin U(ri;) /P ja
ainoastaan saman indeksin j solmut kokevat em. keskinaisen
paripotentiaalin vaikutuksen: u(r) = 8(j,j') u(lrij —ri;l).
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3. Aal ketin dynamiikka (WPD

Kun klassillinen dynamiikka ei ole "riittava" kuvaamaan hiuk-
kasten aikaevoluutiota, voidaan kvanttidynamiikan piirteita ot-
taa huomioon korvaamalla hiukkanen i aaltopaketilla

di(r,t) = exp(i’h Qi(r, 1)), (6.3.1)

misséa (6.3.2)
Qi(r,t) = [r-=Ry®O]T - Ai(0) - [r — Ri(H)] + Pi(t) - [r — Ri()] + Ds(0).

Aaltopaketin keskimé&arainen paikka on R(t) ja matriisi 4;(t)
kuvaa aaltopaketin hetkellistd muotoa. Jos Ai(t) on skalaari,
on aaltopaketti pallosymmetrinen, mutta yleisemmassé muo-
dossaan esim. ellipsoidi. Skalaari D;(t) on vaihetekijé, jolla
voidaan huolehtia aaltopaketin normitus. 4;(t) ja Di(t) voivat
olla kompleksisia, mutta P;(t) on reaalinen. Tall6in P;(t) on aal-
topaketin likemaara.

Esim. Kirjoita 1-ulotteisen aaltopaketin muoto yhtél6ita (6.3.1)
ja (6.3.2) vastaavasti sekd maaraéa sen paikan ja likemaaran
odotusarvot.
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Sijoittamalla aaltopaketti (6.3.1) ajasta riippuvaan Schrédinge-
rin yhtal6on voidaan variaatioperiaatetta kayttéen johtaa lii-
keyhtalot aaltopaketin parametreille 4(t), Pi(t) ja Di(t).

Monen hiukkasen systeemissa voidaan kokonaisaaltofunktiota
approksimoida pelkélla tulolla

WY(ry, o, ...,rNy) = I q)i(l', t), (633)
mikali vaihtovuorovaikutus on vahaista.



