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OSAB

MOLEKYYLIDYNAMIIKAN SIMULOINTI

1. JOHDANTO

Molekyylidynamiikan (MOLDY) simuloinneissa tarkastellaan
atomijoukkoa, jonka dynamiikka eli aikaevoluutio ratkaistaan
klassisen mekaniikan liikeyhtalGista. Tarkasteltavat atomit
voivat muodostaa molekyyleja, kiteen tms. ja koko systeemi
voi olla makroskooppisesti yhdessé tai useammassa faasissa:
kiinted, neste tai kaasu. Tall6in systeemissé on oltava 100 —
10¢ atomia, jotta se olisi statistisesti riittdva edustamaan mak-
roskooppisia ominaisuuksia systeemeissa, joissa tyypillisesti
on luokkaa 1023 atomia.

Toisaalta tarkasteltava systeemi voi
olla vain muutaman atomin klusteri el
rypds. Muutamien atomien muodosta-
mia klustereita voidaankin nykyisin
tuottaa esim. atomisuihkuissa labora-
torio-olosuhteissa. Mallinnuksessa
klustereita voidaan kayttad myds suu-
rempien systeemien paikallisten ilmidi-
den kuvaamisessa atomitasolla. Téal-
laisia ovat esim. pintareaktiot, atomien
ja ionien térmaykset, joissa yksittéis-
tenkin atomien dynamiikka voi olla ta-
pahtuman kannalta oleellinen.

Molekyylidynamiikkaa simuloimalla voidaankin selvittda, mita
todella tapahtuu atomitasolla, edellisten lisaksi esim. seoksis-
sa, olomuodon muutoksissa, aineiden vasymisessa ja murtu-
misessa, valipinnoilla (interface) ja pinnoilla (surface), epitakti-
sessa kasvussa, sulamisessa ja karkeutumisessa. Téllaisia
asioita on darimmaisen vaikea selvittda puhtaasti kokeellisin
tai teoreettisin menetelmin.

U= Z u(r) +
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2. KLASSILLINEN DYNAMIIKKA

Dynamiikka voidaan johtaa kappaleiden ominaisuuksista, nii-
den vélisista vuorovaikutuksista ja liikeyhtal6ista. Atomeja ku-
vataan tavallisesti massapisteilla, jolloin tarkeimpi& ominai-
suuksia ovat massat ja varaukset. Vuorovaikutukset taas ku-
vataan ominaisuuksista riippuvilla potentiaalifunktioilla tai po-
tentiaalienergiahyperpinnoilla (potential energy hypersurface,
PES), joiden perusteella liikeyhtélét on kirjoitettavissa.

Klassillisessa molekyylidynamiikassa atomeja tarkastellaan
Born—Oppenheimer-approksimaatiossa siind mielessé, etta
elektronien, jotka padosan atomien vélisista vuorovaikutuksisa
aiheuttavat, ajatellaan seuraavan ytimien liikkeita ilman viivet-
ta ja kvanttitilansa sailyttaen. Elektronien dynamiikkaa ei tar-
kastella eksplisiittisesti, vaan elektronien (tavallisesti perusti-
lan) energetiikka kussakin ydinkonfiguraatiossa siséaltyy poten-
tiaalifunktioihin. Siten implisiittistd energian vaihtoa elektro-
nien ja ytimien dynamiikan vélill4 ei potentiaalifunktioissa ta-
vallisesti ole. Téllaista atomien (ytimien) dynamiikkaa sano-
taan adiabaattiseksi tai tapahtuvan Born—-Oppenheimer-pin-
nalla. Téllaista tyyppiad olevat PESit ovat aina periaatteessa
laskettavissa ab initio tai semiempiirisilla elektronirakennelas-
kumenetelmilld elektronien Schrddingerin yhtélosta.

2.1.Vuorovaikutuspotentiaalit

Kuten kappaleessa A-5.3 todettiin, potentiaalifunktion (PES)
lauseke hiukkasten muodostamalle systeemille voidaan kirjoit-

taa muotoon

Y wm,mp+d Y Y u(rn, )+ .., (2.1.1)
i j>i i j>i k>ji
missavuorovaikutukset riippuvat vain atomien paikoista rg; s =
i,j,k, ..., jos se ei riipu atomien nopeuksista. Merkittdvimmat
tasséa ovat kaksi ensimmaistd summaa, ulkoiset vuorovaiku-
tukset ja hiukkasten valiset paripotentiaalit. Yleensa

112(1’1, I‘j) = uz(lri - I'j|) = UZ(I'ij). (21 2)
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Kappaleessa A-5.3 esitettiin myo6s jo tavallisimmat paripotenti-
aalit, Lennard—Jones 12—-6, Morse-, kovien pallojen, pehmei-
den pallojen ja suorakulmainen potentiaali.

Kehitelmén (2.1.1) kaksi ensimmaista termia, siis paripotenti-
aalit, ovat riittavia tavallisesti vain vapaiden atomien ja kaksi-
atomisten molekyylien (kaasut) seké jalokaasujen kiinteén
faasin tapauksessa. Merkittdvimpid kolmen atomin termejé on
sidoksen valisesta kulmasta o riippuva potentiaali

us(ri, rj, ry) = w(f()), (2.1.3)

jolla voidaan suosia jotakin
tiettyd sidoskulmaa (bond an-
gle). Esimerkiksi

f(p) = cos(ngp) (2.1.4)

suosii lineaarista rakennetta

(p =180°), jos n =1, ja suoria
sidoskulmia (¢ = 90°), jos n =
2.

Neljan atomin termeista mer-
kittavin on tavallisesti diedri-
kulmasta (dihedral angle) riip-
puva potentiaali

uy(ri, 1, i, 1) = wa(f(¢)). (2.1.5)

Taman tapaisia kolmen ja
neljan atomin potentiaaleja
on useita yleisessa kaytossa.
Yhteista niille on se, ettéa nii-
den parametrit on sovitettu
kokeellisiin havaintoihin. Si-
ten ne ovat siis empiirisid
luonteeltaan.
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Mydskaéan kiinteiden aineiden, esim. metallien ja puolijohtei-
den, tapauksessa paripotentiaalit eivat ole riittdvid. Seuraavat
ominaisuudet esim. tulevat aina mallin ominaisuuksiksi vaarin
rajoituttaessa paripotentiaaleihin:

+ Cauchyn relaatio kimmokertoimille on voimassa,
ci2 = c44, mutta esim. kullalle, Au: ci» = 3.7 cys.

+ vakanssin muodostumisenergia on yhtasuuri kuin
koheesioenergia atomia kohti, E,f = E,,
mutta esim. Au: E,f = 114 E..

+ sulamispiste on korkea, T,, = 0.1 E./ kg,
mutta esim. Au: T,, = 0.03 E./ kg.

+ heksagonaalinen kiderakenne ei ole koskaan stabiili.

Seuraavassa esitetddn muutamia tapoja, joilla on kuvattu "me-
nestyksekkaasti" kiintedn aineen atomien kokemia vuorovai-
kutuksia.

Atomien vélistd Coulombin potentiaalia voidaan approksimoi-

da esim. seuraavasti. Kuvataan
atomien elektroniverhoja pallonmo-
toisilla (r.) homogeenisilla varausja-
kautumilla (p.), joiden keskipisteis-
sa ytimet ovat, tai Gaussin jakautu-
man mukaisilla pallosymmetrisilla
elektronivarauksilla

Py(r) = po exp(-r?/y?)  (2.1.6)

samalla tavoin. Tall6in elektronien
kokonaisvaraus on

Ne = 43mrlp. tai Ny = 47 y3po, (2.1.7a,b)

jotka on normitettava ytimen varauksen Q suuruisiksi, jotta
atomi olisi neutraali.
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Téllaisista varausjakautumista saadaan atomien vélinen Cou-
lombin paripotentiaali lausekkeesta

uc(ry) = 1 f pi(ry) p;(ry) dr, dr, , (2.1.8)

47[:80 |I'1 — l'2|

missa pi(r) kasittdd nyt atomin i seka ydin- ettd elektroni-
varauksen. Tama potentiaali on padasiassa repulsiivinen,
mutta siind on myds attraktiivinen osa.

lonisissa systeemeissa, joissa atomien polarisaatio on merkit-
tavaa, voidaan atomien ja ionien elektroni- ja ydinvaraukset
kytkead yhteen harmonisella voimalla. Sill& tavoin voidaan ato-
mien polarisoituvuutta mallintaa yksinkertaisella tavalla.

"Em -atom-method" (EAM
Yksinkertaisissa metalleissa ato-
mien voidaan ajatella olevan "upo-
tettuina" johde-elektronivaraukseen,
mitd kokonaisuutena voidaan kuva-
ta kollektiivisen ja attraktiivisen mo-
nen kappaleen potentiaalin avulla.
Yhden atomin kannalta potentiaalis-
sa on attraktiivinen ja lineaarinen
osa. Kun atomin ytimen kohdalle
naapuriatomeista tuleva taustava-
raus lasketaan ja otetaan huomioon
em. tavalla seka lisdtédan tadhan
edelld méaéritelty Coulombin paripo-
tentiaali, kutsutaan menetelméaa
EAM:ksi.

Tallaisen potentiaalin parametrit voidaan sovittaa kokeellisiin
hilavakioon, lampdlaajenemiskertoimeen, puristusmoduliin,
yms., jolloin tuloksena on empiirinen potentiaali. EAM toimii
parhaiten yksinkertaisten metallien tapauksessa. Toinen sa-
man tapainen kiinteiden aineiden ja pintailmididen simulointiin
soveltuva potentiaali on ns. effective-medium-theory (EMT).
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Puolijohteissa, joissa suuntautuneet kovalenttiset sidokset
ovat merkittavid, voidaan yhdistéda edella esitettyja molekyy-
leille ja kiinteille aineille sopivia potentiaaleja. Siten voidaan
suosia esim. tetraedrisia sidoskulmia (¢ = 109.47° tai cos ¢ =
—1/3) ja saada mm. piin timanttirakenne stabiileimmaksi kidera-
kenteeksi.

Tetraedriset sidoskulmat ovat tavallisesti seurausta atomien
valenssiorbitaalien sp3-hybridisaatiosta. Sita esiintyy runsaas-
ti mm. tyydyttyneiden hiilivetyjen hiiliketjuissa. Ns. sp2-hybridi-
saatio taas johtaa sidoskulmaan ¢ = 120° ja koordinaatiolla
kolme tasomaisiin rakenteisiin.

2.2 Liikeyhtalot

Klassillisen mekaniikan liikeyht&l6t voidaan postuloida useam-
malla eri tavalla. Erilaiset |ahestymistavat voivat olla tarpeen
esim. erilaisten termodynaamisten tasapainotilojen tarkaste-
lussa.

Massapisteen m; Newtonin liikeyhtéld (Newton, 1687) on
my rl = Fi (221)

missa r; on massapisteen paikkavektori ja F; on siihen vaikut-
tava voima. Newton johti ko. liikeyhtalén perustuen kokeelli-
siin havaintoihin planeettojen liikkeistd Aurinkokunnassa. Mi-
kali voima F; on konservatiivinen, voidaan se Kirjoittaa muo-
toon

F,=-V,V, (2.2.2)

potentiaalifunktion V; avulla.

Samat massapisteiden liikeyhtélét voidaan johtaa myéds ylei-
simmistd periaatteista. Tarkastellaan esim. (mahdollisesti
usean massapisteen) systeemin Lagrangen funktiota

L=K-V, (2.2.3)
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missé K on kineettinen ja V on potentiaalienergia. Systeemin
aikaevoluutio konservatiivisten voimien tapauksessa voidaan
nyt maaréata ns. Hamiltonin periaatteen mukaan siitd ehdosta,
ettd Lagrangen funktion polkuintegraali faasiavaruudessa kah-
den pisteen valilla saa &ériarvonsa. Tasta seuraavat ns. La-
grangen liikeyhtalét

d(aL)_(aL) ~0 (2.2.4)
dt1dqx) \dqx ’

missa qx ovat ns. yleistetyt koordinaatit.

Esim. Osoita, ettd yhtélésta (2.2.4) seuraa (2.2.1), kun gx = x,
yjaz.
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Lahtemalla siita, ettd systeemin kokonaisenergia, ns. Hamilto-
nin funktio

H=K+V (2.2.5)
sailyy, saadaan nk. kanoniset liikeyhtalot

OH _ . (2.2.6)
. Ipx - &
o oH

o 2.2.7

9q P ( )

mMissa qx ja px ovat yleistettyjen koordinaattien ja likemaarien
komponentteja. Siten Hamiltonin dynamiikan liikeyhtélét ovat
siis seurausta kokonaisenergian sailymisesta.

Esim. Osoita, ettéd yhtaldista (2.2.6) ja (2.2.7) seuraa (2.2.1),
kun gy =X,y ja z seké px = mvy, mvy ja mv,.
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Simuloitavan massapistesysteemin dynamiikka eli hiukkasten
i (atomien) radat ja nopeudet ratkaistaan liikeyhtal6ista nu-
meerisen integroinnin avulla. Yksinkertaisin tapa on edeta
ajassa lyhyin askelin, jolloin liikeyhtaléiden aikaderivaatat voi-
daan kirjoittaa ns. erotusosamaarina (finite difference)

v = HEAY O [ Ari) (2.3.1)
ia At At
a(t) = M (: AVI) , (2.3.2)
At At
Liikeyhtaloén (2.2.1) mukaan
1 l'rl1 *

Naista yhtaldista ovat vektorit ri(t) ja vi(t) ratkaistavissa kaikille
hiukkasille i ja jokaisella aika-askeleella t=t,+ k At, kunhan
voimat Fi(r;) ovat laskettavissa hiukkasten vélisista ja ulkoisis-
ta vuorovaikutuksista. Laskujen suorittamista varten on yleen-
sé tarkoituksenmukaista jakaa vektorit komponentteihinsa.

Esim. Ratkaise yo. yhtélésta ri(t+At) ja vertaa sitd Taylorin
sarjakehitelmaéan
r(tHAD = 1t + Vi) At+ L ay() AC + L byt AC + AL)  (2.3.4)
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Edella esitetty menetelma on 1. kertalukua. Sitd sanotaan
myds Eulerin menetelméksi. Korkeamman kertaluvun mene-
telmiss4, joissa otetaan mukaan korkeamman asteen termeja
(Taylorin sarjassa tai vast.)

ns.katkaisuvirhe (truncation

error) on vastaavasti pienem-

pi. Katkaisuvirhettd voidaan

pienetaa ja tarkkuutta kasvat-

taa myOs pienetamalla aika-

askelta, jolloin tosin myds ai-

ka-askelten lukumé&ara ja las-

kennan tarve kasvavat vas-

taavasti. Lisaksi aika-askelta

lyhennettdessa myds digitaa-

lisen laskennan pydristysvirhe

(round-off error) kasvaa.

Tarkastellaan seuraavassa viela eraita korkeamman kertalu-
vun menetelmia.

Ennustus—korjaus- (predictor—corrector) menetelmia on

monenlaisia, mutta yhteisté niille on kolme vaihetta: i) seuraa-
van askeleen ennustus nykyisen aika-askeleen dynaamisten
suureiden avulla, ii) voimien ja kiihtyvyyksien laskeminen, ja
lopuksi iii) korjaukset ennustuksiin.

Esim. Gearin ennustus—korjausmenetelméan askeleet ovat
seuraavat:

i) rP(t+At) = ri(t) + vi(t) At + 1/2 a;(t) A2 + 1/6 by(t) A
ViP(t+At) = vi(t) + a;(t) At + 172 bi(t) At? (2.3.5)
aP(t+At) = ai(t) + bi(t) At e
bP(t+At) = bi(t)

i) aj(t+At) = Fi(rP(t+At)) / my

Aa; = aj(t+At) — aP(t+At) (2.3.6)
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i) ri(t+At) = rP(t+At) + ¢ Aa;

Vi(t+At) = Vip(t+At) +c; Aa; (237)
b;(t+At) = biP(t+At) + c3 Aa;
Iteroimalla vaiheita ii — iii voitaisiin tarkkuutta edelleen paran-

taa, joskaan se ei yleensa ole kannattavaa. Vaihe ii nimittain
kuluttaa tyypillisesti 90 — 95 % laskentakapasiteetista.

Verletin algoritmi saadaan Taylorin sarjakehitelmista

ri(t+At) = ri(t) + vi(t) At + 172 aj(t) A2 + 1/6 bi(t) A3 + ...
ri(t=At) = ri(t) — vi(t) At + 172 a;(t) A2 — 1/6 bi(t) A3 + ...

laskemalla ne yhteen ja ratkaisemalla siita
ri(t+A) = 2 ri(t) — ri(t-At) + ai(t) AR + ¢(At), (2.3.8)
joka on siis 3. kertalukua. Mahdollisesti tarvittavat nopeudet
on sitten laskettava esim. yhtalésta
r;(t+At) — ry(t=At)
2 At
joka on vain 1. kertalukua.

vi() = + OAP) , (2.3.9)

Verletin algoritmi on oikealla tavalla ajank&dantésymmetrinen,
mik& voi olla etu joidenkin transientti-tyyppisten ilmididen si-
muloimisessa ja analyysissé. Verletin algoritmin heikkoutena
on se, ettd kahden suuren termin erotukseen 2 r;(t) — rj(t—At)
lisdtdan pieni termi a;(t) A2, mika lisdd merkittavasti pyoristys-
virhetta.

Analyyttisesti ekvivalentti edellisen Verlet-algoritmin kanssa
on ns. "leap-frog"-algoritmi

Vi(t+A/2) = vi(t-At/2) + ai(t) At
ri(t+At) = ri(t) + vi(t+At/2) At,

jossa mm. suurten lukujen erotuksia ei lasketa.

(2.3.10)
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Yleisiltd ominaisuuksiltaan (mm. tarkkuus, laskennan tarve,
talletettavien valitulosten maaré) parhaimpia liikeyhtaléiden
numeerisia ratkaisumenetelmia on ns. nopeus—Verlet-algorit-
mi (velocity—Verlet)

ri(t+At) = ri(t) + vi(t) At + 172 a;(t) At2 (231 1)
vi(t+At) = vi(t) + 1/2 [ai(t) + a;(t+At)] At,

joka on my6s muunnos Verlet-algoritmista ja analyyttisesti ek-
vivalentti sen kanssa. Nopeus—Verlet-algoritmia kaytettadessa
on uudet kiihtyvyydet a;(t+At) ratkaistava liikeyhtal6ista seu-
raavan aika-askeleen paikoissa r;(t+At) ennen nopeuksien
vi(t+At) laskemista.

Algoritmien testaus Ratkaisualgoritmeja valittaessa ja simu-
lointeja tehtdessa on syytéa suorittaa testeja seka algoritmien
tarkkuudelle ettd simuloinnin onnistumiselle. Kokonaisener-
gian sailyminen simuloinnin aikana on sopiva testi ratkaisual-
goritmin hyvyydelle. Taman tutkimiseksi voidaan laskea esim.
kokonaisenergian ns. neli6llinen keskiarvo (root-mean—
square, RMS)

N
AERrms = \/ % 3 (E0)—E(k At), (2.3.12)
k=1
joka on itse asiassa hetkel-
listen arvojen jakautuman
hajonta. Tama suure pal-
jastaa myos herkasti koko-
naisenergian mahdollisen

ajautuman (drift), jonka
esiintyminen onkin hyvin
vakava epéatarkkuus.

Kokonaisliikemaara ja jos-
kus myo0s likemaaramo-
mentti ovat myds tarkeita
suureita, joiden sailyminen
on syyta varmistaa.
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Hiukkasten simuloitujen ratojen vertaaminen esim. analyytti-
sesti ratkaistavissa oleviin ratoihin antaa tietysti selvan kuvan
algoritmin numeerisesta tarkkuudesta. Tasapainotiloja simu-
loitaessa se ei kuitenkaan ole yleensa oleellista, vaan oleellis-
ta on se, kuinka hyvin systeemin simuloitujen tilojen jakautu-
ma vastaa todellista jakautumaa. Tama vastaavuus takaa
sen, etta lasketut aikakeskiarvot vastaavat riittdvan hyvin ja-
kautuman otoskeskiarvoja. Hiukkasten ratojen on syyta olla
kuitenkin riittdvan tarkkoja korrelaatioaikojen mittakaavassa,
jotta niihin liittyvat fysikaaliset suureet saadaan lasketuksi luo-
tettavasti. Mm. diffuusion tarkastelu voi olla herkka téllaisille
seikoille.

Simuloinnin aloitus Tasapainotilan simulointia aloitettaessa
on pyrittavéa lahtemaan liikkeelle sellaisesta faasiavaruuden
pisteestd, joka edustaa hyvin systeemin tasapainotilaa, eli
yleensé jakautuman maksimin l&hettyviltd. Sen liséksi on syy-
ta ajaa simulointia jonkin tasapainottumisajan verran ennen
varsinaista trajektorin tallennusta aikakeskiarvojen laskemi-
seksi.

Kiteisen aineen simulointi voi-
daan aloittaa tunnetusta kide-
rakenteesta. My0Os nesteiden
ja kaasujen tasapainotilojen si-
mulointi voidaan aloittaa esim.
fcc-"tiivispakkaus'"rakenteesta,
jonka tiheys (hilavakio) vali-
taan siten, ettd aineen tiheys
on haluttu. Nopeudet voidaan
naissa kaikissa tapauksissa
"arpoa" Maxwellin nopeusja-
kautumasta halutulle lamp0oti-

lalle T, dN Imv2
Vx o m _2 X
av. = / kg T exp T (2.3.13)

Maxwellin nopeusjakautuma on sopivalla vakiolla normitettu
normaalijakautuma.
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Nesteiden ja kaasujen tapauksessa alkuperaisen fcc-kidera-
kenteen taytyy tietysti havita tasapainotusjakson aikana. Té-
ma voidaan varmistaa tarkkailemalla joitakin hiukkasten jarjes-
tysparametrejé tai jakautuman Fourier-muunnosta tasa-
painotusjakson lopussa.

Amorfisen aineen simuloinnin alkukonfiguraation luominen voi
olla ongelmallinen. Syyné onkin tall6in se, ettd kyseessa ei
ole tasapainotila.

Esim. ODHO (one dimensional harmonic oscillator).
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3. KAYTANNON SIMULOINTIA

1. Peri t reunaehdot, minimikuvasdanto |

Kaytannon simuloinnissa on rajoituttava usein suhteellisen
pieneen joukkoon hiukkasia, joiden kuitenkin halutaan edusta-
van koko tarkasteltavaa systeemia mahdollisimman hyvin.
Pienen tai darellisen kokoisen hiukkasjoukon simuloinnista ai-
heutuvat "virheet" (verrattuna 1023 kokoiseen), ns. finite-size-
effects, on pyrittava tietysti eliminoimaan mahdollisimman hy-
vin. Tama voidaan tehdéa esim. periodisilla reunaehdoilla (pe-
riodic boundary conditions, PBC).

PBC toteutetaan valitsemalla
suorakaiteen muotoinen yk-
sikkokoppi ja jakamalla koko
avaruus tallaisiksi identtisiksi
kopeiksi. Simulointi suorite-
taan vain yhden kopin hiuk-
kasille ja ajatellaan kaikkien
muiden koppien hiukkasten
(em. kopin hiukkasten ku-
vien) kayttaytyvan niiden ta-
voin. Lisé&ksi, jos hiukkanen
poistuu kopista sen sivutah-
kon l&api, muuttuu se omaksi
kuvakseen ja sen vastakkai-
sen sivutahkon l&pi tuleva
kuva muuttuu simuloitavaksi
hiukkaseksi.

Periodiset reunaehdot tuovat kuitenkin tarkasteltavaan systee-
miin sovellettavan periodin mittaisen jaksollisuuden ja siten
pitkan kantaman jarjestyksen, jonka vaikutukset on pyrittava
eliminoimaan. Erityisesti faasitransitioiden tapauksessa taméa
voi olla ongelmallista.
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Hiukkasten valisten vuorovai-
kutusten kantaman on oltava
lyhyempi kuin simuloitavan
yksikkdkopin lyhin sarma.
Tall6in miké tahansa hiukka-
nen kokee kaikkien muiden
hiukkasten aiheuttaman
voiman vain kerran ja vain
yhdestéa suunnasta. Kunkin
voiman aiheuttaa toinen
hiukkanen tai sen kuva,
riippuen siitd kumpi on
lahempéna. Tata sanotaan
minimikuvaperiaatteeksi (mi-
nimum image convention).

Kun hiukkastiheys on suuri ja vuorovaikuttavia hiukkaspareja
on paljon (12 N(N-1)), mutta vuorovaikutuksen kantama on
pieni yksikkdkopin kokoon nahden, ei minimikuvaperiaatetta
kannata soveltaa sellaisenaan. Tall6in kannattaa méaéaritella
kunkin hiukkasen ne lahinaapurit, jotka ovat korkeintaan vuo-
rovaikutusten kantaman r. etaisyydella. N&in voidaan muo-
dostaa kullekin hiukkaselle /dhinaapurilistat (neighbour list) r.-
séateisen pallon sisélle jaavistd muista hiukkasista. Tarkaste-
lemalla vuorovaikutuksia vain I&hinaapurilistoissa oleville hiuk-
kaspareille voi merkityksellisten vuorovaikutusten lukumaaréa
jdéda huomattavasti pienemmaksi kuin 12 N(N-1). L&hinaa-
purilistoja taytyy paivittda sdanndllisesti simuloinnin kuluessa.

Kun lahinaapurilistoja muodostetta-
essa pallon sateeksi otetaan re+ 1 ,
eli ymparo6idaan r.-séteinen pallo vie-
1 r; -paksuisella pallokuorella, vahe-
nee paivityksen tarve merkittavasti.
Paivitysjakson pituus maaraytyy siita
kuinka lyhyessé ajassa nopeimmat
hiukkaset l&apaisevét kyseisen pallo-
kuoren.
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3.2. Potentiaalien ja voimien laskeminen Esim. Morse-potentiaalin
Molekyylidynamiikan simuloinnissa voimien ja kiihtyvyyksien up(r) = D[ 1 — eato) 2

laskemista suoraan potentiaaleista I&htien simuloinnin aikana
tulee valttaa, koska se on hidasta. (Monte Carlo -menetelmis-
sdhan, esim. Metropolis-algoritmi, vain potentiaalien laskemi-
nen onkin riittdvaa) Lisaksi derivointi

oV : oV, adV -~

F(xyz) = -VV(xyz) = - —i-—j-—k (3.2.1)
0x ay Jz

aiheuttama voima.

kannattaa tehda analyyttisesti, jolloin tédhan liittyva numeerisen
laskennan virhe véltetaan.

Parivuorovaikutusten (paripotentiaalien) tapauksessa on myds
aina syyta kayttaa mekaniikan 1l paasaantoa

Fij(r) = — ji(r) (322)

eli voiman ja vastavoiman lakia,
joka l&hes puolittaa laskenta-
ajan. Paripotentiaalien muodos- (3.2.4)
tamaa potentiaalienergiaa

laskettaessa on syyta huolehtia , . .

siitd, etta jokaisenyziukkasparin Esim. Coulombin potentiaalin

vuorovaikutus lasketaan mukaan uc(r) = % .

vain kerran (no double counting). aiheuttama voirﬁgs

Esim. M&aaraa Lennard—Jones-potentiaalin

wa) =4 | ()],
aiheuttama voima.

(3.2.5)
(3.2.3)
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Mikali paripotentiaalit ja voimat ovat monimutkaisia etaisyyden
funktioita, voidaan simuloinnin nopeuttamiseksi laskea etuka-
teen ns. "look-up"-taulukot tietyilla etdisyyden arvoilla. Naista
taulukoista interpoloimalla saadaan sitten nopeasti potentiaalit
ja voimat mille tahansa etaisyydelle. Taulukot on parasta teh-
da etéisyyden nelién r2 = x2 +y2 + 72 funktiona, jolloin s&ésty-
tdan hitaalta nelidjuuren laskemiselta. Interpoloinnin aste vali-
taan tapauksen mukaan. Voidaan kayttaa esim. kolmannen
asteen spline-interpolointia.

Toinen tapa taltioida potentiaali- ja voimafunktioita on niiden
approksimointi paloittain korkean asteen polynomeilla ennalta
valittujen solmupisteiden valilla. Tall6in talletetaan polyno-
mien termien kertoimet, joiden avulla funktioiden laskeminen
on jalleen nopeaa mille tahansa etaisyydelle.

On tarkeda huolehtia paitsi tietysti funktioiden niin myés niiden
derivaattojen jatkuvuudesta.

3.3. Pitkdn kantaman voimat

Voimia sanotaan pitk&n kantaman voimiksi, jos vuorovaikutus-
potentiaali vaimenee kuin r-d tai hitaammin, missa d on
systeemin ulottuvuuksien lukumaara. Siten 3-ulotteisessa
systeemissa, jossa d = 3, erityisesti varausten valiset vuoro-
vaikutukset, joille u o r-!, mutta viela my6s dipoli—dipoli-vuoro-
vaikutukset, joille u o r-3, ovat pitkdn kantaman vuorovaikutuk-
sia. Pitk&dn kantaman voimat ovat ongelmallisia sen vuoksi,
ettad kdytdnnossa ei ole mahdollista kayttda simuloinneissa
niin suuria yksikkdkoppeja, kuin oikea minimikuvaperiaatteen
soveltaminen edellyttaisi.

Voimien ja potentiaalien suoraviivainen katkaiseminen jollakin
katkaisuetéisyydelld r. (cut—off) aiheuttaa aina ei-toivottuja
rakenteellisia ilmi6ita. Jos katkaisemista kuitenkin joudutaan
kayttdmaan, on kaytettdva myods ainakin sopivaa "off-set"-
vakiota siten, etta funktiot sailyvéat jatkuvina.
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Talléinkin on pyrittava huoleh-
timaan siité, ettd voimat saily-
vat konservatiivisina.

Esim. Maaraa katkaistun
Coulombin voiman potentiaali.

Periodisessa systeemissa (PBC) varattujen hiukkasten (N/
koppi) sédhkdstaattinen vuorovaikutusenergia voidaan kirjoittaa
muotoon

V =

D =

Syl % 9 (3.3.1)
i dmeg |y + fa+mb+ncel’

I, mn=0 i=1

missé a, b ja c ovat hilavektoreita, ja pilkku ensimmaisessa
summassa tarkoittaa sitd, ettd | =m=n=0 eitule kysymyk-
seen silloin, kun i=j=1. Tama ns. Madelungin summa sup-
penee ehdollisesti riippuen termien summausjarjestyksesta.

Erés tavallinen tapa laskea potentiaalienergia (3.3.1) on kéayt-
tdd ns. Ewaldin summaa. Talloin pistevaraukset ymparoidaan
pallosymmetrisilla Gaussin jakautuman mukaisilla
vastakkaisilla lisdvarauksilla, jolloin Coulombin potentiaalit
varjostuvat hyvin lyhytkantamaisiksi. Nyt voidaan kayttaa
tavallista minimikuvasaanté4 ja lopuksi korjata tulosta véhen-
tamalla lisdvarausten osuus, joka on laskettavissa Fourier-
muunnosten avulla koko jaksolliselle systeemille.
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4. TULOSTEN ANALYSOINTI I:
STAATTISIA OMINAISUUKSIA

Tarkastellaan nyt sitd, kuinka simuloinnin tuloksena faasiava-
ruuteen muodostuneen "trajektorin” {rN(k At), pN(k At); k=1M}
avulla voidaan laskea fysikaalisten suureiden arvoja tarkastel-
tavassa systeemissa. Fysikaalisen suureen A odotusarvo voi-
daan arvioida yleisella lausekkeella

(A) = M =™ A(rN(k A, pN(k Ab), (4.1)
jos systeemi on ergodinen, yht. (A-5.2.3)

ja simulointi on riittdvan pitkd. Yhtald (4.1) on yksinkertainen
diskretisointi yhtalélle (A-5.2.2)

KF% f AN, pN()) dr . (4.3)

Se onko simulointi riittdvan pitka ratkaistaan tuloksia tarkaste-
lemalla ja virheenarvioinnilla.

Kun systeemissa on tarkasteltavana N identtisen hiukkasen
muodostama joukko ja suure A voidaan liittda erikseen kuhun-
kin hiukkaseen i, voidaan keskiarvo laskea viela hiukkastenkin
yli. Talléin
(A = INZiN (A) (4.4)
= UMN) ZioiN Ziat™ Ai(rN(k AL, pN(k AD),

missé& summausjarjestys voidaan tietysti vaihtaa. Huomaa, et-
ta jos potentiaalit ovat nopeudesta riippumattomia, niin

Ai(rN(k A, pN(k AD) — Ai(rN(k Af), pi(k AD).
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Tassé luvussa tarkastellaan systeemin makroskooppisia ter-
modynaamisia suureita ja mikroskooppista rakennetta. Ensin
mainittu voidaan jakaa kolmeen ryhmééan 1) yksinkertaiset
termodynaamiset suureet, 2) termodynaamiset vastefunktiot
ja 3) entropia ja vapaa energia. Mikroskooppista "staattista"
rakennetta kuvataan jakautumafunktioilla.

Monet téssa luvussa esitetyista 1ahestymistavoista soveltuvat
myds Monte Carlo datan analysointeihin.

4 1. Tavallisimmat statistiset ensemblet
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4.2. Yksinkertai rm naami minai

Tassé tarkastellaan ominaisuuksia, jotka saadaan tyypillisesti
suoraan Hamiltonin funktion tai sen osien odotusarvoista. Ki-
neettisen kaasuteorian mukaan hiukkassysteemin kineettiselle
energialle Ex on voimassa

4.2.1
(Ex) = 32 NkgT. ( )
Koska
4.2.2)
Ex = 2N prpi/ 2m; = 3oV 172 myvi2,
saadaan keskimédréaisen lampdtilan lausekkeeksi 423
T:<miV12>N/3kB. ( o )
"Hetkellinen ldmpdtila” taas on
(4.2.4)

T(t) = YiciN myvi(t) / 3ksN.

Tarkastellaan seuraavaksi paineen P laskemista systeemille,
jossa on N hiukkasta. Systeemin hitausmomentti on
[ = YNmjryr, (4.2.5)
josta saadaan
LT %mi‘z+§mi‘-r
2dt2 - ot 11 11 1

i=1
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Jotta paineen maarittely olisi mielek&sta, asetetaan hiukkas-
joukko sitad koossa pitdvaan astiaan. Talléin hitausmomentti
on vakio keskimaarin ja aikakeskiarvolle saadaan

N N
0= <Z m; r12> + <Z Fi' ri> s (426)
i=1 i=1
koska m;r; =F;. Edelleen yhtélon (4.2.2) mukaan
N N
0= (2EJ+ <2 Fpxe 1’i> + <2 F;; l'ij> , (4.2.7)
i=1 i<j

kun hiukkaseen i vaikuttava voima on jaettu ulkoiseen ja tois-
ten hiukkasten aiheuttamaan osaan

F; =Fe + 3, Fy. (4.2.8)
Kineettisen kaasuteorian mukaan
< SN Fext. ri> = —_3PV (429)
ja
(Ex) = 32 NkgT, (4.2.1)

joten yhtalosta (4.1.7) seuraa
0 = 3NksT-3PV + (i Fy 1;j)
ja edelleen
PV = NKkgT + 13 ( Ziqj Fyj 1), (4.2.10)
josta paine P voidaan laskea.

Saatu tulos on itse asiassa ideaalikaasun tilanyhtélé, jossa on
korjauksena hiukkasten valisista voimista F; aiheutuva lisa-
termi, ns. sisdinen viriaali. Saatu tulos ei koske ainoastaan
suljettuun tilavuuteen V rajoitettua hiukkasjoukkoa, vaan
patee myds periodisten reunaehtojen tapauksessa, kun yksik-
kokopin tilavuudessa V on N hiukkasta.

Mikali tarkasteltava systeemi ei ole isotrooppinen, voi siina
esiintyd myos leikkausjannityksia, joita voidaan kuvata ns.
painetensorilla.

LF, kI 2011 B26

Systeemin sisdinen energia on yksinkertaisesti vain Hamilto-
nin funktion odotusarvo
U = (E) = (E)+(E,). (4.2.11)

4.3. Term naamiset vastefunktiot

Vastefunktiot kuvaavat sitéd millaisen vasteen termodynaami-
set suureet antavat toisten parametrien, tavallisesti paineen P
tai lampétilan T, muutoksiin.

Tarkastellaan esimerkkina vakiotilavuuden ldmpdkapasiteettia

9B (4.3.1)

aT ly
Periaatteessa ja aivan yleisesti tallaisen suureen maarittami-
nen voidaan tehda useamman eri lampétilassa, mutta samas-
sa tilavuudessa, tehdyn simulaation avulla. Naista simuloin-
neista saadaan lampétilariippuvuus E = E(T) seké edelleen
my0ds maaritettdvana oleva vakiotilavuuden lampdkapasiteetti.
Tama on suhteellisen tarkka mutta ty6las menetelma.

CV=

Mikali kaytdésséa on simulointialgoritmi (tai ensemble), joka sallii
kokonaisenergian vaihtelun eli fluktuaation, saadaan em. va-
kiotilavuuden lampdkapasiteetti lausekkeesta

Cv = ((E—(E)?)/ksT?, (4.3.2)

missa voidaan (hieman numeerisesta tarkkuudesta karsien)
kirjoittaa ((E-(E)?) = (E2)—(E)x

Mikali simulointialgoritmi séilyttda kokonaisenergian, voidaan
vakiotilavuuden lampoOkapasiteetti laskea lausekkeesta

Cy = Nkg {N—NkBT (%— 1) (E;‘)J_l. (4.3.3)
Tama lauseke on yleisempi kuin edellinen lauseke (4.2.2).
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Muita tdman tapaisia suureita ovat vakiopaineen ldmpdkapasi-
teetti Cp, vakioldmpdtilan ja adiabaattinen kompressibiliteetti
Kt ja Ks ja vakiopaineen ldmpdlaajenemiskerroin 3, ks. tarkem-
min Haile tai Allen ja Tildesley. Lisaksi edellisia yhdistelemal-
I& voidaan saada useita muita termodynaamisia suureita.

4.4. Entropia ja vapaa energia

Termodynaamisista suureista "entrooppisten” suureiden maa-
rittdminen on vaikeinta, koska niita ei voida laskea odotusar-
voina (aikakeskiarvoina) faasiavaruuden trajektoreista kuten
edelld on tehty. Nama suureet sen sijaan liittyvat faasiavaruu-
den tilavuuteen, vrt. statistisen fysiikan mikrotilojen lukumaara.

Eristetyssa eli ns. mikrokanonisessa systeemissé (microcano-
nical ensemble), jossa hiukkasluku, tilavuus ja kokonaisener-
gia (N, V, E) ovat rippumattomia suureita (ja pysyvat vakioina)
entropia on

S = kg InQ, (4.4.1)

missé Q = Q(E) on faasiavaruuden tilavuus tietylla kokonais-
energialla E. Ns. kanonisessa systeemissé (canonical ensem-
ble) eli NVT-systeemissé on Helmholtzin vapaa energia

A = —kgT InQ (4.4.2)
ja NPT-systeemissa Gibbsin vapaa energia
G = —kgT InA, (4.4.3)

missa Q ja A ovat vastaavat faasiavaruuksien tilavuudet eh-
doilla N, V ja T seka N, P ja T ovat vakioita, samassa jarjestyk-
sessa.

Naista erédéanlaisista "termody-
naamisista potentiaaleista” -S, A
ja G riittdd yhden maarittdminen,
silld muut saadaan klassisen ter-
modynamiikan relaatioista.
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Eristetyn systeemin entropialle on voimassa
- dE  Pgyy_Y" (4.4.4)
ds Tt dv T dN,

missa u = dG/dN on kemiallinen potentiaali. Tama antaa mah-
dollisuuden entropian (muutoksen) maaraamiseen kiertoteitse:

a) muutetaan systeemin energiaa E, kun V ja N ovat vakioita
b) muutetaan systeemin tilavuutta V, kun E ja N ovat vakioita
c) muutetaan systeemin hiukkaslukua N, kun E ja V ovat vak.

Siten paastaan maarddmaan kunkin kolmen termin kontribuu-
tiot erikseen entropian muutokseen dS yhtéaléssa (4.3.4).

a-kohta voidaan toteuttaa esim. suorittamalla NVE-simulointi
vahan toisistaan poikkeavilla kokonaisenergioilla E ja maaraa-
malla kukin lampétila T = T(E), jolloin

E;
ds — AS = f €. (4.4.4)

b-kohta voidaan toteuttaa samoin.

c-kohdassa taytyy maarata se tyo, joka tarvitaan hiukkasen li-
sdamiseksi systeemiin, kun E ja V pidetdan vakioina. Taté sa-
notaan testihiukkasmenetelméaksi kemiallisen potentiaalin u
maaraamiseksi.

4.5 Staattisia rakenneparametreja

Yksinkertaisin keskimaéaraista rakennetta kuvaava funktio on

hiukkastiheys
g dN(r) (4.5.1)
dv -

Se voidaan maarittda 3-ulotteisen "histogrammin" aikakeskiar-
vona yli koko simuloinnin

AV(r)

p(r) =
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kun koko tarkasteltava tilavuus
on jaettu AV:n suuruisiin tila-
vuuselementteihin.

Hiukkastiheydesta esitetdéan ta-
vallisesti 2- tai 1-ulotteisia projek-
tioita tai leikkauspintoja histo-
grammien tai tasa-arvokayrien
muodossa, tai myos 3-ulotteisia
tasatiheyspintoja. Hiukkastiheyt-
ta kutsutaan myds yksi-hiukkas-
jakautumaksi (singe-particle
distribution function, SDF).

Parikorrelaatiofunktio (pair corre-

lation function, pair distribution

function, PDF) g(r) kuvaa hiuk-

kasten paikallista I&hijarjestysta

tai hiukkasten keskinaista jakau-

tumaa. PDF antaa todennakdi-

syyden sille, ettd hiukkasen 1&-

hella tietyssa suunnassa etéisyydella r on toinen hiukkanen.

Parikorrelaatiofunktio voidaan maéaritella yleisesti esim. muo-

dossa v X N-1

gr) = WE] > d(r-ry) , (4.5.3)
1= ji

missa 0 on Diracin delta-funktio. Tavallisesti hiukkasten vali-

set etaisyydet eiva riipu suunnasta, jolloin r voidaan korvata it-

seisarvollaan r. Tehd&an jatkossa nain. Edella maaritelty pa-

rikorrelaatiofunktio on normitettu siten, etta
JPag) dr = N/V - V/N2- N (N-1)
=N-1=N. (4.5.4)

Mikali hiukkasjakautuma on homogeeninen eika pitké&n kanta-
man eli kaukojarjestysta ei esiinny, saa g(r) vakioarvon g,,
suurilla etaisyyden r arvoilla.
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Tama vakio voidaan maarata yhtalosta (4.4.4) seuraavasti.
Hyvin suuren tilavuuden V yli integroituna

pravgav dr = pavgavV = N/V'gavv = N,
josta seuraa, ettd g,, = 1. Siten
g(r) = 1, kun r — o, (4.5.5)

Parikorrelaatiofunktio lasketaan trajektorista histogrammina
kaikista hiukkasten valisista etaisyyksistd N(n Ar) sopivasti
normitettuna

_ [N A (4.5.6)
g(r) = T Amz

missédr=n Arja >, N(n Ar) =N.

Lennard—Jones-
nesteen parikor-
relaatiofunktiossa
ndhdaan selvasti
ensimmaiset /dhi-
naapurikerrokset,
mutta
Lennard—Jones-
kaasun PDF on
rakenteettomam-
pi. Matalan ti-
heyden rajalla
kaasulle onkin voimassa

g(r) — exp{—lli(;ﬁ, kunp — 0. (4.5.6)

Kiteisen aineen PDF taas muodostuu teravista piikeista (delta-
funktioista), joita Iampdliike leventdd. Kullakin kiderakentella
on sille tyypillinen parikorrelaatiofunktionsa, josta se voidaan-
kin tunnistaa.
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Esim. Kuutiollisten FCC- ja SC-rakenteiden parikorrelaatio- Parikorrelaatiofunktio on erityisen katevéa ns. pari-additiivisten
funktiot. suureiden odotusarvojen laskemisessa. Koska PDF sisaltda

informaation hiukkasten keskimaaraisten (yli ajan) etaisyyk-
sien jakautumasta

(A) = 1/V  A(r) g(r) dr. (4.5.7)

Esim. jos vuorovaikutuksissa on vain paripotentiaaleja uj(rij) =
u(rij), niin

(E) = (Ex)+(Ey) (4.5.8)

32 NkgT + 1/V fy u(r) g(r) dr.

Myds paine ja kemiallinen potentiaali voidaan laskea samalla
tavalla.

Kolmen atomin korrelaatiofunktio gs(r;,
rj, Iry) Supistuu isotrooppisessa ta-
pauksessa muotoon gs(0, rjj, 1yj). Tasta
viela yksinkertaistamalla voidaan méaa-
ritella esim. sidoskulmien jakautuma-

g(r)

o funktio g3(0, r,) ehdolla rj<ry ja 1<

or 1 or < L rm- 1ama funktio antaa tietoa mm. sii-

cof 6ot i té onko atomijoukko amorfisessa tilas-

sof sof Ty sa vai loytyykd siitéd merkittavasti esim. kovalenttisille timantti-
sof Pl rakenteen sidoksille tyypillisia sidoskulmia 109.47°.

3ot : H a0 f Molekyylin sidoksen orientoituminen jonkin ulkoisen referens-
or ' 20 L si-suunnan suhteen voidaan méaaritella ns. orientaatiopara-

10 | | I I 10 | I | I metrin

0 10 15 2.0 25 ° 1.0 15 2.0 25 S =1n < 3cos?0 -1 > (4.5.9)

r/c . r/c . .
avulla, missa 6 on tarkasteltavan

suunnan ja referenssisuunnan vali-
nen kulma. Jos 0° <6 <90°, niin 1
>12(3c0s?20—-1)=-12. Huomaa,
ettd12(3c0s20-1)=0,kun 6 =
70.53°, joka on kuution lavistgjan
suunta.
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Esim. Maaraa 2-atomisen molekyylin sidoksen orientaatiopa-
rametri z-akselin suhteen, jos molekyyli voi py6riéa vapaasti.

(4.5.10)

Siten, jos S >0, on tarkasteltava orientaatio keskimaarin sa-
tunnaista enemman referenssi-akselin suuntaan, ja jos S <0,
on se taas keskimaarin satunnaista enemmén referenssi-ak-
selia vastaan kohtisuoraan suuntaan (poikittain).

Erilaisia translaatiojérjestysparametrejé voidaan maaritella
esim. suureeseen

nk) = (cosk - rj) ) (4.5.11)
perustuen. Suure k, jolle
k = 2m/ A, (4.5.12)

on aaltovektori. Nyt jos hiukkasjakautuma on jaksollinen k-
vektorin suunnassa ja periodina on A

cos(k - rj) =cos(2nn) =1,

mutta jos taas jaksollisuutta ei kyseiseen suuntaan esiinny ol-
lenkaan
—-1=<coskk rj) =<1

siten, etté ( cos(k - ;) ) = 0.
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5. TULOSTEN ANALYSOINTI II:
DYNAAMISIA OMINAISUUKSIA

Dynaamisia suureita, joita simuloinnin trajektorista on suoraan
analysoitavissa, ovat erilaiset aikakorrelaatiofunktiot, johtumis-
ja kuljetuskertoimet sek& ns. dynaaminen rakenne.

5.1. Aikakorrelaatiofunktiot

Ajasta riippuvien suureiden A(t) ja B(t) keskindinen aikakor-
relaatiofunktio, ns. ristikorrelaatiofunktio, on

Cas(t) = ( A(to) B(to+t) )
1/T /T A(to) B(to+t) dto.

Huomaa, etta integrointi suoritetaan yli muuttujan t, ja se vas-
taa siten vain keskiarvon laskemista yli jakson T. Tarkastelta-
van systeemin taytyy olla silla tavoin stationéérinen, etta C(t)
ei riipu tarkasteltavasta jaksosta T. Aikaa t sanotaan viiveek-
Si.

(5.1.1)

Mikali funktiot A(t) ja B(t) ovat (toisistaan) riippumattomia, niin
(AB) =(A)(B), (5.1.2)

vrt. yht. (A-1.4.8). Jos esim. R(t) on valkoista kohinaa ja B(t) =
A(t) + R(t), niin

( A(to) B(to+t) ) = ( A(to) A(to+t) ) + ( A(to) R(to+t) )
= (A(to) A(to+t) ) + ( Ato) ) (R(to) )
= (A(to) A(to+) ).
Usein ristikorrelaatiofunktio maaritelladn myds muodossa
oas(t) = ([A(to) — (A)] [B(to+t) - (B)] )
= ( A(to) B(to+t) ) — (A) (B) (5.1.3)

ja statistiikassa sité kutsutaan aikasarjojen A(t) ja B(t) (risti)ko-
varianssiksi.
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Aikakorrelaatiofunktio (tai ristikovarianssi) voidaan "normittaa"
ns. staattisella korrelaatiolla

Car(0) = (A(to) B(to) ), (5.1.4)
jolloin funktio

Cap(t) = Cag(t) / Ca(0) (5.1.5)
saa aluksi (t = 0) arvon 1.

Mikali A(t) = B(t), sanotaan aikakorrelaatiofunktiota autokorre-
laatiofunktioksi

Caa(t) = (A(to) A(to+t) ). (5.1.6)
Staattinen autokorrelaatio on (suureen A varianssi, jos (A)=0)
Caa(0) = (A2),
ja kun t — oo, niin Caa(t) = ( A )2.
Autokorrelaatiofunk-
tion tyypillinen kayt-

taytyminen, jos A(t) ei
ole periodinen.

Statistiikassa taas méaaritellaan tavallisesti autokovarianssi
Ya(t) = ([A(to) — (A)] [A(to+t) — (A)])
= { Alto) AltoH) ) — (A)? (5.1.7)

ja autokorrelaatiofunktio varianssilla normitettuna muodossa
on
koska ya(0) = 0a2.
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N n korrelaatiofunktio hiukkasjoukolle on
Cu(t) = (vi(to) * Vi(to+t) ), (5.1.9)

jonka staattinen raja C,(0) = (v;2) on neliéllinen keskinopeus.

Tarkastellaan seuraavaksi yksidimensioista harmonista oskil-
laattoria (ODHO), jossa seka paikka x(t) ettd nopeus v(t) ovat
jaksollisia ajan funktioita. Tall6in

Cy(t) = (v2) cos wt,

missa w = 2xt f on varahtelyn kulmataajuus. Jaksollisen ilmién
autokorrelaatiofunktio ei vaimene samalla tavalla kuin edella
esitettiin, vaan oskilloi liikkeen jaksollisuuden taajuudella.

Tallaisesta nopeuden autokorrelaatiofunktiosta saadaan
Fourier-muunnoksella liikkeen taajuus. Tatad samaa menetel-
maa voidaan kayttaa yleisestikin etsittdessa jaksollisia ilmidita
hiukkasjoukon dynamiikasta.

5.2. Diffuusio

Tarkastellaan seuraavaksi (yksiulotteisessa) hiukkasjoukossa
tapahtuvaa diffuusiota, joka noudattaa Fickin lakia
dx _ _p P 2.1
P g ol (5.2.1)
missé p(x,t) on nyt 1-ulotteinen ajasta riippuva hiukkastiheys,
vrt. (4.4.1) ja (4.4.2), sekd D on diffusiovakio.
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Kun (5.2.1) sijoitetaan kontinuiteettiyhtéléén

ap _  dpX) (5.2.2)

9

ot ox

saadaan diffuusioyhtalé

»_pIP (5.2.3)
ot 0x2
jos D ei riipu paikasta eli 0D/dx = 0. Diffuusioyhtalén erés rat-
kaisu on
_ P ( - X2 ) (5.2.4)
b)) = ex , 2.
p(x.t) > vt TP \aDe

joka on normaalijakautuman muotoinen. Siten paikan neli6lli-
nen keskipoikkeama eli varianssi on joka hetkella

(x(t)-x(0) )3 = pi f p(x,t) x2 dx
0
eli jakautuman toinen momentti, joka voidaan laskea. Tall6in
saadaan
((x(H)-x(0)2) = 2Dt, (5.2.5)
josta diffuusiovakio voidaan ratkaista.

3-ulotteinen tarkastelu antaa yhtalon oikealle puolelle kertoi-
men 3, jolloin
D = W’ (5.2.6)
t
kunhan t on riittadvan suuri.

Voidaan osoittaa myds, etta
D = 113 = (vi(t) - vi(0)) dt, (5.2.7)
ks. esim. Haile tai Allen ja Tildesley.

LF, kI 2011 B38

istisen virheen arviointi

Statistisen virheen suuruus on syyté antaa keskiarvon keski-
virheend, SEM, kuten kappaleessa A-1.7 esitettiin. Talldin
sen tulkinta on yksiselitteinen. Kappaleen A-1.7 esitys kuiten-
kin vaatii, ettei tarkasteltavassa otoksessa esiinny riippuvuuk-
sia (korrelaatioita). Aikasarjoissa kuten simulointien tuloksena
syntyvissa trajektoreissa tallaista korrelaatiota kuitenkin luon-
nollisesti esiintyy eika yhtaléa (A-1.7.4) voida talldin kayttaa.

Aikasarjoista lasketuille odotusarvoille (A), yht. (4.1) ja (4.2),
voidaan kuitenkin ilmoittaa statistisen virheen rajoiksi myos
otoskeskiarvon hajonta \/[Var((A>)], jota voidaan kutsua edel-
leen keskiarvon keskivirheeksi, SEM. Se saadaan nyt kaa-
vasta

M-1
SEM = ;AA/ 3 (M-I yak A (5.3.1)

k=—(M-1)
missa ya(t) on suureen A (statistinen) autokorrelaatiofunktio.

Rajalla ya(t) =0, kun t # 0 (eli kun A(t) ei ole korreloitunut), yk-
sinkertaistuu yhtéalé (5.3.1) muotoon

_ 1 _ vVar(a) 5.3.2
SEM = MvMyA(O) = ( )

miké& on juuri yhtalén (A-1.7.4) maéritelma keskiarvon keskivir-
heelle.

Toinen ja suoraviivaisempi keino keskiarvon keskivirheen ar-
vioimiseksi on jakaa aikasarja sellaisiin osiin, joista lasketut
odotusarvot eivat ole riippuvia. Talléin voidaan laskea kunkin
jako-osan keskiarvot ja niistd suoraan myos keskiarvojen ha-
jonta SEM. Aikasarjan jakaminen osiin on tehtédva huolella,
jotta riippumattomuus ehto tayttyy.



