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6. Vapaaelektronikaasu

Vapaaelektronikaasu on yksinkertaisin malli metallien
elektronirakenteelle (engl. electronic structure). Se selitta4
kuitenkin jo monia metallien ominaisuuksia.

Kaaviokuva:

v

Vapaaelektronimalli:

v

6.1. Vapaaelektronikaasun
perusominaisuudet

Elektronirakenteen kuvaamisen tulee aina perustua kvantti-
mekaniikkaan. Vapaaelektronikaasun elektronien
Schrédingerin aaltoyhtéld on

(-12/2m V2 + Uy = ik dy/dt, (6.1)

missad U on vakiopotentiaali.
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Edellisen yksielektroniyhtalon ratkaisut ovat muotoa

Y = A eikr-o) + B g-itkr+w) (6.2)
olevia seisovia aaltoja tai etenevié aaltoja
A eikr-ob, (6.3)
Todetaan tama:
(6.4)
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Aaltovektorin itseisarvo on
Ikl = 2mE / h2)!2 (6.5)
ja aaltovektori on itse tavallaan elektronin kvanttiluku.
Huomaa, ettd vapaan elektronin energia
E = vakio x k2.

Elektronin aaltofunktio voidaan normit-
taa tilavuuteen V,

Jp*pdV = A2V = 1,

josta seuraa, ettd A=V-12 ja
Pi(r) = V-12 gikr, (6.6)
Jokaisen elektronin todennakdisyystiheys on siten
pk(r) = V-1 = vakio.

Jos metallikide on suorasarmio (sivut L;), on k&anteisavaruu-

den (ortorombisen) alkeiskopin sarmien pituudet 2x/Li. Koska
jokaiseen koppiin kuuluu yksi tilapiste, on kdénteisavaruuden

tilapisteistdn tasainen pistetiheys

n = 1/Vy = 1/ (2L, 2/L, 27/L,)
= LL,L,/ 8 = V/8. (6.7)

A A

VA
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6.1.1. Fermi-aaltovektori A

Tarkastellaan N elektronin joukon
miehittdmien tilapisteiden muodosta-
maa palloa, jonka sadetta merkitdan kg

ja sanotaan Fermi-aaltoluvuksitai
Fermi-aaltovektoriksi. TallGin
N/2 = 43 nkg? - V/ 83, /
josta
ke = B2 N/V)13 = (3n2 n)!3, (6.8)

missa elektronitiheys n=N/V.

Fermi-aaltovektoria vastaava suurin energia ns. Fermi-energia
on yht. (6.4) tai (6.5) mukaan

EF = thF2 / 2m. (69)

6.1.2. Vapaaelektronikaista (eli -vyo)
Kéaéanteisavaruudessa k-sateisen pallon sisalla

N =2-437k3V/8w = V/3n2-k3 = V/3x2(2mE / #2)32,
josta saadaan ns. tilatiheys (engl. density-of-states, DOS)

N(E) = dN/dE =

= V/m3 - 2m*E)2.  (6.12)
Atomaarista tilavuutta Q kohti

N(E) = Q/m23 - 2m3E)12

= vakio x E2,  (6.13)
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6.1.3. Elektronikaasun plasmavarahtelyt

Tarkastellaan elektronikaasussa
kiekon muotoista tilavuutta, joka
poikkeutetaan tasapainostaan
akselin suuntaan A:n verran. Jo-
kaiseen poikkeutettuun elektro-
niin kohdistuva tasapainoa kohti
palauttava voima on harmoninen

F(A) = —eE = —ene/gy A,

joten m-massaisten elektronien
likeyhtéldksi tulee

m d2A/dt2 = —ne?/egg A
ja vastaavan harmonisen véarahtelyn kulmataajuus w, saadaan
relaatiosta
®,2 = ne2/ gom. (6.14)
Tama on elektronikaasun plasmavéréghtelyjen kulmataajuus.

Plasmavérahtelyjen kvantti on nimeltdéan plasmoni (engl. plas-
mon).

6.2. Fermi-parametrien numeerisia arvoja
Elektronitineys on tapana ilmoittaa parametrilla r,, joka
maaritellaan yhtalgilla

43 mre’n = 1 (6.15)
ja
Iy = 1o/ ap, (6.16)

miss& a, on vetyatomin Bohrin radan sade (=052 A=1B =
yksi Bohr).
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Ns. Fermi-lampdtila Tr méaaritelldan relaatiolla
ks T = Ep. (6.17)
Fermi-lampdotila vaihtelee tyypillisesti rajoissa 104 — 105 K.
Vapaaelektronikaasun elektronien keskimaarainen energia on
(E) = [B*N(E)EdE / [jF*N(E)dE = ... = 3/5Ep. (6.18)
Jos tilatiheys on annettu atomaariselle tilavuudelle Q, niin
bFF N(E) dE = ny,

misséd ny =1, 2, 3, ... =valenssielektronien lukumaara atomia
kohti. Tasta seuraa, etta
N(E) = 32no/Eg? - El2 (6.19)
ja
N(EF) = 32 ng/ Eg. (620)

6.3. Vertailua kokeellisiin havaintoihin

Elektronit ovat fermioneja ja
siksi elektronien kvanttitilat
on miehitetty Fermi—Dirac-
Jjakautuman

f(E) = e(E_E,)}kBTH ,(6.21)
mukaisesti, missé E' on ns.
kemiallinen potentiaali
(engl. chemical potential).
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Jos tilatiheys ei ole vakio Fermi-energian laheisyydessa, niin
E'=E'(T). Esim. vapaaelektronisysteemille

E' = Ep [l - x¥/12 (T/TR)?]. (6.22)

Koska Tr on hyvin suuri, niin kaytannoéssa E' = Eg, joten "taval-
lisissa" lampdtiloissa voidaan jakautumafunktio kirjoittaa muo-
toon

fB) = —— 1 __ (6.23)

eE-Ep) /kgT 4 1 °
Ké&anteisavaruuden miehitettyjen ja miehittdmattémien k-pis-
teiden valista rajapintaa sanotaa Fermi-pinnaksi (engl. Fermi
surface) ja vapailla elektroneilla Fermi-palloksi (engl. sphere).

6.3.1. Plasmonit

Plasmoneja voidaan virittda esim. energeettisilla elektroneilla.
Kokeita voidaan tehda mm. ohuilla metallikalvoilla, jotka
lapaisevat suurienergisia elektroneja.

6.3.2. Rontgenspektroskopia

Rontgenspektroskopiaa voi-
daan kayttaa elektronien
energiatilojen tutkimiseen
synnyttdmalla aukko atomin
sisdkuorelle ja tutkimalla
virityksen purkautuessa
emittoituvien fotonien ener-
giajakautumaa. Tuloksena
saadaan
transitiotodennakoisyyksilla
modifioitu N(E).
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Fotoelektronispektroskopiaa kayttden saadaan myds tilatihey-
den "kuva" mittaamalla suoraan monokromaattisen pehmeéan
rontgenséteilyn tai UV-valon irroittamien fotoelektronien ener-
giajakautuma.

6.3.3. Elektroniominaislampé

Johde-elektronien osuus metallin ominaislampddn on pienem-
pi kuin voisi olettaa "elektronikaasu"mallin perusteella. Metal-
leissakin se peittyy fononien ominaislammon alle paitsi hyvin
alhaisissa lampétiloissa. Tama johtuu elektronien fermioni-
luonteesta, jonka vuoksi vain termisen energian kgT verran
Fermi-energiasta poikkeavat elektronit voivat osallistua
"lammonvaihtoon" ympériston kanssa.

Vapaaelektronimallin tarkkaa elektronien ominaislampda
Ce = 113m2kg2N(Ep) T (6.25)

voidaankin approksimoida tarkastelemalla lammonvaihtoon
kykenevien elektronien

N(EF) x 2 kgT x 12
kokonaisenergiaa
> = 32kgT x N(Ep) x 2 kgT x 1/2

Tasta saadaan
C. = d=/dT = 3N(Ep) kg2 T (6.26)

vT. (6.27)
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Kun yhdistetdan edellinen elektronien osuus (y) ja fononien
osuus (a, yht. (5.9)), niin metallien ominaislamp6 noudattaa
alhaisissa lampdtiloissa lampédtilariippuvuutta

C =yT + aT3
tai
C/T = y+aT2 (6.28)
Yhtal6sta (6.26) voidaan laskea vapaaelektronimallin
Yo = 2.36 md mol-! K2 x N(Eg)/(atomxeV) (6.29)

ja selittda todellisten metallien poikkeamat tasta elektronien ef-
fektiivisen massan m* avulla

m*/moy = Yexp/ Y0, (6.30)
missa m, on vapaan elektronin massa. Ks. kirjan kuva 6.10.
Toisaalta yhtalésta (6.29) seuraa, etta
Yexp / Yo = N(Ep) / No(Ep). (6.31)

6.3.4. Magneettinen suskeptiivisuus

Tarkastellaan seuraavassa joh-
de-elektronien (lampdtilasta
lahes riippumatonta) ns. Pauli-
paramagnetismia. Se aiheutuu
ulkoisen magneettikentéan B
aiheuttamasta populaatioeros-
ta spin—yl6s- ja spin—alas-elek-
tronien tilatiheydessa.

A

v
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Magnetoituma on nyt
M = ug (N} —Ny),

missa ug on elektronin sisdinen magneettinen momentti, ns.
Bohrin magnetoni, ja Ny ja N, ovat spin—yl&s- ja spin—alas-
elektronien kokonaismaéarat. Koska

Ny —N, = 2usBo x N(Ep)/2,

niin
M = ug2N(Er) B (6.32)
ja tasta aiheutuva magneettinen suskeptiivisuus on
K = M/Hy = uoM/Bg = nous2N(Ep). (6.33)

Elektronien ns. Landau-diamagnetismi kumoaa osan Pauli-
paramagnetismista. Vapaaelektronikaasulle edellinen on
kolmannes jalkimmaisesta ja vastakkaismerkkinen.

6.4. Sahkoisia ominaisuuksia

Sahkdkentan vaikutuksesta metallin johde-elektronit liikkkuvat
ja toimivat virrankuljettajina. Elektronien liikeyhtélé on

m dv/dt + mv/t = —E, (6.34)

missa mv/t on liikettd hidastava "kitkatermi". Sen voidaan aja-
tella aiheutuvan elektronien sironnasta metallin atomeista ja
epapuhtauksista. Ns. relaksaatioaika T kuvaa sironnan
keskimaaraista torméaysvalia tai on ainakin siihen verrannol-
linen.
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Virtaa kuljettavien johde-elektronien hetkelliset nopeudet ovat
Fermi-nopeuden luokkaa (108 cm/s), mutta virtaa kuljettava kol-
lektiivinen "drift"-nopeus on tyypillisesti vain luokkaa cm/s.

Jos séhkokentta haviaa hetkella to, niin sironta pysayttaa
elektronien drift-likkeen aikavakiolla =,

V() = v(to) e, (6.35)

Jos taas tilanne on stationaarinen sdhkdkentan vaikuttaessa,
niin dv/dt = 0 ja yht. (6.34) mukaan

v = —et/mE (6.36)
ja virrantiheys
J = —nev = nezt/m E
seka vield Ohmin lain J = oE mukaan johtavuus
Op = neZt/m, (6.37)

missa op-merkinta tarkoittaa
tasavirtajohtavuutta.

K&anteisavaruudessa
station&érisen tilan liike (6.36)
voidaan kirjoittaa muotoon

h Ak = —etE, (6.38)

koska mv = 7ik.

v
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Tarkastellaan seuraavaksi hitaasti oskilloivan sahkdkentan
E(w,t) = Ege-iot
aiheuttamaa oskilloivaa johde-elektronien drift-nopeutta
vV = vpeiot

ja likkeeseen liittyvaa johtavuutta. Sijoittamalla ndma elek-
tronien liikeyhtal66n m dv/dt + mv/t = —eE (6.34), saadaan

o0 = 0p/ (1-iwr), (6.39)

missa oy on yhtaléssa (6.37) maéaritelty tasavirtajohtavuus.

6.5. Optisia ominaisuuksia

Tarkastellaan vapaaelektronimallin optisia ominaisuuksia el
vuorovaikutusta sdhkOmagneettisen aallon

E(wyt) = Eje-iot

kanssa. Tarkastelun lahtOkohtana voidaan kayttaa
Ampere—Maxwellin lakia (IV Maxwellin yhtald)

VxH:J+%, (6.40)

missa sahkovuon tiheys D =¢oE ja virrantiheys J = oE.
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Ampere—Maxwellin laki voidaan siis kirjoittaa muotoon

oE
VxH = g—+ oE.
X €p It + O
Nyt JE/ot = —iwE, joten
VxH = (0-ing) E = 6E (6.41b)

tai
VxH = (g — oliw) JE/dt
= (g0 + i0/w) JE/0t = ¢ JE/ot. (6.41a)
Siten eristeen tyyppiselle véliaineelle
€ = g +i0/mw = gy +1(ne?r) / om(l-iwt)
ja edelleen suhteellinen permittiivisyys

eleg = 1+ (ne?)/egm x it/ w(l-iwt)
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Vastaavasti
& = o-imey = (ner) / m(1-iwt) — i weo
seka
6/80 =

Vertaamalla nyt edelld saatuja lausekkeita voidaan kirjoittaa

O] = Wer
ja
O = WEy.
Merkitaan
e(0) = gogy (6.44a)
ja
O'(O) = €01 = WEpEy, (644b)

joka on ns. optinen johtavuus (engl. optical conductivity).
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Aalto Eye-iot aiheuttaa optisen johtavuuden kautta virtoja, joi-
den ohmisina havi6ina voidaan kuvata sm-aallosta aineeseen
absorboituva energia (tai teho). Siten siis o, eli we, kuvaa
absorptiota.

Kompleksisen taitekertoimen A’ nelié on

A2 =& = 1- 02/ (02 +inT!), (6.45)
jajos tT— « (tdydellinen johde, ei havi6ita), niin
ANZ = &= 1- op2/0 (6.46)

Tall6in
(a) jos w>wp, niin & >0 ja A’ on puhtaasti reaalinen, mutta
(b) jos w<wp, niin & <0 ja A’ on puhtaasti imaginaérinen.

Edellisessa tapauksessa valiaine on 1apindkyvaa ja jalkimmai-
sessa tapauksessa taas aalto vaimenee véaliaineeseen tunkeu-
tuessaan.
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Tyhjidsta valiaineen pintaan tullessaan sm-aallon
heijastuskertoimelle ® = Irl? ja véliaineen taitekertoimelle A on
voimassa relaatio ?\T

2 _ |1-
I (6.47)

T+
Jos taitekerroin on reaalinen ja A’> 1, niin Irl < 1. Jos taas
A= ik, niin

2 = I(1—i)/(1 +i)l2 = ... = 1.
Siten pinta toimii "peilind", kun o < w,, ja aine on aallolle
lapinékyva, kun o > o, .
Mybhempéaéa kaytt6a varten kirjoitetaan viela yhtalosta (6.42)
Ree = 1- 02/ (w*+12) = g (6.48)
ja
Ime, = 02/ (@2+12) x 1/0t = &. (6.49)

Kun néaita lausekkeita verrataan/sovitetaan metallien optisten
ominaisuuksien kokeellisiin w-riippuvuuksiin, voidaan para-
metreja w,, T jne. maarittdd. Tarvittaessa voidaan myo6s
kayttaa elektronien optista effektiivistd massaa sovitettavana
parametrina.

»

Nestemaisten metallien 4
elektronit noudattavat
vapaaelektronimallia pa-
remmin kuin kiteisen ol-
omuodon aineen

elektronit.

v
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6.6. Hall-ilmio

Kun magneettikentta vaikuttaa sahkovirran varauksenkuljettaji-
en liikkeeseen, niin johtimeen muodostuu kenttaa ja virtaa vas-
taan kohtisuoraan suuntaan jannite, ns. Hall-jénnite Vy. Hall-
jannitteen syntyminen perustuu varauksenkuljettajiin kohdistu-
vaan Lorentz-voimaan

F = q (E + vxB).
Tasapainossa, jos v L B,

F = qEg+qvB = 0,
josta saadaan

[Eul = vB = J/nq B = RuJB,
missa

Ry = 1/nq (6.50)

on ns. Hall-vakio.

6.7. Lammonjohtavuus

Lammonjohtokyky eli ldmmdnjohtavuus K maaritellaan
relaatiolla

dQ _ g AAT

dt L
Kineettisen kaasuteorian mukaan

kaasun lammaonjohtavuus on
K = 113 Cc (v) A, (5.42)

kun kaasun ominaislampoé on C., kaa-
sun hiukkasten keskinopeus on (v) ja
A on hiukkasten keskimé&éréainen va-
paa matka.
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Vapaaelektronikaasun tapauksessa
C. = 13 2kg2N(Ep) T. (6.25)

Yhtélon (6.20) mukaan N(Ef) = 3/2 ng/Er atomia kohti, joten
N(Ep) = 32 n/EF tilavuusyksikkda kohti. Vapaaelektronikaasun
elektroneista ainoastaan Fermi-energian laheisyydessé olevat
kykenevat osallistumaan lammaénjohtavuuteen. Niiden (v) = vg
ja A = VT, kun 1/2 m ve? = Er.

Sijoitetaan ndma yhtaléon (5.42),
K= 13C(v) A

Siten siis
K = 1372kg? nt/m T. (6.51)
Lammon- ja sdhkdnjohtavuuden oy = ne?t/m suhde on
K /oy = (n%kg2)/(3e?) T, (6.52)
mika on ns. "Wiedemann—Franzin laki".
Lampdtilasta rippumaton ja aineelle ominainen suure
K/ ooT

on taas nimeltdan Lorenzin luku (engl. Lorenz number).
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6.8. Elektronien valisista
vuorovaikutuksista

6.8.1. Vaihto- ja korrelaatiovuorovaikutus

Vapaaelektronimallin jokainen elektroni kokee taustavarauksen
ja muiden elektronien Coulombin potentiaalin keskimaa-
raistettyna vakiopotentiaalina U. Tallaista mallia voitaisiin kut-
sua myo0s riipppumattomien elektronien malliksi. Tasté syysta
jokaisen elektronin aaltofunktio y; voidaan ratkaista samasta
yhden elektronin Schrddingerin yhtalésta (6.1)

(=h22m V2 + U) Vi = &Y,

eli yksielektroniyhtalosta. Paulin kieltosdannosta seuraa
Aufbau principle (rakentumisperiaate), jonka vuoksi yksielek-
troniyhtéld on ratkaistava ainakin energioille 0 < &; < ep.

Koska elektronien keskimaarais-
tetty potentiaali kuitenkin riippuu
elektronien aaltofunktioiden
maaraamasta varausjakautu-
masta, on kaikki yksielektroni-
aaltofunktiot ratkaistava
itseytyvésti (engl. self-
consistent). (Jellium on jo
itseytynyt)

Riippumattomien elektronien
muodostaman joukon kokonaisaaltofunktio voidaan kirjoittaa
yksielektronifunktioiden tulona

WYN(ry, o, ...,rNy) = C lpl(l'l) 1])2(1‘2) IPN(I'N)
= C ITio N yi(ry). (6.53)

Tasséa normitustekija C = 1, jos kaikki yksielektronifunktiot on
erikseen normitettu.
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Elektronisysteemin (tai yleisemmin fermionijoukon) ns. Paulin
kieltosééntd (Kahden elektronin kaikki kvanttiluvut eivat voi olla
samat) on seurausta siita, ettéd fermionijoukon kokonaisaalto-
funktion on oltava antisymmetrinen (Paulin periaate). Tallgin ei
enéda olekaan kyse riippumattomista elektroneista.

Elektronijoukon kokonaisaaltofunktio voidaan antisymmetrisoi-
da kirjoittamalla se ns. Slaterin determinantiksi

wa(rl) 1,Ua(rZ) wa(rN)
Po(r) Po(rz) ... Pu(rn)

lp(l'], ry, ... I’N) =C . . . (654)
1PI;I(r1) HJ'N(I'z) IP.N(rN)

=CdetYu(r) Yo(r2) ... Yn(rn) |,

misséa jalkimmaisessa lyhennetyssa muodossa luetellaan aino-
astaan determinantin diagonaalielementit. Normitustekija on
nyt C = (1/N!)12,

Determinanttiesitys sisaltdd mukavalla tavalla antisymmetrisen
aaltofunktion ominaisuudet ja em. kieltosdannén. Kahden
elektronin vaihto vastaa determinantin kahden sarakkeen
vaihtoa, josta seuraa determinantin merkin vaihtuminen. Jos
kahden elektronin kvanttiluvut ovat samat, on determinantissa
kaksi samanlaista rivia ja se haviaa identtisesti.

Tallaista mallia, jossa elektronien keskinaiset vuorovaikutukset
on keskimaaraistetty siten, ettad kunkin elektronin tila on
maaritelty omilla kvanttiluvuillaan ja voidaan siten ratkaista
erikseen sanotaan yksielektronimalliksi (engl. one-electron
model). Vapaaelektronikaasussa kvanttiluku i — k.
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Kahden elektronin y,(r) ja y(r) valinen Coulombin repulsio-
energia on (atomiyksikdissé 1/4mey = 1)

e f Yl W) T )i (r) dry dr

" 4ne (6.55)

jonka tavanomainen merkinté on J(ab). Kun elektronien spin-
funktiokin otetaan viela huomioon, niin aaltofunktion
antisymmetrisyydesta seuraa vield samanspinisten elektronien
vélille ns. vaihtovuorovaikutus (engl. exchange interaction)

47e

J= e f IP:(I'I) w;(l'z) % Yp(I) Yy(1p) dry dry (6.56)

jonka eras tavanomainen merkinté taas on K(ab).

Atomien ja molekyylien tapauksessa pelkka vaihtovuorovaiku-
tuksenkin huomioonottaminen parantaa yhteensopivuutta ha-
vaintojen kanssa, mutta elektronikaasun tapauksessa myo6s
elektronien ns. korrelaatio (engl. correlation) on myos otettava
huomioon. Korrelaatiota sanotaan myds monen kappaleen
ilmiéksi (engl. many-body effect). Korrelaatioilmié "héivyttaa"
yksielektronikuvan.

v
v

v
v
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6.8.2. Elektronikaasun varjostus

Tarkastellaan seuraavaksi, millaisen vasteen eli varjostuksen

(engl. screening) elektronikaasu aiheuttaa ulkoiseen hairiéon.
Olkoon ulkoinen hairié varauksen Q aiheuttama pallosymmet-
rinen Coulombin potentiaali V(r). Talléin Maxwellin | yhtalésta
V - E = Ap / ¢p saadaan Poissonin yhtalo

V2V(r) = —Ap(r) / €, (6.57)

missa Ap(r) on hairién V(r)
aiheuttama muutos va-
raustiheyteen. Jos héirid
on pieni, niin

Ap(r) = -2 V(r) x N(Eg) ja
V2V(r) = e2V(r) N(Ep) / g

= 7\.02 V(I‘), ---------------------------------- >

v

misséa
Mo? = e2N(Ep) / g, (6.58)
ja Ao on ns. Thomas—Fermi-parametri.
Poissonin yhtalon ratkaisu on
V(r) = (Q/4meor) x eXp(—Aor), (6.59)

ja silla on oikea asymptoottinen kayttaytyminen:
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Tiheysfunktionaaliteoria (DFT)

Peruslahtékohtana DFT:ssé& (Density Functional Theory) on
se, etté elektronisysteemin perustilan energia ja kaikki ominai-
suudet tietysséa ulkoisessa (esim. ytimien muodostamassa)
potentiaalissa riippuvat yksikéasitteisesti elektronisysteemin
elektronitiheydesta p(r).

Kun otetaan kayttéon yksi-elektroniaaltofunktiot eli ns.
Kohn—Shame-orbitaalit y; (yksi-elektronikuva), voidaan perusti-
lan kokonaisenergia kirjoittaa muotoon

n N
Eipl = - 123 f Wi Vi dr - Y f e

I

p(r) dr

€0 I7

1
+ 4

f P P 4 4 4 Efpl,

missa
p(r) = Zi hpi(r)l2.

Taman energialausekkeen 1. termi on kineettinen energia, 2.
on elektronien energia ytimien potentiaalissa (ja/tai jossakin
ulkoisessa potentiaalissa), 3. on Hartree-energia ja viimeinen
ns. vaihto- ja korrelaatioenergia. Energia riippuu siis elekt-
ronitiheysfunktiosta ja on siten ns. funktionaali E[p].

Yo. energiafunktionaali on tarkka energian lauseke sisaltaen
myo6s kaikki korrelaatioeffektit, mutta ongelma on siing, ettei
viimeisen termin E,.[p] funktionaalista muotoa tunneta. Toi-
nen probleema on tietysti Kohn—Shame-orbitaalien 16ytdminen.

Kun sovelletaan tavalliseen tapaan variaatioperiaatetta
energialausekkeeseen (9.48), saadaan Kohn—Sham-
yksielektroniorbitaaleille samoin kuin HF-teoriassakin yksi-
elektroniyhtalot

missa

f=——2

ja

LDA

Jotta DFT:t&
voitaisiin
soveltaa
kaytantoon, on
vaihto- ja
korrelaatio-
energiafunk-
tionaali Ex[p]
approksimoita-
va tarkastelta-
valle elektroni-
tiheysfunktiolle
p(r). Tama
funktionaali
tunnetaan
tarkasti homo-
geeniselle
elektronikaa-
sulle, jota
voidaan
kuvata yhdella
parametrilla po
tai r.
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7. Elektronit jaksollisessa
potentiaalissa

7.1. Vapaista atomeista kiteisiin

Atomien sisékuorten elektronien tilat ovat hyvin samanlaiset
vapaissa atomeissa ja kiintedssé aineessa. Energiaero, joka
on luokkaa eV, on ns. kemiallinen siirtymé (engl. chemical
shift). Valenssielektronien tilat sen sijaan muuttuvat ratkaise-
vasti niiden sitoessa vapaat atomit toisiinsa kiintedksi aineeksi.

7.2. Energiarako eli kielletty energia-alue

Kiteen johde-elektronien kokema potentiaali on jaksollinen.
Tarkastellaan yksidimensioi-
sena mallina sille potentiaalia

UX) = Up+ Ujcos(2mx/a), ... S
(7.1)

kun kiteen pituus L on hyvin

suuri. Rajalla U; — 0 saa-

daan vapaaelektronimalli.

Samoin, jos a — o tai

vastaavasti k — 0 (tai k << v/

a), ovat elektronitilat vapaiden elektronien kaltaisia. Tall6in

Pkx) = Aekx; k<<m/a
ja
E = A%k%2m.
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Tarkastellaan stationaaristen tilojen yksielektroniyhtalén
(-122m V2 + U) §; = &;,

ratkaisuja yhdessa dimensiossa
Po(kx) = Aelkx+ B ek (7.2)

Nama kuvaavat etenevia tai seisovia aaltoja riippuen vakioista
A ja B, jotka taas riippuvat aaltovektorista k. Jos k = t/a, saa-
daan A =B =+2 C ja seisovat aallot

Pk x) = C (ekx + e-ikx) = 2C cos kx
ja (7.3)
P_(kx) = C (el —e-k) = 2iC sin kx,

joiden todennakdisyystiheydet ovat
Pip* = 4C2 cos?kx = 2A2cos%(mx/a) (7.4)
ja
Yo ¥ = 4C?sin2kx = 2AZsin2(mtx/a). (7.5)
Huom! Vapaiden elektronien todennékdisyystiheydet ovat
IA eikx|2 = A2, (7.6)

A A

v
v

v
v
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Aaltofunktioiden . ja y_
kineettiset energiat ovat *
samat, mutta potentiaali-
energiat erilaiset. Néiden
ominaistilojen energiaero
muodostaa kaistaraon

(tai energia-aukon) (engl.
band gap) kohtaan k = w/a
korjauksena vapaaelek-
tronimallin energiaan E =
h 2k2/2m.

v

7.3. Brillouin-vyohykkeet ja johtavuus

Seisovat elektroniaallot
syntyvét jaksollisuuden seu-
rauksena jokaiseen suun-
taan, johon jaksollisuutta
esiintyy. Tallaiset aaltovek-
torin k arvot toteuttavat Brag-
gin heijastusehdon

2kG-G? =0, (5.41)

missd G on jokin kdanteis-
hilavektori, ja maaraavat Bril-
louin-vy6hykkeen rajat.

Koska k&éanteishila on jaksol-

linen k&anteishilavektorin

maaraamalla pituudella,

toistuu "heijastusehdon muokkaama" vapaaelektroni paraabeli
jaksollisesti 2t/a valein. Téalla tavalla saadaan erilaisia
"vybhykekuvauksia".
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Tayttamalla em. tavalla jaksollisuusehto tullaan
sisdkkéaisvybhykekuvauksesta (engl. extended zone scheme)
rinnakkaisvydhykekuvaukseen (engl. repeated or periodic zone
scheme), jossa jo yksi vybhyke siséltéa kaikki kaistat. Siksi
yksivybhykekuvaukseen (engl. reduced zone scheme)

riittdakin 1. Brillouin-vybhyke. Tall6in p:nnen vybhykkeen k-
piste kuvataan 1. vybhykkeeseen translaatiolla

ki = kP~ (p-1) G, (7.7)
missa p ns. "band index", erdanlainen paakvanttiluku.

Samoin kuin fononienkin tapauksessa, kappale 5.5 ja yhtal6
(5.31), elektronienkin tilatiheys saadaan muotoon

N(E) = 2V/8 fsg dS / IV E(K)), (7.8)

missé integrointi suoritetaan suljetun tasaenergiapinnan S(E)
yli ja tekija 2 tulee elektronien spindegeneraatiosta. Yksiulot-
teisessa tapauksessa integrointi supistuu summaukseksi.

Brillouin-vy0hykkeen k-pisteiden
lukumaara on sama kuin kiteen
primitiivikoppien lukumaara.
Tasta, atomaarisesta kannasta
ja kiteen atomien valenssi-/
johde-elektronien lukumaaréasta
voidaan yksiulotteisessa tapauk-
sessa paatella kaistojen miehitys
ja siité edelleen, onko
(epérealistinen) yksiulotteinen
kide eristeen vai metallin luontei-
nen. Jos kannassa on yksi ato-
mi ja atomin valenssi on pariton,
niin siitd muodostuva yksiulottei-
nen kide on metalli.
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7.4. Kaksidimensioiset hilat

Kun 2-dimensioisen
nelidhilan hilavektori on a,
niin vastaava kaanteishila
on myos nelidhila, jonka
kaanteishilavektori on 2/
a. Kéanteishilan
"Wigner—Seitz-koppi" on
sen 1. Brillouin-vy6hyke
ja muut vyohykkeet
saadaan samanlaisella
periaatteella. Kaikkien
Brillouin-vydhykkeiden
tilavuus (tassa siis pinta-
ala) on yhta suuri.

Yksiulotteisen metallikiteen "Fermi-pinnan" muodostavat pis-
teet kr ja —kr. Kaksiulotteisessa tapauksessa tasaenergia-
kayrat ovat kohtisuorassa Brillouin-vyéhykkeiden reunaviivoja
vastaan ja samoin siis Fermi-pinta, jos kaistojen miehitys ulot-
tuu vybhykerajalle. Ks. kirjan kuvat 7.9. — 7.12. Siten divalent-
tisen atomin muodostama kanta ei muodostakaan "kaksidi-
mensioista eristetta".

Tilatiheyden maarittdmiseksi t
kaksiulotteisessa tapaukses-
sa lausekkeen (7.8)
integrointi suoritetaan pitkin

v

tasaenergiaviivaa, ks. kuvat
712 -7.14. 4

v
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7.5. Kolmidimensioiset hilat

Kolmiulotteisten hilojen tapauksessa on syytd huomata, etta
Brillouin-vyéhykkeet "vastaavat" reaalihilan koordinaatiokoppia
(esim. bcc: 1 atomi/kanta ja fcc: 1 atomi/kanta) eika yksikko-
koppia (esim. bcc: 2 atomi/koppi ja fcc: 4 atomi/koppi).
Brillouin-vyohykkeen tilavuus on siten

8m3/Q,

missa Q on primitiivikopin tilavuus. Jokaisessa Brillouin-
vyOhykkeessa on tilaa spin-degeneraation vuoksi kahdelle
elektronille primitiivikoppia kohti.

Koska Brillouin-vydhykkeet ovat kolmiulotteisia monitahokkaita
eli sarmidita, liittyvat tasaenergiapinnat nyt erdanlaisten kaulo-
jen kautta vybhykerajojen eli -seindmien |api. Tama johtuu
siit4, ettd tasaenergiapinnat ovat kohtisuorassa seinamia vas-
taan.

Fermi-pinta on Fermi-energiaa
vastaava tasaenergiapinta.

v
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7.6. Blochin teoreema

Tarkastellaan kidehilan jaksollista potentiaalia U(x) yhdessa di-
mensiossa. Talldin se voidaan kirjoittaa muotoon

U(x) = X4 U(q) e (7.9)
Jos jakso on a, niin U(x) = U(x+pa), missa p on kokonaisluku,
ja
2qU(g) e = X4 U(q) el (7.10)
josta seuraa, etté
e = 1, (7.11)

Talloin taytyy olla: q =G (= kdanteishilavektori), koska
Ga = 2nin, josta edelleen seuraa, etta

U(x) = 3¢ U(G) eicx, (7.12)

Potentiaali U(x) on siis Fourierin sarja komponentteina U(G). Siten olemme todistaneet Blochin teoreeman (Felix Bloch,
Z.Physik 52, 555 (1928)):

Ideaalikiteen yksielektronifunktiot ovat muotoa
wk(l') = Uk(l') eik'r, (718)

joka on jaksollisella funktiolla Ug(r+R) = Ux(r) moduloitu ta-
soaalto eikr, missd R on hilavektori (27/a yhdessa dim.).

Valitaan elektronin aaltofunktiolle yritteeksi Fourierin sarja
P(x) = 2 c(k) eikx (7.13)
seka sijoitetaan (7.12) ja (7.13) yksielektroniyhtal6én
[ -A%2/2m d?/dx2 + Ux)] w(x) = E yY(x).

v
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Atomisydamen eli sisdkuorten elektronien (engl. core elec-
trons) kuvaamiseen tasoaallot eivét ole sopivia edella esitetylla
tavalla. Tall6in tulisi potentiaalin ja aaltofunktioiden Fourier-
kehitelmiin hyvin paljon termeja. Jos atomisyddmet sen sijaan
kuvataan vapaiden atomien orbitaaleilla ja valenssi-/johde-
elektronien kuvaamista varten tarvittavat tasoaallot ortogonali-
soidaan néiden kanssa, niin téllaisia ortogonalisoituja
tasoaaltoja tarvitaan hyvaankin kuvaukseen varsin vahan
(Orthogonalized Plane Wave Method, OPW).

Seuraavassa sstates, £ = (0  pstates, ¢ = 1
vaiheessa voidaan _ r 15
atomisydamet
kuvata ns. pseudo-
potentiaaleilla, jotka
tavallaan ortogona-
lisoivat valenssi-/
johde-elektronit
atomisydamen orbi-
taalien kanssa. lItse
asiassa riittaa, etta
pseudopotentiaali-
en aiheuttama
johde-elektronien
sironta on saman- )
lainen kuin "oikean" I e
atomisydamen ot 2z 8 4 0 1 2.3 4
aiheuttama. radius (atomic units)

true, full-core atom

S)IUN 2|WOle

pseudo atom

Pseudopotentiaaleja ja tasoaaltoja (Plane Wave Pseudopoten-
tial Method, PWPP) kaytetdan nykyisin eniten kiteisten
aineiden elektronirakenteiden numeeriseen laskemiseen.
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7.7. YKksinkertaisten metallien
kaistarakenne

Metalleja, joiden johde-elektronit ovat Iahes vapaaelektroni-
mallin mukaisia, sanotaan yksinkertaisiksi metalleiksi (engl.
simple metals). Tallainen on mm. alumiini. Tallaisten metalli-
en johde-elektronien kaistat saadaan olettamalla vapaaelek-
tronikaasuun kidehilan jaksollisuuden mukainen kidepotentiaa-
li, jonka voimakkuus on kuitenkin haviavan pieni (=nolla).
Tama on ns. tyhjan hilan malli (engl. empty lattice).

Oppikirjan kuvassa 7.20 on verrattu tallaisen fcc-rakenteisen
vapaaelektronimetallin ja alumiinin kaistoja, joiden samankal-
taisuus onkin ilmeinen.

7.8. Atomiorbitaalien hybridisaatio

Oppikirjan kuvassa 7.21 on esitetty kaavamaisesti metallien
Na, Mg ja Al seka piin (Si) kaistojen tilatiheydet ja niiden ato-
maarinen alkupera.
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7.9. Transitiometallien d-kaistat

Transitiometallien d-orbitaalien lokalisaatio riippuu voimak-
kaasti niiden miehityksesta. Delokalisaation myéta myds d-
kaistojen dispersio voi lisdantya.

Riipuen s- ja d-tilojen symmetriaominaisuuksista, energioista ja
peitosta (engl. overlap) nekin voivat hybridisoitua. Muodostu-
via kaistoja tai tilatiheytta sanotaan s—d-resonanssiksi.

7.10. Kolikkometallit Cu, Ag ja Au

Ns. kolikkometallien d-kaistat ovat tdysin miehitettyja ja siten
selvéasti Fermi-energian alapuolella. Siksi kolikkometallit eivat
ole kovin reaktiivisia, vaan "jaloja". Muilta osin naiden metalli-
en elektronirakenne on vapaaelektroniluonteinen ja siksi ne
ovat tyypillisesti hyvié johteita. Jos kolikkometallien d-orbitaalit
luetaan atomisydamiin kuuluviksi, ovat ne kuitenkin selvasti
kookkaammat kuin esim alkalimetallien atomisydamet. Talla
on vaikutusta metallien ominaisuuksiin, mm. kimmoisuuteen.

7.11. Harvinaiset maametallit

Harvinaisten maametallien sarjassa tayttyy atomien 4f-orbitaa-
li. Vaikka 4f-orbitaali on siksi korkealla energia-asteikolla, se
on varsin lokalisoitunut 5s- — 6p-orbitaalien "sisdan".

Harvinaiset maametallit ovat varsin reaktiivisia ja hapettuvat
nopeasti.
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8. Metallien koheesio

Kiintedn aineen koheesio on seurausta kokonaisenergian mini-
moitumisesta vapaiden atomien kondensoituessa kiinteaksi ai-
neeksi (tai nesteeksi). Merkittavin tekija tdssa on elektronien
energia, joskin ytimien vélisella repulsiolla on merkitysta atomi-
en lahietaisyydella.

8.1. Yksinkertaisimmat metallit

Atomien kondensoitu- ~ — e
essa niiden diskreetit
yksielektronitasot muo- ‘
dostavat kaistoja, joista
alimmat ovat luonteel- -
taan sitovia (engl. bond- -
ing) ja ylimmét taas ha- °
jottavia (engl. antibond- -

8N States

ing). Kaistojen ener- ‘ 22 ah

——
i
—_—

gioissa on kaksi
merkittavaa tekijaa:

(a) niiden leveys, joka kuvaa sitovien ja hajottavien
energioiden eroa, ja

(b) niiden painopisteen energian muutos kondensaatiossa.

Vahvasti yksinkertaistaen voidaan sanoa, etta tekijat (a) ja (b)
ovat merkittavia yksinkertaisimpien alkuainemetallin kohee-
siossa, kun atomien valenssi on pariton ja parillinen, tadssa
jarjestyksessa.

Nelivalenttiset alkuaineet voivat usein muodostaa hybridisaa-
tion kautta helpommin eristeita tai puolijohteita.
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8.2. Transitiometallit

Transitiometallien sarjassa koheesioenergian muuttuminen on
ymmarrettavissa kappaleen 8.1. tekijan (a) avulla: aluksi
tayttyvat sitovan luonteiset tilat, jonka jalkeen puolesta valista
alkaen taas hajottavat.

8.3. Muut metallit

Jos d-kaistat ovat taysin miehitettyja, voivat ne avustaa kohee-
sioenergian kasvamisessa (=kokonaisenergian minimoimises-
sa) jakamalla sp-kaistat sitoviin ja hajottaviin seka tekemalla
naiden energiaeron vield suuremmaksi.
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9. Metallien ominaisuuksia

9.1. De Haas—van Alphen-ilmi6

Jos kide on virheetdn ja lampétila hyvin matala, voidaan elek-
tronien relaksaatioaikaa t pitdé hyvin pitkdna. Elektronin
likeyht&ld kdanteisavaruudessa on talléin

h dk/dt = —e vxB
magneettikentan B vaikuttaessa. Koska
V= VkE / h,

on dk/dt tasaenergiapinnan tangentin suuntainen ja elektronin
energia E pysyy vakiona. Elektronin k-piste liikkuu siis jatku-
vasti B:t&4 vastaan kohtisuoran tason ja tasaenergiapinnan leik-
kausviivalla.

Koska my6s 7k = mv, niin v = 7ik/m, ja
dk/dt = e/m B x k.

Olkoon nyt B z-akselin suuntainen, jolloin edellinen yhtélé voi-
daan jakaa komponentteihin
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Siten xy-tasossa tapahtuvalle kiertoliikkeelle tulee taajuudeksi
ns. syklotronitaajuus

0. = eB/m.

Syklotroniliike on harmonista oskillointia seké x- etta y-suun-
nassa. Se on kvantittunut siten, etta

Eyy = hw. (L + 172), (9.1)

missaL =0, 1,2, .... Liike z-suunnassa ei ole kvantittunut,
vaan

E, = 7n?k/?/2m.

Kvantittumisen seurauksena muodostuu elektronien k-pisteista
sisékkaisia sylinteripintoja I'-pisteen kautta kulkevan ja
magneettikentén suuntaisen akselin ymparille. Naiden sylin-
teripintojen k-pisteiden energiat ovat E,, + E,. KvanttiluvunL
mukaan nditd sanotaan Landau-tasoiksi.

Landau-tasojen energiakvantti 7w, = ieB/m kasvaa magneetti-
kentdn mukana ja sen mukana vaihtelee my6s Fermi-pallon
maaraama k-pisteiden miehitys. Magneettikentan kasvaessa
ylimpien miehitettyjen Landau-tasojen miehitys védhenee
nollaan Fermi-pallon jdddessé kokonaan vastaavan sylinterin
sisdan. Landau-tason

tyhjeneminen on

voimakkainta silloin,

kun sit4 vastaava

sylinteripinta sivuaa

Fermi-palloa.
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Miehitetty Landau-taso muodostaa k.k,-tasoon ympyran, jonka
sade on k., ja pinta-ala ki 2. Koska E.y = Er = A2k %/2m, niin
k12 =2m E; /A2 ja perakkaisten Landau-tasojen energiaan ja
magneettikenttdan verrannollinen pinta-alaero on

AAL =T A(kLz) = ZT[thJC/hz,
ja koska o, = eB/m, saadaan lopulta
AAL = 2meB / h. (9.2)

Magneettikentan indusoima Landau-tasoon liittyva elektronien
syklotroniliike muodostaa magneettisen momentin, joka
(Lenzin lain mukaan) on vastakkaissuuntainen kentan kanssa.
Kyse on siten diamagnetismista. Koska nyt magneettikentan
muuttuessa ja Landau-tasojen miehitysten muuttuessa sen
seurauksena, elektronijoukon magnetoituma muuttuu (ja
monet muut magneettiset ominaisuudet sen mukana). Muutos
oskilloi magneettikentdan muuttuessa jakson maéaraytyessa
perakkaisten Landau-tasojen tyhjenemisesta. Tata kutsutaan
de Haas—van Alphen-ilmibksi.

De Haas—van Alphen-oskillointi voidaan siis liittdd em. pinta-
alaeroon AA( siten, ettd kvanttiluvun L muutos yhdella vastaa
yhta jaksoa, eli kun

Ao/ AArL muuttuu yhdella, (9.3)
missa Ao = (L + 1) AAL. Siten jakson pituutta vastaa muutos
A(1/B) = 2me / hAy. (9.4)

Mikali Landau-kiertopiireja on useampia eri kokoja ("belly" ja
"neck"), saadaan mittauksista useampia jaksonpituuksia ja
nahdaan mahdollisesti niiden interferenssi-ilmidita.
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De Haas—van Alphen-ilmion kautta paastaan em. tavalla mit-
taamaan Landau-tasojen pinta-aloja ja siten Fermi-pallon
kokoa ja rakennetta. Orientoimalla kidetta eri suuntiin
magneettikentdn suhteen saadaan riittavasti tietoa koko Fermi-
pinnan konstruoimiseksi.

Metallien Fermi-pinnat eivat tietenkdan ole kovin tarkasti
Fermi-palloja, mik& aiheuttaa mittausten tulkintaan viel&a moni-
mutkaisuutta.

Oppikirjassa on kerrottu yksityiskohtaisesti kuinka metallin
erilliskiteesta (engl. single crystal) mitataan de Haas—van
Alphen-signaali.

9.2. Termisia ominaisuuksia

Vajaasti tayttynyt d-kaista
vaikuttaa merkittavasti transi-
tiometallien useisiin ominai-
suuksiin: ominaislampd,
magneettinen suskeptiivi-
suus, hoéyrystymislampo,
koheesioenergia, jne.

Ottaen huomioon seka
elektronien etta fononien
kontribuutiot metallin
ominaislampo6 on vapaaelektronimallin mukaan matalissa
lampotiloissa

C = yT + aT3, (6.28)
missa elektronien osuus siséltyy vakioon

Y = 2.36 N(Ep), (6.29)
kun [y] = mJ mol-' K-2 ja [N(Eg)] = eV-!/atomi.
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Metallilejeerinkien (engl. alloy) seossuhteilla voidaan saataa
d-kaistan miehitysta ja siten tavallaan "virittda" metallien omi-
naisuuksia.

9.3. Magneettinen suskeptiivisuus

Yksinkertaiset metallit ovat tyypillisesti diamagneettisia, koska
niiden tapauksessa johde-elektronien Pauli-paramegnetismi
peittyy atomisydédmien diamagneettiseen kontribuutioon.

Transitiometallit ovat taas tyypillisesti (Pauli-)paramagneettisia
niiden suuren N(Eg):n vuoksi. Johtuen d-kaistan tilatiheyden
muodosta niiden paramagneettisuus on usein ainakin heikosti
lampdotilasta riippuvaa.

Metallien Fe, Co ja Ni ferromagneettisuus johtuu siita, etta
niilld on lokalisoituneet (atomaariset) vajaasti tayttyneet d-
orbitaalit, joilla on spontaaniin jarjestykseen pyrkiva magneet-
tinen momentti.

9.4. Spektroskopiaa

Vapaaelektronimallin puitteissa tarkastellut metallien optiset
ominaisuudet, mm. absorptio, eivat perustuneet elektronien
kaistarakenteeseen. Elektronien transitiot tapahtuivat siten sa-
massa kaistassa eli kaistan siséisina (engl. intraband transi-
tion).

Elektronisia transitioita voi
kuitenkin tapahtua myds
kaistojen vélisin& (engl.
interband transition).

v
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Kaikissa transitioissa taytyy seka energian etté likemaaran
sailya, joten

kf = ki + Ak
ja
Ef = Ei + AE.
Néakyvan valon fotonille, esim. A = 600 nm
Ak =
mutta fononeille tyypillisesti
Ak =

Siten fononien osallistuminen likem&éran ja energian vaihtoon
mahdollistaa "intraband"-transitiot. "Interband"-transitiot taas
vaativat tyypillisesti nakyvan valon fotonien energioita, mutta
talldin taas Ak jaa pieneksi ja transitiot ovat yleensa suoria
(engl. direct), jolloin

ki = kiiG.

Interband-transitioiden aiheuttama ns. optinen johtavuus el
fotojohtavuus (engl. optical conductivity) on

o = c/w? M2 NjDos(h(D), (91 O)

missa M on transition
matriisielementti ja 7o
on fotonin energia.

Rdéntgen—fotoelektroni-
spektroskopialla (engl.
x-ray photoemission)
saadaan suoraa tietoa
metallien elektronien
tilatiheyksista.
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9.5. Lejeerinkien elektronirakenteesta

Metalliseosten eli -lejeerinkien (engl. alloy) muostumiselle
olennainen tekija on metallien liukoisuus toisiinsa. Mikali seok-
sen aineet eivat ole liukoisia toisiinsa tai muodosta kemiallista
yhdistettd, on niill4 tavallisesti taipumus muodostaa erkaumia
eli saman alkuaineen atomit klusteroituvat seoksessa yhteen,
erilleen toisista alkuaineista.

Lejeerinkien muodostumisessa voidaan katsoa vaikuttavan
mm. seuraavien oleellisten tekijdiden:

(i) Atomien koko: Mikali atomien kokoero on enemman kuin
15% ei liukenemista yleenséa tapahdu

(i) Sdhkbkemiallinen tekijéd: Mitd suurempi on atomien elek-
trongatiivisuusero, sitd suurempi on niiden taipumus muodos-
taa kemiallinen yhdiste "liuoksen" sijaan.

(iii) Valenssitekija: Matalan valenssin metallit liuottavat helposti
suuren valenssin metalleja.

Metallilejeeringin elektronirakeen 1
ymmartamiseksi voidaan ensim-
maisena approksimaationa olettaa,
etta jokaisella metalliatomilla on
sen oma, sille tyypillinen, potentiaa-
linsa sen valittdmassa
ymparistdssa. Keskimé&éarainen
potentiaali maaraytyy esim. metal-
lien A ja B seoksessa seosuhteen
mukaan seuraavasti,

Vag = ¢ Va+ (1-¢) V. (910) _______
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9.6. Resistanssi
Tarkastellaan Blochin funktiolla
Pi(r) = Ugg(r) eikr, (9.12)

kuvattuja elektroniaaltoja ideaalisessa kiteessa sahkdkentan
vaikuttaessa. Jos sahkdkenttéd antaa elektroneille kiihtyvyyden
esim. positiivisen x-akselin suuntaan, lyhenee I'-pisteesta
l&htevéan elektronin aallonpituus likemaaran kasvaessa,
kunnes Brillouin-vyéhykkeen reunalla se interferenssin vuoksi
heijastuu takaisin pain ja likemaaran merkki vaihtuu.

Jos kaista on taysi, ei
varauksen nettoliiketta
tapahdu, vaikka jokainen
yksittainen elektroni
tavallaan oskilloi edestakai-
sin. Tallainen aine on
eriste.

A

Jos taas kaista on vajaasti
miehitetty, tapahtuu siron-
taa Fermi-energian 4
laheisyydessa olevilla elek-
troneilla. Talldin syntyy
kentén aiheuttaman k-
miehitysepatasapainon
(Fermi-pallon siirtymisen),

v

ks. kappale 6.4, ja sironnan
valille tasapaino.
Miehitysepatasapainon
vuoksi kulkee sahkdvirta ja
aine on metalli.

v
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Elektronien sironta tapahtuu p&aasiassa jaksollisuuden rikko-
vista fononeista, mutta myds epapuhtauksista, kidevirheista
tms. sirontakeskuksista. Sironnassa elektronit menettavat
energiaansa fononeille, mik& ilmenee makroskooppisesti
séhkdvirran tehohavidina, ns. Joulen Idmpdéna.

Energian ja liikemaaran

séailymislakien mukaisesti

elektronien fononeille

menettdmat energiat ovat

pienia verrattuna elektronien

energioihin, jotka ovat Fermi-

energian Er luokkaa. Liike-

maarien muutokset sen sijaan

ovat suuria, usein likemaaravektori muuttuu likimain vastak-
kaissuuntaiseksi sen itseisarvon muuttuessa vain vahan.

Tarkastellaan seuraavaksi elektronien ja fononien vuorovaiku-
tusta. Elektronien fononisironnan vaikutusala on verrannol-
linen hilassa olevien atomien nelidlliseen keskipoikkeamaan
tasapainoasemastaan (s2) = (x2) + (y2) + (z2) = 3 (x2). Tarkastel-
laan poikkeaman x-komponenttia I&htien liikeyhtélésta

MX = —cx,

missa c on voimavakio tasapainoasemastaan poikkeutettuun
M-massaiseen atomiin kohdistuvassa harmonisessa voimas-
sa.

Tasta saadaan
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Edelliseen perustuen paatellaan, etta resistiivisyyteen vaikutta-
via tekijoité (n, T, m) ja vaikutusmekanismeja voidaan luonneh-
tia seuraavalla tavalla:

(9.13)

Metallin fononeista aiheutuva resistanssi on siis lampétilaan
verrannollinen, mika pitd& hyvin paikkansa ainakin Debye-
lampdtilan (6p = 6g) ylapuolella.

Kun metallien havaitut resistiivisyydet normalisoidaan niiden
Debye-lampdtilojen, ionimassojen ja atomaaristen tilavuuksien
suhteen, ks. kuva 9.33, niin nahdaan, etta

(a) monovalenttisilla metalleilla on alhaisin resistiivisyys ja
(b) viereisilla divalenttisilla metalleilla se on suurempi.

(c) Transitiometallien ja harvinaisten maametallien
resistiivisyys on taas merkittavasti suurempi.

Pyritdan selittdmaan seuraavassa edellisia havaintoja vapaa-
elektronimallin, elektronien kaistarakenteen ja eraiden semi-
klassisten oletusten avulla.

Vapaaelektronimallin johtavuuden lausekkeesta

O = net/m (6.37)
saadaan resistiivisyys
p = m/ ne?t. (9.14)

Siten siis p « m/nr.

(i) Koska vain Fermi-energian laheisyydessé olevat elektronit
voivat osallistua virran kuljettamiseen, on suuri tilatiheys
N(EF) yhteydessa pieneen resistiivisyyteen.

(i) Elektroni—fononisironnan todennékodisyys on
verrannollinen resistiivisyyteen ja klassinen relaksaatioaika
tai tdrmaystaajuus t-! voidaan rinnastaa sironnan
todennakoisyteen

(t1) « for P(kg,kg') dS.

(iii) Elektronien effektiivinen massa riippuu niiden
kaistarakenteesta.

Kohta (i) selittdd monovalenttisten ja divalenttisten metallien
resistiivisyyserot. Jalkimmaisten "effektiivinen" tilatiheys
Fermi-energialla N(Er) on pienempi, koska 1. Brillouin-vy6hyk-
keen reunailmiét pienentavat sita.

Kohta (ii) selittda epapuhtauksien, kidevirheiden ja lampétilan
vaikutusta resistiivisyyteen seka osan transitiometallien huo-
nosta johtavuudesta. Toisen osan transitiometallien huonosta
séhkdnjohtavuudesta selittéda taas kohta (iii). Osoittautuu
nimittain, etta johde-elektronien effektiivinen massa transitio-
metalleissa on suuri, mikd ylikompensoi niiden suuren tilatiney-
den N(Eg) johtavuutta parantavan vaikutuksen.

Tarkastellaan seuraavaksi elektronien kaistarakenteesta johtu-
van effektiivisen massan kasitetta.
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9.6.1. Elektronien effektiivinen massa

Luvussa 6 kaytettiin kasitteita elektronien optinen effektiivinen
massa ja terminen effektiivinen massa empiirisind parametrei-
n& sovittamaan yksinkertaisia malleja havaintoihin. Seuraa-
vassa maaritellaan elektronien kaistarakenteen vaikutukset
huomioonottava dynamiikkaan liittyva effektiivinen massa so-
vittamalla elektroniaallon liiketilojen muutokset noudattamaan
massapisteiden Newtonin liikeyhtalda.

Elektroniaallon ryhménopeus on (1-dimensioisena)
vg = 1/h dE(k)/dk (9.15)
ja toisaalta likemaéara on
p = hk.

Tarkastellaan nyt sdhkdkentéan aiheuttaman voiman F vaiku-
tusta elektronin liikkeeseen
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Elektronin effektiiviseen massaan m* on siis sisallytetty jaksol-
lisen hilan ja elektroniaallon vélinen vuorovaikutus. Siksi se
riippuu aaltovektorista, m* = m*(k), kaistan dispersion kautta.

v

v

v

v

v

v
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Kolmiulotteisessa tapauksessa, jossa elektronien energiakais-
tat ovat erilaiset eri suuntiin, effektiivinen massa on tensori-
suure.

Transitiometallien suuri resistiivisyys huolimatta suuresta d-
tilatiheydesta Ny(Eg) voidaan osaksi selittda d-kaistojen kapeu-
della. Kapeista kaistoista seuraa suuri effektiivinen massa m*.

Transitiometallien s- ja p-elektronienkin osuus johtavuuteen on
vahaisempi kuin yksinkertaisissa metalleissa, koska sirotes-
saan ne voivat muuttua d-elektroneiksi eli sirota d-tiloille.
Tama, ns. s—d-sironta lisda sironnan kokonaistodennakoi-
syytta. Esim. jos s—s- ja s—d-sironnat ovat dominoivia, niin si-
ronnan kokonaistaajuus on

T! = Tl +Tly. (9.21)

Erilaisia resistiivisyyteen vaikuttavia sirontaprosesseja ovat

(a) terminen fononisironta (T > 6p) poxT
(b) kg' = kg fononisironta (T << 6p) p o T3
(c) elektroni—elektroni-sironta p o« T2
(d) epapuhtaussironta Ap

(e) muut, esim. magneettiset sirontaprosessit
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9.6.2. Lejeerinkien resistiivisyys

Metalliseosten resistiivisyys

on aina suurempi kuin seos- A A
tettujen aineiden resistiivisyy-
det puhtaina alkuaineina.
Syyné on se, ettd seosten
atomien jarjestys (jaksolli-
suus) on puhtaita metalleja
pienempi ja elektronien siron-
ta siksi vastaavasti suurempi.

Kokonaislukusuhteisissa seoksissa voidaan nahda mahdolli-
sen superhila-rakenteen tuoman jarjestyksen aiheuttama resis-
tiivisyyden pieneneminen.

9.7. Aukot varauksenkuljettajina

Hall-kokeet osoittavat, ettd metallien varauksenkuljettajat ovat
varaukseltaan negatiivisia, siis elektroneja. Eraiden divalent-
tisten metallien, kuten Zn ja Cd, tapauksessa saadaan mittaus-
tulokseksi kuitenkin positiivinen Hall-vakio, mika viittaa positii-
visesti varattuihin virrankuljettajiin. Tama voidaan ymmartaa
melkein taysien kaistojen

miehittamattdmien elektronitilojen, A
ns. aukkojen (engl. hole) kuljetta-
maan virtaan perustuen.

Tayden kaistan kokonaisliikem&éara
haviaa symmetriasyista,

2iki = 0. (9.22)

v
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Jos kaistan tiloista vain yksi, k;, on miehittdmatta, on kaistan
kokonaisliikeméaéra -7k;, jonka voidaan nyt sanoa olevan kais-
talla olevan aukon liikemaara. Siten siis

ky, = —ke. (9.23)

Sahkdkentén vaikuttaessa siroavat elektronit aukkoon, vertaa
elektroniin miltei tyhjalla johdekaistalla. Siten aukko liikkuu ja
kuljettaa varausta kuten tilalla k oleva positiivisesti varattu
hiukkanen, ja voidaan kirjoittaa

va(k) = ve(k). (9.25) T
Méaéritelladn aukon energia >
seuraavasti: I

En(k) = —Ec(k),

josta seuraa effektiivisille
massoille
m* = 12/ (V2 E), relaatio

mu(k) = —me(k). (9.27)

v

Huomaa, etta talldéin myos
relaatio h v = VxE antaa
tuloksen (9.25)

Sahkokentéan vaikuttaessa ja varauksien liikkuessa aukkojen
ominaisuudet verrattuna elektronien ominaisuuksiin ovat siis

(a) kp-vektori on vastakkainen vastaavan tilan elektronin
aaltovektorille, yht. (9.23).

(b) nopeus on sama kuin vastaavan tilan elektronin nopeus,
yht. (9.25).

(c) varaus on positiivinen, g, = +e.

(d) massa on vastakkaismerkkinen vastaavan tilan elektronin
massalle, yht. (9.27).
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Tarkastellaan elektronia ja auk- 4
koa samassa kaistassa k-ava-
ruudessa. Sahkodkentéan E
vaikuttaessa niiden liiketilat
muuttuvat "yhta matkaa helmi-
nauhana" kaistaa pitkin
Brillouin-vyéhykkeen reunalle,
jossa ne sitten heijastuvat (ks.
kappaleet 6.4 ja 9.6).

v

Sahko- ja magneettikenttien vaikuttaessa aukon liikeyhtalé on
ma= %dkydt = F = e (E + vp,xB). (9.28)

Reaaliavaruudessa erimerkkiset varauksenkuljettajat liikkuvat
sahkodkentan vaikuttaessa vastakkaisiin suuntiin,

mutta talla on merkitysta vain silloin

kun ne ovat eri kaistoissa ja niiden

elinajat ovat pitkia. Talléin esim. puolijohteissa elektronit ja au-
kot voivat lokalisoitua ja jopa muodostaa vetyatomin kaltaisia
sidottuja pareja, ns. eksitoneja.

On syytad huomata, ettd varauksenkuljettajien liiketta voidaan
aina kuvata yhtéa tasmallisesti joko kayttden aukko-kasitetta tai
tarkastelemalla pelkastéén elektronien liiketiloja. Tasapaino-
iimidita tarkasteltaessa ei aukko-kasitetta tavallisesti tarvita
ollenkaan.



