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6. Vapaaelektronikaasu

1

Vapaaelektronikaasu on yksinkertaisin malli metallien elektro-
nirakenteelle (engl. electronic structure). Se selittda kuitenkin

jo monia metallien ominaisuuksia.

6.1. Vapaaelektronikaasun
perusominaisuudet

Elektronirakenteen kuvaamisen tulee aina perustua kvantti-

mekaniikkaan. Vapaaelektronikaasun elektronien
Schrddingerin aaltoyhtélo on

(—h¥2m 0%+ U) @ = ik dy/dt,

missa U on vakiopotentiaalli.

(6.1)
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Edellisen yksielektroniyhtalon ratkaisut ovat muotoa

lIJ = A ei(k-r—cot) +B e—i(k-r + i)

olevia seisovia aaltoja tai eteneviéa aaltoja
A ei(k-r —u)t)_

Todetaan tama:

(6.2)

(6.3)

(6.4)
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Aaltovektorin itseisarvo on
k| = (2mE [ n3)V? (6.5)
ja aaltovektori on itse tavallaan elektronin kvanttiluku.

Huomaa, etta vapaan elektronin
energia

E = vakio x k&

Elektronin aaltofunktio voidaan nor-
mittaa tilavuuteen V,

fyrgdv = A%V =1,
josta seuraa, ettd A =V2 ja
P(r) = VV2eikr, (6.6)
Jokaisen elektronin todennakoisyystiheys on siten
p(r) = V1 = vakio.

Jos metallikide on suorasarmio (sivut L), on kaanteisavaruu-
den (ortorombisen) alkeiskopin s&rmien pituudet 217L,. Koska
jokaiseen koppiin kuuluu yksi tilapiste, on kdanteisavaruuden
tilapisteiston tasainen pistetiheys

N, = 1/V, = 1/(2mL, 2L, 2L,
= LL,L,/8C = V/8r (6.7)
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6.1.1. Fermi-aaltovektori

Tarkastellaan N elektronin miehitettyjen
tilapisteiden muodostamaa palloa, jon-
ka sadetta merkitdan k. ja sanotaan
Fermi-aaltoluvuksi tai Fermi-aaltovek-
toriksi. Tall6in

N/2 = 431k -V /81T,
josta

ke = (B N/V)Y® = (32 n)*B, (6.8)
missa elektronitineys n=N/V.

Fermi-aaltovektoria vastaava suurin energia ns. Fermi-ener-
gia on yht. (6.4) tai (6.5) mukaan

Er = h2kg2/ 2m. (6.9)

6.1.2. Vapaaelektronikaista (eli -vy0d)
Kaanteisavaruudessa k-sateisen pallon sisalla

N =2 431k V/8m =V /3 k3 = V/3r (2mE/ n?)3?,
josta saadaan ns. tilatiheys (engl. density-of-states, DOS)

N(E) = dN/dE =

= V/18r3-2m*E)*2.  (6.12)
Atomaarista tilavuutta Q kohti

N(E) = Q/1Ph3 - 2m*E)¥?

= vakio x E¥2.  (6.13)
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6.1.3. Elektronikaasun plasmavarahtelyt

Tarkastellaan elektronikaasussa
kiekon muotoista tilavuutta, joka
poikkeutetaan tasapainostaan
akselin suuntaan A:n verran.
Jokaiseen poikkeutettuun
elektroniin kohdistuva tasapai-
noa kohti palauttava voima on
harmoninen

F(A) = —eE = —enelgy A,
joten m-massaisten elektronien liikkeyhtaloksi tulee
m d?A/dt> = —nefleg A
ja vastaavan harmonisen varahtelyn kulmataajuus w, saadaan
relaatiosta
w,” = ne?/ ggm. (6.14)

Tama on elektronikaasun plasmavarahtelyjen kulmataajuus.
Plasmavarahtelyjen kvantti on nimeltdan plasmoni (engl. plas-
mon).

6.2. Fermi-parametrien numeerisia arvoja
Elektronitineys on tapana ilmoittaa parametrilla r,, joka
maaritellaan yhtaldiden

431 n = 1 (6.15)
ja
rs = rol &, (6.16)
missa a, on vetyatomin Bohrin radan side (= 0.52A=1B =
yksi Bohr).
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Ns. Fermi-lampatila T maaritellaan relaatiolla
ke Te = Er. (6.17)
Fermi-lampétila vaihtelee tyypillisesti rajoissa 10* — 10° K.
Vapaaelektronikaasun elektronien keskim&ardinen energia on
[E0= [,*FN(E) EdE / [(FN(E) dE = ... = 35E (6.18)
Jos tilatiheys on annettu atomaariselle tilavuudelle Q, niin
Jo"N(E) dE = ny,

missa ny =1, 2, 3, ... =valenssielektronien lukumaara atomia
kohti. Tasta seuraa, etta
N(E) = 32n,/ ES¥? . EY? (6.19)
ja
N(Ep) = 32ny/Eg. (6.20)

6.3. Vertailua kokeellisiin havaintoihin

Elektronit ovat fermioneja ja
siksi elektronien kvanttitilat
on miehitetty Fermi—Dirac-
jakautuman

1

B = ceeyrers1(6:2)

mukaisesti, missa E' on ns.
kemiallinen potentiaali
(engl. chemical potential).
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Jos tilatiheys ei ole vakio Fermi-energian l&heisyydessa, niin
E' =E'(T). Esim. vapaaelektronisysteemille
E' = E-[1-10/12 (T/TR?. (6.22)

Koska T on hyvin suuri, niin kdytanndssa E' = E, joten "taval-
lisissa" lampdtiloissa voidaan kirjoittaa jakautumafunktio muo-
toon

_ 1
fE) = eerersi (6.23)

Kaanteisavaruuden miehitettyjen ja miehittamattomien k-pis-
teiden vélista rajapintaa sanotaa Fermi-pinnaksi (engl. Fermi
surface) ja vapailla elektroneilla Fermi-palloksi (engl. sphere).

6.3.1. Plasmonit

Plasmoneja voidaan virittaa esim. energeettisilla elektroneilla.
Kokeita voidaan tehdd mm. ohuilla metallikalvoilla, jotka
l&apaisevat suurienergisia elektroneja.

6.3.2. Rontgenspektroskopia

Rontgenspektroskopiaa
voidaan kayttaa elektronien
energiatilojen tutkimiseen
synnyttamalla aukko
atomin sisakuorelle ja
tutkimalla virityksen
purkautuessa emittoituvien
fotonien energiajakautu-
maa. Tuloksena saadaan
transitiotodennakaisyyksilla
modifioitu N(E).
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Fotoelektronispektroskopiaa kayttaen saadaan myos tilatihey-
den "kuva" mittaamalla suoraan monokromaattisen pehmean
rontgensateilyn tai UV-valon irrottamien fotoelektronien ener-
giajakautuma.

6.3.3. Elektroniominaislampo

Johde-elektronien osuus metallin ominaislamp66n on pienem-
pi kuin voisi olettaa "elektronikaasu"mallin perusteella. Metal-
leissakin se peittyy fononien ominaislammaon alle paitsi hyvin
alhaisissa lampdtiloissa. Tama johtuu elektronien fermioni-
luonteesta, jonka vuoksi vain termisen energian kgT verran
Fermi-energiasta poikkeavat elektronit voivat osallistua
"lAmmonvaihtoon” ymparistdén kanssa.

Vapaaelektronimallin tarkkaa elektronien ominaislamp6a
C. = U3TCKg?N(ED) T (6.25)

voidaankin approksimoida tarkastelemalla [ammdnvaihtoon
kykenevien elektronien

N(Ep) x 2kgT % 12
kokonaisenergiaa
> = 32kgT x N(Ep) x 2kgT x 112

Tasta saadaan
C, = dX/dT

3N(Ep) kg?T (6.26)
=yT. (6.27)
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Kun yhdistetaan edellinen elektronien osuus (y) ja fononien
osuus (a, yht. (5.9)), niin metallien ominaislamp6 noudattaa
alhaisissa lampdtiloissa lampdtilariippuvuutta

C = \yT+aT?
tai
C/IT = y+aT? (6.28)
Yhtalosta (6.26) voidaan laskea vapaaelektronimallin
Yo = 2.36 mJ mol™ K2 x N(Ep) (6.29)

ja selittaa todellisten metallien poikkeamat tasta elektronien
effektiivisen massan m* avulla

m* /My = Ve /! Yoo (6.30)
missa m, on vapaan elektronin massa.

Toisaalta yhtalosta (6.29) seuraa, etta
yexp/yo = N(EF) / NO(EF)- (631)

6.3.4. Magneettinen suskeptiivisuus

Tarkastellaan seuraavassa
johde-elektronien (lampotilasta
l&hes riippumatonta) ns. Pauli-
paramagnetismia. Se aiheu-
tuu ulkoisen magneettikentan
B, aiheuttamasta populaatioe-
rosta spin—ylos- ja spin—alas-
elektronien tilatiheydessa.
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Magnetoituma on nyt
M = pg (N, =N)),

missa g on elektronin sisdinen magneettinen momentti, ns.
Bohrin magnetoni, ja N, ja N, ovat spin-yl0s- ja spin—alas-
elektronien kokonaisméarat. Koska

N, —N, = 213B, x N(Ep)/2,

niin
M = ug?N(Eg) By (6.32)
ja tasté aiheutuva magneettinen suskeptiivisuus on
K=M/Hy = M /By = gus®N(Ep). (6.33)

Elektronien ns. Landau-diamagnetismi kumoaa osan Pauli-
paramagnetismista. Vapaaelektronikaasulle edellinen on kol-
mannes jalkimmaisesta ja vastakkaismerkkinen.

6.4. Sahkoisia ominaisuuksia

Sahkokentan vaikutuksesta metallin johde-elektronit liikkuvat
ja toimivat virrankuljettajina. Elektronien liikeyhtalo on

m dv/dt + mv/t = —eE, (6.34)

missa mv/t on liiketta hidastava "kitkatermi". Sen voidaan aja-
tella aiheutuvan elektronien sironnasta metallin atomeista ja
epapuhtauksista. Ns. relaksaatioaika kuvaa sironnan
keskimaaraista tormaysvalia tai on ainakin siihen verrannollin-
en.
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Virtaa kuljettavien johde-elektronien hetkelliset nopeudet ovat
Fermi-nopeuden luokkaa (108 cm/s), mutta virtaa kuljettava
kollektiivinen "drift"-nopeus on tyypillisesti vain luokkaa cm/s.

Jos sahkokentta haviaa hetkella t,, niin sironta pysayttaa elek-
tronien drift-likkeen aikavakiolla T,

V() = v(ty) e, (6.35)

Jos taas tilanne on stationaarinen sahkokentan vaikuttaessa,
niin dv/dt = 0 ja yht. (6.34) mukaan

v = —et/mE (6.36)
ja virtatiheys
J = —1nev = neet/mE
seké viela Ohmin lain J = ocE mukaan johtavuus
o = neft/m. (6.37)

Kééanteisavaruudessa
stationaarisen tilan liikke (6.36)
voidaan kirjoittaa muotoon

nOk = —er E, (6.38)

koska mv = 7k.
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Tarkastellaan seuraavaksi hitaasti oskilloivan sdhkdkentan
E(wt) = Eye™™
aiheuttamaa oskilloivaa johde-elektronien drift-nopeutta
vV = voe

ja liikkeeseen liittyvaa johtavuutta. Sijoittamalla nama elek-
tronien liikeyhtaloon mdv/dt + mv/it = —eE (6.34), saadaan

0 = 0,/ (IHw1), (6.39)

missa g, on yhtaléssa (6.37) maaritelty tasavirtajohtavuus.

6.5. Optisia ominaisuuksia

Tarkastellaan vapaaelektronimallin optisia ominaisuuksia el
vuorovaikutusta sdhkomagneettisen aallon

E(wt) = Eje™

kanssa. Tarkastelun laht6kohtana voidaan kayttaa
Ampere—Maxwellin lakia (IV Maxwellin yhtalo)

OxH :J+%?, (6.40)

missa sahkovuon tiheys D =¢,E ja virtatiheys J = oE.
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Ampere—Maxwellin laki voidaan siis kirjoittaa muotoon

OxH = so%—ltz+0E.

Nyt O0E/ot = 4 wE, joten

[x H = (0-iwg) E = GE (6.41b)
tai

[x H = (g,—0oliw) OE/ot

= (go +io/w) OE/0t = € OE/0t. (6.41a)

Siten eristeen tyyppiselle aineelle
£ = gy+iolw = g +i (NE’T) / wM(1-wWT)
ja edelleen suhteellinen permittiivisyys
gleg = 1+ (n€A) /ggm x i T/ w(1-w1)
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Vastaavasti
0 = o—-iwg = (nN€1) I M(1-w1) — i we
seka

Oley =

Vertaamalla nyt edella saatuja lausekkeita voidaan kirjoittaa

0, = W
ja
0, = Wg.
Merkitaan
€(0) = g8 (6.44a)
ja
0(0) = gy0; = WEE,, (6.44b)

joka on ns. optinen johtavuus (engl. optical conductivity).
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Aalto E e aiheuttaa optisen johtavuuden kautta virtoja, joi-
den ohmisina havi6ina voidaan kuvata sm-aallosta aineeseen
absorboituva energia (tai teho). Siten siis 0; eli we, kuvaa
absorptiota.

Kompleksisen taitekertoimen N nelié on

N2 =¢ = 1- w’/ (& +iwt?, (6.45)
jajos T - o (taydellinen johde, ei havioitd), niin
N2 =g - 1- 0¥’ (6.46)

Talléin
(@) jos w>wy,, niin g >0 ja N on puhtaasti reaalinen, mutta
(b) jos w<w,, niin &<0 ja N on puhtaasti imaginaarinen.

Edellisessa tapauksessa véliaine on lapinakyvaa ja jalkimmai-
sessa tapauksessa taas aalto vaimenee véliaineeseen tun-
keutuessaan.
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Tyhjiosta valiaineen pintaan tullessaan sm-aallon heijastusker-
toimelle r ja véliaineen taitekertoimelle N on voimassa relaa-

tio
I = ‘—ll —NP
1+ (6.47)

Jos taitekerroin on reaalinenja N > 1, niin |r|]<1. Jos taas
N =K, niin
I = |(1-ik)/(L+iK)]? = .. = 1.

Siten pinta toimii "peilina”, kun w < w,, ja aine on aallolle
lapinakyva, kun w> w,.

Myb6hempaéa kayttéa varten kirjoitetaan viela yhtélosta (6.42)
Reg = 1- 0/ (WP +T17) = g (6.48)
ja
Ime, = 0/ (W+T7) x 1/ WT = &,. (6.49)

Kun naita lausekkeita verrataan/sovitetaan metallien optisten
ominaisuuksien kokeellisiin w-riippuvuuksiin, voidaan para-
metreja w,, T jne. maarittaa. Tarvittaessa voidaan myos
kayttaa elektronien optista effektiivistd massaa sovitettavana
parametrina.

Nestemaisten metallien
elektronit noudattavat
vapaaelektronimallia
paremmin kuin kiteisen
olomuodon aineen
elektronit.
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6.6. Hall-ilmio6

Kun magneettikentta vaikuttaa sdhkovirran varauksenkuljetta-
jien liikkeeseen, niin johtimeen muodostuu kenttaa ja virtaa
vastaan kohtisuoraan suuntaan jannite, ns. Hall-jannite V,,.
Hall-jannitteen syntyminen perustuu varauksenkuljettajiin koh-
distuvaan Lorentz-voimaan

F = q(E + vxB).
Tasapainossa, jos v o B,

F=qE,+qvB = 0,
josta saadaan

|E4l = vB = JngB = R,JB,
missa

Ry = 1/nq (6.50)

on ns. Hall-vakio.

6.7. Lammonjohtavuus

Lammonjohtokyky eli lammaonjohtavuus K méaaritellaan
relaatiolla

dt L
Kineettisen kaasuteorian mukaan
kaasun lammaonjohtavuus on

K = 13C, BN, (5.42)

Q _  AAT

kun kaasun ominaislampé on C,,
kaasun hiukkasten keskinopeus on
WOja A on hiukkasten
keskimé&arainen vapaa matka.
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Vapaaelektronikaasun tapauksessa
C. = U3TCKg°N(Ep) T. (6.25)

Yhtalon (6.20) mukaan N(Ep) =32 nyEr atomia kohti, joten
N(Ep) =32 n/E¢ tilavuusyksikkoa kohti. Vapaaelektronikaasun
elektroneista ainoastaan Fermi-energian laheisyydessa olevat
kykenevat osallistumaan lammadnjohtavuuteen. Niiden V(= v
ja A=V, kun 1/2mvg? = E.

Sijoitetaan nama yhtaloon (5.42),

K = v3C,INOA
Siten siis

K = u31@kg? nt/m T. (6.51)
Lammon- ja sdhkonjohtavuuden o, = ne’t/m suhde on

K/o, = (mtkgd)/(36) T, (6.52)

mika on ns. "Wiedemann—Franzin laki".
Lampotilasta rippumaton ja aineelle ominainen suure
K/ogT

on taas nimeltd&n Lorenzin luku (engl. Lorenz number).
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6.8. Elektronien valisista
vuorovaikutuksista

6.8.1. Vaihto- ja korrelaatiovuorovaikutus

Vapaaelektronimallin jokainen elektroni kokee taustavarauk-
sen ja muiden elektronien Coulombin potentiaalin keskimaa-
raistettyna vakiopotentiaalina U. Tallaista mallia voitaisiin kut-
sua myads riippumattomien elektronien malliksi. Tasta syysta
jokaisen elektronin aaltofunktio ); voidaan ratkaista samasta
yhden elektronin Schrodingerin yhtalosta

(%2m D2+ U) g, = &y,

eli yksielektroniyhtalosta. Paulin kieltosddnnosté seuraa
Aufbau principle (rakentumisperiaate), jonka vuoksi yksielek-
troniyhtalo on ratkaistava kaikille energioille 0 < ¢, <eg.

Koska elektronien keski-
maaraistetty potentiaali
kuitenkin riippuu elektronien
aaltofunktioiden maaraamasta
varausjakautumasta, on kaikki
yksielektroniaaltofunktiot
ratkaistava itseytyvasti (engl.
self-consistent).

Riippumattomien elektronien
muodostaman joukon kokonais-
aaltofunktio voidaan kirjoittaa yksielektronifunktioiden tulona

W, Mo s Iy) = C () Wolry) - Wn(ry)
C Micy Wi(ry). (6.53)

Tassa normitustekija C =1, jos kaikki yksielektronifunktiot on
erikseen normitettu.
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Elektronisysteemin (tai yleisemmin fermionijoukon) ns. Paulin
kieltosdantd (Kahden elektronin kaikki kvanttiluvut eivét voi ol-
la samat) on seurausta siita, etta fermionijoukon kokonaisaal-
tofunktion on oltava antisymmetrinen (Paulin periaate).
Talloin ei enda olekaan kyse riippumattomista elektroneista.

Elektronijoukon kokonaisaaltofunktio voidaan antisymmetrisoi-
da kirjoittamalla se ns. Slaterin determinantiksi

LIJa(rl) lJJa(FZ) lJ-Ja(rN)
Wp(ry) Wy(ra) ... Wp(ry)

Wy, ry..ry) = : : : (6.54)
Br) B W)

=Cdet [P (ry) Wy(ry) - Wn(ra) |,

missa jalkimmaisessa lyhennetyssa muodossa luetellaan ai-
noastaan determinantin diagonaalielementit. Normitustekija
on nyt C=(1/N¥2,

Determinanttiesitys sisaltdd mukavalla tavalla antisymmetrisen
aaltofunktion ominaisuudet ja em. kieltosaéannon. Kahden
elektronin vaihto vastaa determinantin kahden rivin vaihtoa,
josta seuraa determinantin merkin vaihtuminen. Jos kahden
elektronin kvanttiluvut ovat samat, on determinantissa kaksi
samanlaista saraketta ja se haviaa identtisesti.

Tallaista mallia, jossa elektronien keskinéiset vuorovaikutukset
on keskimaaraistetty siten, etta kunkin elektronin tila on
maaritelty omilla kvanttiluvuillaan ja voidaan siten ratkaista
erikseen sanotaan yksielektronimalliksi (engl. one.electron
model). Vapaaelektronikaasussa kvanttiluku i — K.
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Kahden elektronin Y(r) ja Wy(r) valinen Coulombin repulsio-
energia on (atomiyksikoissa 1/4ttg, = 1)

C= 4§(¢0 f Wa(ra) Wa(ry) % Wo(r2)Pip(r2) dry dro,

(6.55)
jonka tavanomainen merkintéa on J(ab). Kun elektronien spin-
funktiokin otetaan viela huomioon, niin aaltofunktion
antisymmetrisyydesta seuraa viel& samanspinisten elektronien
vdlille ns. vaihtovuorovaikutus (engl. exchange interaction)

3=.& f Walrs) Wir2) 7 Wi(ra) Wu(rs) dry drz,

4mg (6.56)

jonka eras tavanomainen merkinta taas on K(ab).

Atomien ja molekyylien tapauksessa pelkka vaihtovuorovaiku-
tuksenkin huomioonottaminen parantaa yhteensopivuutta ha-
vaintojen kanssa, mutta elektronikaasun tapauksessa myos
elektronien ns. korrelaatio (engl. correlation) on myds otettava
huomioon. Korrelaatiota sanotaan myds monen kappaleen
iimiodksi (engl. many-body effect). Korrelaatioilmio "haivyttaa"
yksielektronikuvan.
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6.8.2. Elektronikaasun varjostus

Tarkastellaan seuraavaksi, millaisen vasteen eli varjostuksen

(engl. screening) elektronikaasu aiheuttaa ulkoiseen hairiéon.

Olkoon ulkoinen hairi6 varauksen Q aiheuttama pallosymmet-
rinen Coulombin potentiaali V(r). Talldin Maxwellin | yhtalosta
[1- E =Ap/ gy, saadaan Poissonin yhtalo

0%V(r) = -Dp(r) / &, (6.57)
misséa Ap(r) on hairion
V(r) aiheuttama muutos
varaustiheyteen. Jos
hairié on pieni, niin
Dp(r) =—€*V(r) x N(Ep) ja
0°V(r) = V() N(Ep) / &
= )\Ozv(r)’
misséa
Ao® = €@N(Ep) /g, (6.58)
ja Ag on ns. Thomas—Fermi-parametri.
Poissonin yhtalon ratkaisu on muotoa
V(r) = (Q/4attgyr) x exp(—Ayr), (6.59)

ja silla on oikea asymptoottinen kayttaytyminen:
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/. Elektronit jaksollisessa
potentiaalissa

7.1. Vapaista atomeista kiteisiin

Atomien sisakuorten elektronien tilat ovat hyvin samanlaiset
vapaissa atomeissa ja kiinteassé aineessa. Energiaero, joka
on luokkaa eV, on ns. kemiallinen siirtyma (engl. chemical
shift). Valenssielektronien tilat sen sijaan muuttuvat ratkaise-
vasti niiden sitoessa vapaat atomit toisiinsa kiintedksi aineek-
Si.

7.2. Energiarako eli kielletty energia-alue

Kiteen johde-elektronien
kokema potentiaali on jaksol-
linen. Tarkastellaan yksidi-
mensioisena mallina sille po-
tentiaalia

U(x) = Uy + U, cos(2rx/a),
(7.1)

kun kiteen pituus L on hyvin
suuri. Rajalla U; - 0 saa-
daan vapaaelektronimalli. Samoin, jos a - oo tai vastaavasti
k — O (tai k << 17a), ovat elektronitilat vapaiden elektronien kal-
taisia. Talloin

Pkx) = Ae; k<<tra
ja

E = #%k?2m.,
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Tarkastellaan stationaaristen tilojen yksielektroniyhtalon
(222m D+ U) @ = &,

ratkaisuja yhdesséa dimensiossa
Po(kx) = A e+ B ek (7.2)

Nama kuvaavat etenevia tai seisovia aaltoja riippuen vakioista
A ja B, jotka taas riippuvat aaltovektorista k. Jos k = 173, saa-
daan A =B =V2 C ja seisovat aallot

P,(kx) = C (e +e ) = 2C cos kx
ja (7.3)
P_(k,x) = C (e —e ) = 2iC sin kx,

joiden todennékdisyystiheydet ovat

P, P,* = 4C? cos?kx = 2AZcos?(Tx/a) (7.4)
ja
P_P* = 4C%sin?kx = 2A2sin}(1ix/a). (7.5)
Huom! Vapaiden elektronien todennékdisyystiheydet ovat
|A ek 2 = A2, (7.6)
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Aaltofunktioiden y, ja Y_
kineettiset energiat ovat
samat, mutta potentiaali-
energiat erilaiset.

Naiden ominaistilojen
energiaero muodostaa
kaistaraon (tai energia-
aukon) (engl. band gap)
kohtaan k = tva korjauk-
sena vapaaelektronimal-
lin energiaan E = #2k?/2m.

7.3. Brillouin-vydhykkeet ja johtavuus

Seisovat elektroniaallot
syntyvat jaksollisuuden seu-
rauksena jokaiseen suun-
taan, johon jaksollisuutta
esiintyy. Tallaiset aaltovek-
torin k arvot toteuttavat
Braggin heijastusehdon

2k-G-G? =0, (5.41)

missa G on jokin k&anteis-
hilavektori, ja maaraavat
Brillouin-vy6hykkeen rajat.

Koska kaanteishila on jak-

sollinen k&éanteishilavektorin

maaraamalla pituudella,

toistuu "heijastusehdon muokkaama" vapaaelektroni paraabel
jaksollisesti 2r7avéalein. Talla tavalla saadaan erilaisia
"vyOhykekuvauksia".
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Tayttamalla em. tavalla jaksollisuusehto tullaan
sisakkaisvyohykekuvauksesta (engl. extended zone scheme)
rinnakkaisvythykekuvaukseen (engl. repeated or periodic
zone scheme), jossa jo yksi vyohyke sisaltaa kaikki kaistat.
Siksi yksivyohykekuvaukseen (engl. reduced zone scheme)
riittdakin 1. Brillouin-vy6hyke. Talloin p:nnen vyohykkeen k-
piste kuvataan 1. vyohykkeeseen translaatiolla

kip = ki =(p-1) G, (7.7)
misséa p ns. "band index", erdéanlainen paakvanttiluku.

Samoin kuin fononienkin tapauksessa, kappale 5.5 ja yhtalo
(5.31), elektronienkin tilatiheys saadaan muotoon

N(E) = 2V/8TC [gg dS/ |0, E(K), (7.8)

missé integrointi suoritetaan suljetun tasaenergiapinnan S(E)
yli ja tekija 2 tulee elektronien spindegeneraatiosta. Yksiulot-
teisessa tapauksessa integrointi supistuu summaukseksi.

Brillouin-vyohykkeen k-pisteiden
lukumaara on sama kuin kiteen
primitiivikoppien lukumaara.
Tasta, atomaarisesta kannasta
ja kiteen atomien valenssi-
/johde-elektronien lukumaarasta
voidaan yksiulotteisessa
tapauksessa paatella kaistojen
miehitys ja siitd edelleen, onko
(eparealistinen) yksiulotteinen
kide eristeen vai metallin luon-
teinen. Jos kannassa on yksi
atomi ja atomin valenssi on
pariton, niin siitd muodostuva
yksiulotteinen kide on metalli.
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7.4. Kaksidimensioiset hilat

Kun 2-dimensioisen
nelidhilan hilavektori on
a, niin vastaava kaanteis-
hila on myds nelidhila,
jonka kaanteishilavektori
on 2ma. Kaanteishilan
"Wigner—Seitz-koppi" on
sen 1. Brillouin-vy6hyke
ja muut vyohykkeet
saadaan samanlaisella
periaatteella. Kaikkien
Brillouin-vydhykkeiden
tilavuus (tassa siis pinta-
ala) on yhta suuri.

Yksiulotteisen metallikiteen "Fermi-pinnan" muodostavat pis-
teet ki ja K. Kaksiulotteisessa tapauksessa tasaenergia-
kayrat ovat kohtisuorassa Brillouin-vy6hykkeiden reunaviivoja
vastaan ja samoin siis Fermi-pinta, jos kaistojen miehitys ulot-
tuu vybhykerajalle. Ks. kirjan kuvat 7.9. — 7.12. Siten
divalenttisen atomin muodostama kanta ei muodostakaan
"kaksidimensioista eristetta".

Tilatiheyden maarittamiseksi
kaksiulotteisessa tapaukses-
sa lausekkeen (7.8)
integrointi suoritetaan pitkin
tasaenergiaviivaa, ks. kuvat
7.12 - 7.14.
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7.5. Kolmidimensioiset hilat

Kolmiulotteisten hilojen tapauksessa on syytd huomata, etta
Brillouin-vyohykkeet "vastaavat" reaalihilan koordinaatiokoppia
(esim. bcc: 1 atomi/kanta ja fcc: 1 atomi/kanta) eiké yksikko-
koppia (esim. bcc: 2 atomi/koppi ja fcc: 4 atomi/koppi).
Brillouin-vy6hykkeen tilavuus on siten

81T/Q,

missa Q on primitiivikopin tilavuus. Jokaisessa Brillouin-
vybhykkeessa on tilaa spin-degeneraation vuoksi kahdelle
elektronille primitiivikoppia kohti.

Koska Brillouin-vythykkeet ovat kolmiulotteisia monitahokkaita
eli sarmioita, liittyvat tasaenergiapinnat nyt erdénlaisten kaulo-
jen kautta vydhykerajojen eli -seindmien lapi. Tama johtuu
siita, etta tasaenergiapinnat ovat kohtisuorassa seinadmia vas-
taan.

Fermi-pinta on Fermi-energiaa
vastaava tasaenergiapinta.
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7.6. Blochin teoreema

Tarkastellaan kidehilan jaksollista potentiaalia U(x) yhdessa
dimensiossa. Talldin se voidaan kirjoittaa muotoon

Ux) = ¥,U(q) e'™. (7.9)

Jos jakso on a, niin U(X) = U(x+pa), missa p on kokonaisluku,
ja

>qU(Q) &% = 3, U(q) e'a*ea, (7.10)
josta seuraa, etta
glra = 1, (7.11)

Talloin taytyy olla: q=G (= k&é&nteishilavektori), koska
Ga= 2, josta edelleen seuraa, etta

UX) = SgU(G) e'®. (7.12)
Potentiaali U(x) on siis Fourierin sarja komponentteina U(G).
Valitaan elektronin aaltofunktiolle yritteeksi Fourierin sarja
P(x) = 3, c(k) e (7.13)
seka sijoitetaan (7.12) ja (7.13) yksielektroniyhtal66n
[ =#2/2m d?/dx? + U(X)] P(x) = E P(x).
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Siten olemme todistaneet Blochin teoreeman (Felix Bloch,
Z.Physik 52, 555 (1928)):

Ideaalikiteen yksielektronifunktiot ovat muotoa
Wi (r) = U(r) e, (7.18)

joka on jaksollisella funktiolla U, (r+R) = U,(r) moduloitu ta-
soaalto e'*", missa R on hilavektori (21/a yhdessa dim.).
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Atomisydamen eli sisakuorten elektronien (engl. core elec-
trons) kuvaamiseen tasoaallot eivat ole sopivia edella esitetyl-
|& tavalla. Talloin tulisi potentiaalin ja aaltofunktioiden Fourier-
kehitelmiin hyvin paljon termeja. Jos atomisydamet sen sijaan
kuvataan vapaiden atomien orbitaaleilla ja valenssi-/jode-
elektronien kuvaamista varten tarvittavat tasoaallot ortogonali-
soidaan naiden kanssa, niin tallaisia ortogonalisoituja tasoaal-
toja tarvitaan hyvaankin kuvaukseen varsin vahan
(Orthogonalized Plane Wave Method, OPW).

Seuraavassa
vaiheessa voidaan
atomisydamet
kuvata ns. pseudo-
potentiaaleilla,
jotka tavallaan
ortogonalisoivat
valenssi-/johde-
elektronit atomi-
sydamen orbitaali-
en kanssa. lItse
asiassa riittaa, etta
pseudopotentiaali-
en aiheuttama
johde-elektronien
sironta on saman-
lainen kuin
"oikean" atomi-
sydamen aiheuttama.

Pseudopotentiaaleja ja tasoaaltoja (Plane Wave Pseudo-
potential Method, PWPP) kaytetadn nykyisin eniten kiteisten
aineiden elektronirakenteiden numeeriseen laskemiseen.
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7.7. Yksinkertaisten metallien
kaistarakenne

Metalleja, joiden johde-elektronit ovat lahes vapaaelektroni-
mallin mukaisia, sanotaan yksinkertaisiksi metalleiksi (engl.
simple metals). Téallainen on mm. alumiini. Téallaisten metalli-
en johde-elektronien kaistat saadaan olettamalla vapaaelek-
tronikaasuun kidehilan jaksollisuuden mukainen kidepotentiaa-
li, jonka voimakkuus on kuitenkin haviavan pieni (=nolla).
Tama on ns. tyhjan hilan malli (engl. empty lattice).

Oppikirjan kuvassa 7.20 on verrattu tallaisen fcc-rakenteisen
vapaaelektronimetallin ja alumiinin kaistoja, joiden samankal-
taisuus onkin ilmeinen.

7.8. Atomiorbitaalien hybridisaatio

Oppikirjan kuvassa 7.21 on esitetty kaavamaisesti metallien
Na, Mg ja Al seka piin (Si) kaistojen tilatiheydet ja niiden ato-
maarinen alkupera.
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7.9. Transitiometallien d-kaistat

Transitiometallien d-orbitaalien lokalisaatio riippuu voimak-
kaasti niiden miehityksesta. Delokalisaation myota myds d-
kaistojen dispersio voi lisaantya.

Riipuen s- ja d-tilojen symmetriaominaisuuksista, energioista
ja peitosta (engl. overlap) ne voivat hybridisoitua. Muodostu-
via kaistoja tai tilatiheytta sanotaan s—d-resonanssiksi.

7.10. Kolikkometallit Cu, Ag ja Au

Ns. kolikkometallien d-kaistat ovat taysin miehitettyja ja siten
selvasti Fermi-energian alapuolella. Muilta osin naiden metal-
lien elektronirakenne on vapaaelektroniluonteinen. Jos kolik-
kometallien d-orbitaalit luetaan atomisydamiin kuuluviksi, ovat
ne kuitenkin selvasti kookkaammat kuin esim alkalimetallien
atomisydamet. Talla on vaikutusta metallien ominaisuuksiin.

7.11. Harvinaiset maametallit

Harvinaisten maametallien sarjassa tayttyy atomien 4f-orbitaa-
li. Vaikka 4f-orbitaali on siksi korkealla energia-asteikolla, se
on varsin lokalisoitunut 5s- — 6p-orbitaalien "sisdan".

Harvinaiset maametallit ovat varsin reaktiivisia ja hapettuvat
nopeasti.
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8. Metallien koheesio

Kiintean aineen koheesio on seurausta kokonaisenergian
minimoitumisesta vapaiden atomien kondensoituessa
kiintedksi aineeksi (tai nesteeksi). Merkittavin tekija tdssa on
elektronien energia, joskin ytimien valisella repulsiolla on
merkitysta atomien lahietaisyydella.

8.1. Yksinkertaisimmat metallit

Atomien kondensoitu-

essa niiden diskreetit

yksielektronitasot muo-

dostavat kaistoja, joista

alimmat ovat luonteel- %

taan sitovia (engl. o -

bonding) ja ylimmat P

taas hajottavia (eng|. BT

antibonding). Kaistojen ___

energioissa on kaksi -

merkittavaa tekijaa:

(a) niiden leveys, joka kuvaa sitovien ja hajottavien
energioiden eroa, ja

(b) niiden painopisteen energian muutos kondensaatiossa.

Vahvasti yksinkertaistaen voidaan sanoa, etta tekijat (a) ja (b)
ovat merkittavia yksinkertaisimpien alkuainemetallin kohee-
siossa, kun atomien valenssi on pariton ja parillinen, tassa
jarjestyksessa.

Nelivalenttiset alkuaineet voivat usein muodostaa hybridisaa-
tion kautta helpommin eristeité tai puolijohteita.
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8.2. Transitiometallit

Transitiometallien sarjassa koheesioenergian muuttuminen on
ymmarrettavissa kappaleen 8.1. tekijan (a) avulla: aluksi
tayttyvat sitovan luonteiset tilat, jonka jalkeen puolesta valista
alkaen taas hajottavat.

8.3. Muut metallit

Jos d-kaistat ovat taysin miehitettyjd, voivat ne avustaa kohee-
sioenergian kasvamisessa (=kokonaisenergian minimoimises-
sa) jakamalla sp-kaistat sitoviin ja hajottaviin seka tekemalla
naiden energiaeron vield suuremmaksi.
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0. Metallien ominaisuuksia

9.1. De Haas—van Alphen-ilmid

Jos kide on virheetdn ja lampdtila hyvin matala, voidaan elek-
tronien relaksaatioaikaa T pitaa hyvin pitkdné. Elektronin
likeyhtalo kdanteisavaruudessa on talléin

h dk/dt = —evxB
magneetikentan B vaikuttaessa. Koska
v=0OE/n,

on dk/dt tasaenergiapinnan tangentin suuntainen ja elektronin
energia E pysyy vakiona. Elektronin k-piste liikkuu siis jatku-
vasti B:ta vastaan kohtisuoran tason ja tasaenergiapinnan
leikkausviivalla.

Koska myds 7k = mv, niin v = zk/m, ja
dk/dt = emB x K.

Olkoon nyt B z-akselin suuntainen, jolloin edellinen yhtalo voi-
daan jakaa komponentteihin
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Siten xy-tasossa tapahtuvalle kiertoliikkeelle tulee taajuudeksi
ns. syklotronitaajuus

w, = eB/m.

Syklotroniliike on harmonista oskillointia seka x- etta y-suun-
nassa. Se on kvantittunut siten, etta

Ey = hw (L + 12), (9.1)

missa L =0, 1, 2, .... Liikke z-suunnassa ei ole kvantittunut,
vaan

E, = n%k,2/ 2m.

Kvantittumisen seurauksena muodostuu elektronien k-pisteis-
ta sisakkaisia sylinteripintoja IM-pisteen kautta kulkevan ja
magneettikentan suuntaisen akselin ymparille. Naiden sylin-
teripintojen k-pisteiden energiat ovat E,, +E,. Kvanttilivun L
mukaan néitd sanotaan Landau-tasoiksi.

Landau-tasojen energiakvantti 7w, = eB/m kasvaa magneetti-
kentadn mukana ja sen mukana vaihtelee myds Fermi-pallon
maaradma k-pisteiden miehitys. Magneettikentan kasvaessa
ylimpien miehitettyjen Landau-tasojen miehitys vahenee
nollaan Fermi-pallon

jaadessa kokonaan

vastaavan sylinterin

sisdan. Landau-

tason tyhjeneminen

on voimakkainta

silloin, kun sita vas-

taava sylinteripinta

sivuaa Fermi-palloa.
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Miehitetty Landau-taso muodostaa k-avaruuteen ympyran,
jonka séde on k_ja pinta-ala 1k > Koska E,, = E, = n%k ?/2m,
niin k 2 = 2m E, /h? ja perédkkaisten Landau-tasojen energiaan
ja magneettikenttddn verrannollinen pinta-alaero on

AA, = TAK ?) = 2rmhw, / 72,
ja koska w. = eB/m, saadaan lopulta
AA| = 21EeB /. (9.2)

Magneettikentan indusoima Landau-tasoon liittyva elektronien
syklotronilike muodostaa magneettisen momentin, joka
(Lenzin lain mukaan) on vastakkaissuuntainen kentan kanssa.
Kyse on siten diamagnetismista. Koska nyt magneettikentan
muuttuessa ja Landau-tasojen miehitysten muuttuessa sen
seurauksena, elektronijoukon magnetoituma muuttuu (ja
monet muut magneettiset ominaisuudet sen mukana). Muutos
oskilloi magneettikentdn muuttuessa jakson maaraytyessa
perakkaisten Landau-tasojen tyhjenemisesta. Tatd kutsutaan
de Haas—van Alphen-ilmioksi.

De Haas—van Alphen-oskillointi voidaan siis liittda em. pinta-
alaeroon AA, siten, etta kvanttiluvun L muutos yhdella vastaa
yhta jaksoa, eli kun

Ao/ AA; muuttuu yhdella, (9.3)
missa A, = (L + 1) AA,. Siten jakson pituutta vastaa muutos
A(UB) = 2me/ hA,. (9.4)

Mikéali Landau-kiertopiireja on useampia eri kokoja ("belly" ja
"neck"), saadaan mittauksista useampia jaksonpituuksia ja
nahdaan mahdollisesti niiden interferenssi-ilmioita.
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De Haas—van Alphen-ilmion kautta paastaan em. tavalla mit-
taamaan Landau-tasojen pinta-aloja ja siten Fermi-pallon
kokoa ja rakennetta. Orientoimalla kidetta eri suuntiin
magneettikentan suhteen saadaan riittavasti tietoa koko
Fermi-pinnan konstruoimiseksi.

Metallien Fermi-pinnat eivat tietenk&éan ole kovin tarkasti
Fermi-palloja, mika aiheuttaa mittausten tulkintaan viel& moni-
mutkaisuutta.

Oppikirjassa on kerrottu yksityiskohtaisesti kuinka metallin
erilliskiteesta (engl. single crystal) mitataan de Haas—van
Alphen-signaali.

0.2. Termisia ominaisuuksia

Vajaasti tayttynyt d-kaista
vaikuttaa merkittavasti transi-
tiometallien useisiin ominai-
suuksiin: ominaislampo,
magneettinen suskeptiivi-
suus, héyrystymislampo,
koheesioenergia, jne.

Ottaen huomioon seké

elektronien ettéd fononien

kontribuutiot metallin

ominaislampo on vapaaelektronimallin mukaan

C = yT+aT3, (6.28)
missa elektronien osuus siséltyy vakioon
y = 2.36 N(Ep), (6.29)

kun [y] = mJ molL K= ja [N(Ep)] = eV-Yatomi.
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Metallilejeerinkien (engl. alloy) seossuhteilla voidaan saataa
d-kaistan miehitysta ja siten tavallaan "virittad" metallien omi-
naisuuksia.

9.3. Magneettinen suskeptiivisuus

Yksinkertaiset metallit ovat tyypillisesti diamagneettisia, koska
niiden tapauksessa johde-elektronien Pauli-paramegnetismi
peittyy atomisydamien diamagneettiseen kontribuutioon.

Transitiometallit ovat taas tyypillisesti (Pauli-)paramagneettisia
niiden suuren N(Ep):n vuoksi. Johtuen d-kaistan tilatiheyden
muodosta niiden paramagneettisuus on usein ainakin heikosti
lAampdotilasta riippuvaa.

Metallien Fe, Co ja Ni ferromagneettisuus johtuu siita, etta
niilla on lokalisoituneet (atomaariset) vajaasti tayttyneet d-
orbitaalit, joilla on spontaaniin jarjestykseen pyrkivd magneet-
tinen momentti.

9.4. Spektroskopiaa

Vapaaelektronimallin puitteissa tarkastellut metallien optiset
ominaisuudet, mm. absorptio, eivat perustuneet elektronien
kaistarakenteeseen. Elektronien transitiot tapahtuivat siten
samassa kaistassa eli kaistan sisaisina (engl. intraband transi-
tion).

Elektronisia transitioita
voi kuitenkin tapahtua
my06s kaistojen valisina
(engl. interband transi-
tion).
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Kaikissa transitioissa taytyy seka energian etta likemaaran
sailya, joten

ki = ki + Ak
ja
E; = E +AE.
Néakyvan valon fotonille, esim. A = 600 nm
Ok =
mutta fononeille tyypillisesti
Ak =

Siten fononien osallistuminen liikkemé&é&ran ja energian vaihtoon
mabhdollistaa "intraband"-transitiot. "Interband"-transitiot taas
vaativat tyypillisesti nakyvan valon fotonien energioita, mutta
talloin taas Ak jaa pieneksi ja transitiot ovat yleensa suoria
(engl. direct), jolloin

ki = k; £ G.

Interband-transitioiden aiheuttama ns. optinen johtavuus eli
fotojohtavuus (engl. optical conductivity) on

0 = c/w’ M2 N,pos(fiw), (9.10)

missd M on transition
matriisielementti ja 7w
on fotonin energia.

Rontgen—fotoelektroni-
spektroskopialla (engl.
x-ray photoemission)
saadaan suoraa tietoa
metallien elektronien
tilatiheyksista.
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9.5. Lejeerinkien elektronirakenteesta

Metalliseosten eli -lejeerinkien muostumiselle olennainen
tekija on metallien liukoisuus toisiinsa. Mikali seoksen aineet
eivat ole liukoisia toisiinsa tai muodosta kemiallista yhdistetta,
on niilla tavallisesti taipumus muodostaa erkaumia eli saman
alkuaineen atomit klusteroituvat erilleen seoksesta.

Lejeerinkien muodostumisessa voidaan voidaan katsoa vai-
kuttavan mm. seuraavien oleellisten tekijoiden:

(i) Atomien koko: Mikali atomien kokoero on enemman kuin
15% ei liukenemista yleensé tapahdu

(i) Sahkokemiallinen tekija: Mita suurempi on atomien elek-
trongatiivisuusero, sitéd suurempi on niiden taipumus muodos-
taa kemiallinen yhdiste liuoksen sijaan.

(i Valenssitekija: Matalan valenssin metallit liuottavat hel-
posti suuren valenssin metalleja.

Metallilejeeringin elektronirakeen
ymmartamiseksi voidaan ensim-
maisena approksimaationa olettaa,
etta jokaisella metalliatomilla on
sen oma, sille tyypillinen, poten-
tiaalinsa sen valittomassa
ymparistéssa. Keskiméaarainen
potentiaali maaraytyy esim. metal-
lien A ja B seoksessa seosuhteen
mukaan seuraavasti,

Vg = CV,+ (1) Vg (9.10)
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9.6. Resistanssi

Tarkastellaan Blochin funktiolla

Py (r) = Uya(r) X, (9.12)

kuvattuja elektroniaaltoja ideaalisessa kiteessé sahkokentan
vaikuttaessa. Jos sadhkodkenttd antaa elektroneille kiihtyvyy-
den esim. positiivisen x-akselin suuntaan, lyhenee I'-pisteesta
l&htevan elektronin aallonpituus liikemaaran kasvaessa,
kunnes Brillouin-vydhykkeen reunalla se interferenssin vuoksi
heijastuu takaisin pain ja likemaaran merkki vaihtuu.

Jos kaista on taysi, ei
varauksen nettoliiketta
tapahdu, vaikka jokainen
yksittainen elektroni
tavallaan oskilloi edes-
takaisin. Tallainen aine on
eriste. Jos taas kaista on
vajaasti miehitetty,
tapahtuu sirontaa Fermi-
energian laheisyydessa
olevilla elektroneilla.
Talloin syntyy kentan
aiheuttaman k-miehitys-
epatasapainon (Fermi-
pallon siirtymisen), ks.
kappale 6.4, ja sironnan
valille tasapaino.
Miehitysepatasapainon
vuoksi kulkee sahkovirta ja
aine on metalli.
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Elektronien sironta tapahtuu paaasiassa jaksollisuuden rikko-
vista fononeista, mutta myds epapuhtauksista, kidevirheista tai
tms. sirontakeskuksista. Sironnassa elektronit menettavat
energiaansa fononeille, mika ilmenee makroskooppisesti
sahkovirran tehohaviéina, ns. Joulen [Ampona.

Energian ja liikem&aran

sailymislakien mukaisesti

elektronien fononeille

menettamat energiat ovat

pienia verrattuna elektronien

energioihin, jotka ovat Fermi-

energian E; luokkaa.

Liikemaarien muutokset sen

sijaan ovat suuria, usein likemaaravektori muuttuu vastakkais-
merkkiseksi sen itseisarvon muuttuessa vain vahan.

Tarkastellaan seuraavaksi elektronien ja fononien vuorovaiku-
tusta. Elektronien fononisironnan vaikutusala on verrannollin-
en hilassa olevien atomien nelidlliseen keskipoikkeamaan
tasapainoasemastaan [$°[F X?[+ [y?[+ 220 3 [X[] Tarkastel-
laan poikkeaman x-komponenttia lahtien liikeyhtalosta

MX = —cX,

mMissé ¢ on voimavakio tasapainoasemastaan poikkeutetun M-
massaiseen atomiin kohdistuvassa harmonisessa voimassa.

Tasta saadaan
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(9.13)

Metallin resistanssi on siis lampdtilaan verrannollinen, mika
pitd& hyvin paikkansa ainakin Debye-lampdtilan (6, = 6g)
ylapuolella. Kun metallien havaitut resistiivisyydet normalisoi-
daan niiden Debye-lampdtilojen, ionimassojen ja atomaaristen
tilavuuksien suhteen, ks. kuva 9.33, niin ndhdaan, etta

(a) monovalenttisilla metalleilla on alhaisin resistiivisyys ja
(b) viereisilla divalenttisilla metalleilla se on suurempi.

(c) Transitiometallien ja harvinaisten maametallien
resistiivisyys on taas merkittavasti suurempi.

Pyritaan selittimaan seuraavassa edellisia havaintoja vapaa-
elektronimallin, elektronien kaistarakenteen ja erdiden semi-
klassisten oletusten avulla.

Vapaaelektronimallin johtavuuden lausekkeesta

o =neft/m (6.37)
saadaan resistiivisyys
p = m/ner. (9.14)

Siten siis p O m/nt.
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Edelliseen perustuen paatellaan, etta resistiivisyyteen vaikut-
tavia tekijoita (n, T, m) ja vaikutusmekanismeja voidaan luon-
nehtia seuraavalla tavalla:

(i) Koska vain Fermi-energian laheisyydessa olevat elektronit
voivat osallistua virran kuljettamiseen, on suuri tilatiheys
N(Ep) yhteydessa pieneen resistiivisyyteen.

(i) Elektroni—fononisironnan todennakaisyys on
verrannollinen resistiivisyyteen ja klassinen relaksaatioaika
tai tormaystaajuus 1 voidaan rinnastaa sironnan
todennakoisyteen

E00 Jg P(ke ke) dS.

(i) Elektronien effektiivinen massa riippuu niiden
kaistarakenteesta.

Kohta (i) selittdd monovalenttisten ja divalenttisten metallien
resistiivisyyserot. Jalkimmaisten "effektiivinen" tilatiheys
Fermi-energialla N(Eg) on pienempi, koska 1. Brillouin-vyohyk-
keen reunailmitt pienentavat sita.

Kohta (ii) selittaa epéapuhtauksien, kidevirheiden ja lampétilan
vaikutusta resistiivisyyteen seka osan transitiometallien huo-
nosta johtavuudesta. Toisen osan transitiometallien huonosta
sahkonjohtavuudesta selittaa taas kohta (iii). Osoittautuu
nimittain, etta johde-elektronien effektiivinen massa transitio-
metalleissa on suuri, mika ylikompensoi niiden suuren tilati-
heyden N(E;) johtavuutta parantavan vaikutuksen.

Tarkastellaan seuraavaksi elektronien kaistarakenteesta johtu-
van effektiivisen massan kasitetta.
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9.6.1. Elektronien effektiivinen massa

Luvussa 6 kaytettiin kasitteita elektronien optinen effektiivinen
massa ja terminen effektiivinen massa empiirisind parametrei-
na sovittamaan yksinkertaisia malleja havaintoihin. Seuraa-
vassa maaritellaan elektronien kaistarakenteen vaikutukset
huomioon ottava dynamiikkaan liittyva massa sovittamalla
elektroniaallon liiketilojen muutokset noudattamaan massapis-
teiden Newtonin liikeyhtaloa.

Elektroniaallon ryhmanopeus on (1-dimensioisena)
Vg = Un dE(K)/dk (9.15)
ja toisaalta likemaéara on
p = hk.

Tarkastellaan nyt sdhkdkentan aiheuttaman voiman F vaiku-
tusta elektronin liikkkeeseen
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Elektronin effektiiviseen massaan m* on siis siséllytetty jaksol-
lisen hilan ja elektroniaallon valinen vuorovaikutus. Siksi se
riippuu aaltovektorista, m* = m*(k), kaistan dispersion kautta.
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Kolmiulotteisessa tapauksessa, jossa elektronien energiakais-
tat ovat erilaiset eri suuntiin, effektiivinen massa on tensori-
suure.

Transitiometallien suuri resistiivisyys huolimatta suuresta d-
tilatiheydesta Ny(Er) voidaan osaksi selittda d-kaistojen kapeu-
della. Kapeista kaistoista seuraa suuri effektiivinen massa m*.

Transitiometallien s- ja p-elektronienkin osuus johtavuuteen on
vahaisempi kuin yksinkertaisissa metalleissa, koska sirotes-
saan ne voivat muuttua d-elektroneiksi eli sirota d-tiloille.
Tama, ns. s—d-sironta lisaa sironnan kokonaistodennakoi-
syytta. Esim. jos s—s- ja s—d-sironnat ovat dominoivia, niin si-
ronnan kokonaistaajuus on

T = T+ 1. (9.21)

Erilaisia resistiivisyyteen vaikuttavia sirontaprosesseja ovat

(a) terminen fononisironta (T > 6p) pOT
(b) k¢' = ke fononisironta (T << 6p) pOT
(c) elektroni—elektroni-sironta p OT?
(d) epapuhtaussironta Ap

(e) muut, esim. magneettiset sirontaprosessit
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9.6.2. Lejeerinkien resistiivisyys

Metalliseosten resistiivisyys
on aina suurempi kuin seos-
tettujen aineiden resistiivis-
yydet puhtaina alkuaineina.
Syyna on se, etta seosten
atomien jarjestys (jaksolli-
suus) on puhtaita metalleja
pienempi ja elektronien
sironta siksi vastaavasti
suurempi.

Kokonaislukusuhteisissa seoksissa voidaan nahda mahdolli-
sen superhila-rakenteen tuoman jarjestyksen aiheuttama re-
sistiivisyyden pieneneminen.

9.7. Aukot varauksenkuljettajina

Hall-kokeet osoittavat, ettd metallien varauksenkuljettajat ovat
varaukseltaan negatiivisia, siis elektroneja. Erdiden divalent-
tisten metallien, kuten Zn ja Cd, tapauksessa saadaan mit-
taustulokseksi kuitenkin positiivinen Hall-vakio, mika viittaa
positiivisesti varattuihin virrankuljet-

tajiin. TAma voidaan ymmartaa

melkein tdysien kaistojen

miehittdmattdomien elektronitilojen,

ns. aukkojen (engl. hole) kuljetta-

maan virtaan perustuen.

Tayden kaistan kokonaisliikemé&aara
haviaa symmetriasyista,

Tk = 0. (9.22)
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Jos kaistan tiloista vain yksi, k;, on miehittamatta, on kaistan
kokonaisliikemaara —7k;, jonka voidaan nyt sanoa olevan
kaistalla olevan aukon likem&éara. Siten siis

Ky = K (9.23)

Piirtamalla valenssikaista
siten, ettd aukkojen ener-
gia on yléspain, ndhdaan,
etta

En(k) = —Edk).
Koska 7nv = [J, E, saadaan
Vih(K) = vgk). (9.25)

Edelleen, koska

m* = /2 / (O,2E), seuraa
effektiivisille massoille
relaatio

my(k) = —mg(k). (9.27)

Sahkokentan vaikuttaes-
sa ja varauksien liikkues-
sa aukkojen ominaisuudet
verrattuna elektronien
ominaisuuksiin ovat siis

(a) ky-vektori on vastakkainen vastaavan tilan elektronin
aaltovektorille, yht. (9.23).

(b) nopeus on sama kuin vastaavan tilan elektronin nopeus,
yht. (9.25).

(c) varaus on positiivinen, g, = +e.

(d) massa on vastakkaismerkkinen vastaavan tilan elektronin
massalle, yht. (9.27).
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Tarkastellaan elektronia ja
aukkoa samassa kaistassa k-
avaruudessa. Sahkokentan E
vaikuttaessaniiden liiketilat
muuttuvat "yhta matkaa helmi-
nauhana" kaistaa pitkin
Brillouin-vy6hykkeen reunalle,
jossa ne sitten heijastuvat (ks.
kappaleet 6.4 ja 9.6).

Sahko- ja magneettikenttien vaikuttaessa aukon liikeyhtald on
ma= ndk/dt = F = e(E + v,xB). (9.28)

Reaaliavaruudessa erimerkkiset varauksenkuljettajat liikkuvat
sahkokentan vaikuttaessa vastakkaisiin suuntiin,

mutta talla on merkitysta vain silloin

kun ne ovat eri kaistoissa ja niiden

elinajat ovat pitkia. Talléin esim. puolijohteissa elektronit ja
aukot voivat lokalisoitua ja jopa muodostaa vetyatomin
kaltaisia sidottuja pareja, ns. eksitoneja.

On syyta huomata, ettd varauksenkuljettajien liiketta voidaan
aina kuvata yhta tasmallisesti joko kayttden aukko-kasitetta tai
tarkastelemalla pelkéastaan elektronien liiketiloja. Tasapaino-
IImidita tarkasteltaessa ei aukko-k&sitetta tavallisesti tarvita
ollenkaan.
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10. Puolijohteista

Puhtaiden puolijohteiden valenssikaista on taysin miehitetty ja
johtavuuskaista taas miehittaméatdn hyvin alhaisissa lamp6-
tiloissa. Niiden valenssielektronien lukumaara on siis parilli-
nen ja sidokset kovalenttisia. Puhtaat puolijohteet ovat siis
eristeita alhaisissa lampotiloissa, mutta tavallisissa lampo-
tiloissa ne tulevat johtaviksi elektronien virittyessa termisesti
valenssikaistalta johtavuuskaistalle. Siten puolijohteiksi voi-
daankin maaritella ne eristeet, joiden kaistarako E, on pienem-
pi kuin ~2 eV.

Termisen virityksen lisdksi voidaan varauksenkuljettajia gene-
roida puolijohteisiin optisilla virityksilla tai seosteaineilla (engl.
dopant, doping).

10.1. Itseispuolijohde

Itseispuolijohteiksi sanotaan niité puolijohteita, joiden varauk-
senkuljettajat perustuvat termiseen viritykseen kaistaraon yli.
Siksi niiden johtavuus

0 = ne’t,/ m,+ pe’t,/ m, (10.1)

riippuu erittéain voimakkaasti lampotilasta, koska elektronien ja
aukkojen tiheydet n ja p riippuvat siita.
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Elektronien tilatiheysfunktio on (6.12)

N(E) = V/212 (2m/h?)%? (E — Ex)Y? (10.6)
ja aukkojen vastaavasti
N,(E) = V/i2re 2m/n?)¥2 (E, - E)Y2 (10.8)

Itseispuolijohteiden Fermi-energia on kaistaraon puolivalissa
ja talléin elektronien Fermi-Dirac-jakautuman hantaa johta-
vuuskaistassa voidaan approksimoida Boltzmannin jakautu-
malla,

f(E) = 1/[1+exp[(E-E)/ksT] = exp[«(E-E)/KsT].

Sama approksimaatio voidaan tehda aukkojen jakautumafunk-
tiolle valenssikaistassa,

fE) = 1/[1+exp[(E—E)/ksT] = exp[~(E—E)/KsT].



Elektroni- ja aukkokonsentraatiot
voidaan siten laskea:
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Edelld saaduista varaustiheyksista saadaan edelleen
np = 4 (kgT /21?3 (mom,)¥? exp[(E—E,)/ksT]  (10.16)

Tata sanotaan usein massavaikutuksen laiksi. Itseispuolijoh-
teen varaustiheydet ovat siis yhtasuuret

n =p. (10.17)
Itseisjohtavuus on siten
o, = NeT,/ my+ peft,/ my,.
Relaksaatioajan ja massan osuutta johtavuuden lausekkeessa
He = et/ m
sanotaan liikkkuvuudeksi, jolloin siis
O = M€l + PieY, . (10.20)

Koska liikkuvuuden lampétilariippuvuus on pieni verrattuna va-
raustineyksien eksponentiaaliseen riippuvuuteen, voidaan
edelld olleen perusteella kirjoittaa

G = A exp[-Ey/2KsT]. (10.21)

Siten puolijohteen johtavuuden lampétilariippuvuudesta voi-
daan laskea sen kaistaraon suuruus. Toisaalta kaistarako riip-
puu hieman lampdtilasta.
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10.2. Puolijohteiden kaistarakenteesta
Ks. kirjan kuvia 10.4 — 10.6 + muita mahdollisia

Kaistarako on suora
(engl. direct), jos
valenssikaistan
maksimi ja johta-
vuuskaistan minimi
ovat samassa
k&anteisavaruuden
pisteessa, tavallises-
ti [-pisteessa.
Alkuainepuolijoh-
teilla pii (Si) ja
germanium (Ge) on
epasuora kaistarako.

Yhdistepuolijohteiden kaistaraon suuruutta ja laatua voidaan
"viritta&" seossuhteella.

Kaistarako voidaan mitata suoraan optisella absorptiolla.

10.3. Seostepuolijohteet

Seostamalla puolijohteita sopivasti vierailla alkuaineilla niihin
saadaan halutut varauksenkuljettajakonsentraatiot.

10.4. Muuta puolijohteista
Yhdistepuolijohteista

Oksidipuolijohteet

Amorfiset puolijohteet

p—n-liitos

* Puolijohdelaser
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