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8. Statistinen fysiikka

Monien makroskooppisten ilmididen selitys perustuu atomimittakaavan klassilliseen
mekaniikkaan. Téllaisia ovat esimerkiksi faasinmuutokset: kiechuminen, sulaminen ja jaaty-
minen. Samoin téllaisten ilmididen kuvaamiseen kaytettavat fysikaaliset suureet, esim.
paine ja lampdtila, voidaan méaéritellda atomien ja molekyylien klassillisen dynamiikan ja
sailymislakien avulla.

Tallaisten makroskooppisten ilmididen takana

olevien hyvin suurten hiukkasjoukkojen it
kuvaamiseen riittda niiden jakautumien tai vain Solid
keskimddréisen ja todennékdisen kdyttdytymisen 1(
statistinen tarkastelu, statistinen mekaniikka ja
kineettinen kaasuteoria, ks. CCR 8.

Critical

Energiansailymislain vuoksi energian
todennakoisin jakautuminen erilaisten reunaehto-
jen vaikuttaessa on statistisen fysiikan
keskeisimpia kasitteitd. Seuraavassa esitellaan
klassillinen Boltzmannin jakautuma seka identtis-
ten/erottumattomien hiukkasten kvanttimekaniikan
muotoilussa tarvittavat Fermi—Dirac- ja
Bose—Einstein-jakautumat, ns. "kvanttistatistiikat".

Pressure P

' Constant-temperature line
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8-1 Klassillinen statistiikka

Klassillisen ja kvanttistatistiikkojen keskeisin jakautuma on siis hiukkasjoukon kokonais-
energian jakautuminen hiukkasten kesken. Klassillisen jakautuman tarkastelun léhtékohtana
on hiukkasten tunnistettavuus ja kvanttistatistiikkojen taas hiukkasten erottumattomuus.

Boltzmannin jakautuma
Tarkastellaan N klassillisen hiukkasen joukkoa, jonka kokonaisenergia on E =M AE, missa
M on kokonaisluku.

4 Kuva 8-1. Ks. CCR 7,
N =6]jaE =8AE.

Tasta seuraa Boltzmannin jakautuma AN
fB(E) = A e*E/kT’ (8-1) 1 ]
missd k = 1.381 x 10723 J/K on Boltzmannin vakio 0 T Y s et S SN S

A i i . i 0 AE 2AE 3AE 4AE 5AE 6AE 7AE 8AE
ja A on sopivalla tavalla valittu normitusvakio. E

1
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Kun otetaan huomioon mahdollinen statistinen paino eli (energia)tilatineys tai diskreettien
tilojen degeneraatio g(E), niin "hiukkasten lukum&ard" tai "miehitysluku" energialla E on

n(E) = ¢(E) fp(E) = A g(E) e ™. (8-2)
Esim. 8-1. (a) Tarkastele iimakehéan tiheysjakautuman korkeusriippuvuutta olettaen

lampétilaksi 300 K ja (b) laske ilman tiheys 1 km korkeudella, kun se on maan pinnalla 1.292
kg/m3.
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Maxwellin nopeusjakautuma fv)|  Kkuvas-2.

Kun tarkastellaan kaasun molekyylien kineettisten energioiden
1/2 mv2 = 1/2 m(vx>+vy>+v,%) Boltzmannin jakautumaa (8-1),
nahdaan, etta jokainen nopeuden komponentti vy, vyjav, on
normaalijakautunut

f(VX) =C e—mvx2 / 2kT, (8'5)
ks. kuva 8-2, ja normitettuna =1 | [

F(vyovy,vy) = f(vOf(v)f(v,) = (m / 27KT)32 @m0y v,2) 1 2KT (8.6

Tasta seuraa, ettd odotusarvo (keskiarvo) on

<Vx> =0, (8-7)
ja kun pallon pinta-ala on 4mv?, ks. kuvat 8-4 ja 8-5,
seuraa yhtalosta (8-6) Maxwellin nopeusjakautuma 1 2v, o= N
n(v) dv = 47N (m / 2k T)32 v2 @™V / 2KT gy (8-8) o
(N/V molekyylille) Tamén jakautuman maksimiarvo on A S %g//;/ "‘lv e,
todennakdisin nopeus NGRS %

Vm = (2kT / m)!/2 (8-9)
ja nopeuden odotusarvo
(v) = (8KT / tm)/2, (8-10)




Nelidllisen nopeuden odotusarvon nelidjuurena

saadaan vield n(v)

Vems = (3KT / m)"/2, (8-10b)

joka on keskimaaraista kineettista energiaa
vastaava nopeus, ks. kuva 8-3.

Molekyylien nopeudet huoneen lampdtilassa ovat
tyypillisesti satoja m/s, ks. kuva 8-6. Kuvassa 8-7

on esitetty erés mittausjarjestely.
Detector

S
0.001

0.002

Oven source

Kuva 8-7.

Kineettisen energian Maxwellin jakautuma
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Vo =\ 2KT/m

(v) =\8kT/mm
Vims =\ 3KT/m

I

I

O,

m —

WY\ v

1000

Molecular speed v, m/s
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Yhtélén (8-8) [kuvat 8-4 ja 8-5] mukaan nopeusavaruuden tilatiheys on g(v) dv = 4aC v? dv.
Vastaava kineettisen energian 1/2 mv? = E tilatiheys on g(E) dE = 4nC v? dv/dE dE. Kun

v2=2E/m ja dv/dE = (2mE) 2 saadaan

g(E) dE = 4nC (2E/m) (2mE) V2 dE = 4nC (2/m?)!/2 E'2 dE.

(8-11)

Sijoittamalla tdma yhtalé6n (8-2) n(E) = g(E) fp(E) = A g(E) e FXT saadaan

n(E) dE = 4nA' (2/m3)2EV2 e EKT ¢E,

(8-12)

ja edelleen normittamalla [,*n(E) dE = N, saadaan kineettisen energian Maxwellin

jakautuma
n(E) dE = [2aN/(nkT)*? E2e FAT4E.  (8-13)

Siis, kaasun molekyylien jakautuma on verrannollinen
niiden energian nelijuureen, Boltzmannin
jakautumalla painotettuna. Tama on esimerkki
miehitysjakautumalla painotetusta tilatiheydesta.

Jakautuman (8-12), kuva 8-9, "painopiste" el
keskimaarainen energia on

(E)= 1/N [0® En(E) dE = 3/2 kT,
mika on tietysti 1/2 m v yhtéldsté (8-10b).

(8-14)

A

Kuva 8-9. Kineettisen
energian jakautuma.
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Energian tasanjakautumisen periaate ja ominaislampo

Energian tasanjakautumisen periaatteen (engl. equipartition principle) ja klassillisen
mekaniikan mukaan atomeista koostuvalla systeemilla

lampobtasapainossa jokaisen vapausasteen keskimaarainen energia on 1/2 kT

rakenneyksikkoa kohti. (@) y
y

Vapausasteella (engl. degree of freedom) tarkoitetaan tassa i 4
yhteydesséa energiakomponenttia, joka riippuu nelibllisesti [
faasiavaruuden koordinaateista x, y, z, v, vy ja v,. Téllaisia ovat om
esim. kineettiset energiat 1/2 mv,? ja 1/2 Im,> seké& harmo-
niseen oskillointiin liittyvat 1/2 mvg? ja 1/2 k(d—de)? = 1/2 k Ad?. 7
Ks. CCR18: Vims <= 1/2kT

Kaasufaasin molekulaarinen ominaislampo Cy z
Kaasufaasin molekyylien sisdisen energian muutos lampétilan
muuttuessa vakiotilavuudessa Y

o
Cy = (0U/0T)y &

&
on ominaislampd eli lAmpdkapasiteetti yksikkda (massa tai @
ainemaarda) kohti (engl. specific heat, molar heat capacity). (&
Sisainen energia on kokonaisenergia yksikkda kohti ja
molekyylin kokonaisenergia

z

E=E + Erot + Evibr-
trans] 7 Frot T Fvibr Kuva 8-10. 2-atominen molekyyli.
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Kaksiatomisen molekyylin klassillinen kokonaisenergia on
E = 1/2mvy’ + 1/2 mvy? + 1/2 mv,? + 172 Tog® + 172 Tooy? + 172 mvg? + 1/2 k Ad?,
ja vapausasteita on siten yhteensé seitsemén ja Table 8-1 C, for some gases at 15°C and 1 atm
Energian tasanjakautumisen periaate on kuitenkin 208 1.50
klassillinen ja patee eri vapausasteille vasta, kun e T 150
energian kvantittuminen tulee merkityksettomaksi o o o
eli energiajakautuma l&hestyy jatkuvaa jakautu- o e o
maa. Taman vuoksi rotaatio- ja vibraatiovapaus- H'(_I . S _3‘7
asteet virittyvat vasta riittdvan korkeissa lampo- - ' '4'% *‘;w
tiloissa ja lampdtilasta riippuen 2-atomiselle \b - vt
molekyylikaasulle C,=3/2R, 52 R tai 7.2 R. ' - -
0O, 5.04 2.54
7.l Kuva 8-11. Vedyn omlnalslflin_p;).__ cl, <o 508
2
L Vibration CO, 6.75 3.40
gH B __T___i_ CS, 9.77 492
S - Rotation H,S 6.08 3.06
gH— SR N N,O 6.81 3.42
B T . SO, 7.49 3.76
1 Translation
ER — R = 1.987 cal/mol-deg
| | | | | | | |
25 50 100 250 500 1000 2500 5000 From J. R. Partington and W. G. Shilling. The Specific Heats of

T, K Gases (London: Ernest Benn, Lid., 1924).
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Kiintean aineen ominaislamp6 Cy Jﬁ)
Kiintedssa aineessa (engl. solid) ja erityisesti kiteisessé aineessa (engl.
crystalline) vapausasteita ovat vain atomien varahtelyt kaikkien kolmen gﬁ
koordinaattiakselin suuntaan, jolloin kunkin atomin vibraatioenergia on o@m w J
E=12mv + 12 mvy? + 12mv,2 + 12 kg Ad2 + 172 ky Ady? + 112 k, Ad,2. K“‘l’l"_" &-12. Fonon
malll.

Tall6in vapausasteita on kuusi ja energian tasanjakutumisen periaatteen mukaan
U=6x1/2NakT =3 RT ja C, =3 R. Taméa on empiirinen Dulong—Petit'n laki jo vuodelta 1819.

Samasta syystéa kuin edella, tdméakin
patee vasta riittdvan korkeissa Kuva 8-13.
lampatiloissa ja Cy:n hilavarahtely- eli
fononi-kontribuutio 1ahestyy nolla-
Kelvinia kuutiollisesti, siis kuin T3
(Debyen laki).

Elektronien heikko kontribuutio
ominaislampdon selittyy silld, etta
esim. metallienkin "vapaat" johde-
elektronit noudattavat Fermi—Dirac-
eivatka Boltzmannin statistiikkaa. 1
Sen vuoksi vain pieni osa elektro- | | I | 1 |
neista voi osallistua lampdilmidihin. 200 400 600 800 1000 1200

Lead .
— Aluminum .
Silicon

7
6
5
4 Carbon (diamond)
3
2

C,, kcal/kmol - K

Absolute temperature, K
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8-2 Kvanttistatistiikat

Bose-Einstein-, Fermi—-Dirac- ja Boltzmannin jakautumat

Identtisten hiukkasten klassillisen tarkastelun Partic

sl g A . ticle 2

ldhtokohtana oli niiden tunnistettavuus (engl. Particle 1 arvee | —

distinguishability). Kvanttimekaniikan epatarkkuus-  ——__ Particle 2

periaatteen eli hiukkasten aaltoluonteen vuoksi T~ T~ <

tunnistettavuus menetaéan — tavallaan hiukkasten

mahdollisen vaihdon vuoksi, ks. kuva 8-14, ja sen Particle 2 .
Particle 1 Particle 1

vuoksi identtiset hiukkaset ovat erottumattomia < Particle 2
(engl. indistinguishable). > > <

Kokonaislukuisen spinin omaavien hiukkasten

(bosonien) Bose—Einstein jakautuma on Kuva 8-14. Hiukkasten mahdollinen vaihto.

fpE(E) = (e eFKT_ 1) (8-24)
ja puolilukuisen spinin hiukkasten (fermionien) Fermi—Dirac jakautuma taas

frp(E) = (e eFKT 4 1)1, (8-25)
Boltzmannin jakautuma (8-1) voidaan kirjoittaa myds samanlaiseen muotoon

fg(E) = (e eFATy 1 = A g BAT (8-26)

missad normitustekijand on e® = A1,

Erottumattomien (identtisten) hiukkasten jakautumat ovat ns. kvanttistatistiikat.



Kokonaislukuisen spinin omaavien hiukkasten kokonaisaaltofunktio on symmetrinen ja puoli-
lukuisen spinin hiukkasten taas antisymmetrinen hiukkasten vaihdossa. Tarkastellaan esi-
merkkind kahden identtisen hiukkasen systeemia, jonka kvanttitilan oletetaan separoituvan
yksihiukkastiloiksi. Tall6in erottumattomilla hiukkasilla on kaksi identtisté kaksihiukkastilaa

Ynm(r1, r2) = Yn(ry) - Ym(ry)  eli  Inm) =Ine) - lom) ja (8-27a)

Ynm(r2, r1) = Po(ra) - Ym(ry)  €eli  Imn) =Ime) - len), (8-27b)
jotka oletetaan normitetuiksi. Naistad voidaan muodostaa symmetrinen tila

Ps(ri,rp) = 1S) =272 (Inm) + Imn)) = +s(r2,ry) (8-28a)
ja antisymmetrinen tila

Yalr,ra) = 1A =272 (Inm) —Imn)) = —Pa(ry,r). (8-28b)

Edellisen perusteella voidaan merkitd myds ypg = IS) ja yrp = IA), bosoneille ja

fermioneille.

Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa kaksi bosonia tai kaksi fermionia ovat samassa tilassa
Y = In), verrattuna kahden klassillisen "boltzmannonin" tapaukseen

Yp = Inn),

jossa merkintas y*p = (nn | kayttden todennékoisyystineys yhtaloisté (8-27) on

V*pyYp = Y*p- Yp = (nnl-Inn).

Huom! Normitus: JY*gypdV = (nnlnn) = 1.

AiRa, 2022 11
A

(8-29)

(8-30)
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Yhtéldsta (8-28a) saadaan vastaavasti bosoneille 7
Yee = 27 V2 (Inn) +Inn))  ja siten (8-31)
Y*eEYBE = 272 ({nnl + (nnl) 272 (Inn) +Inn)) = 2 (anl - Inn) = 2y g yp (8-32)

seka fermioneille samoin yhtaloésta (8-28b)

Yrp = 2772 (Inn) —Inn)) =0 ja (8-33)
Y'rpYr> = 0 = 0y g yg (8-33b)
v

Saaduista tuloksista voidaan yleistaa, etta verrattuna klassillista Boltzmannin statistiikkaa

noudattaviin "identtisiin" hiukkasiin,
boltzmannoneihin:

+ Bosoni miehittdessaan kvanttitilan lisda myos
toisten identtisten bosonien todennakoisyytta
miehittdd sama kvanttitila I

* Fermioni miehittdessaan kvanttitilan taas estaa

1.0 —

Fermi-Dirac frp

Kuva 8-16.

Bose-Einstein fge

Boltzmann fg

| [ | |

kokonaan toisten fermionien mahdollisuuden = 05
miehittdd sama kvanttitila
Nailla ehdoilla, mutta samalla tavalla kuin .
Boltzmannin jakautuma edella, voidaan l6ytaa
Bose—Einstein- ja Fermi—Dirac-jakautumat, (8-24) ja
(8-25), ks. kuva 8-16. 0

2kT 3KT 4KT 5kT
E
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Identtiset hiukkaset ovat tunnistettavissa, mikali niiden kvanttimekaniikan mukainen 4
epatarkkuus, jonka mittana voidaan kayttaa de Broglie-aallonpituutta A, on merkittavasti
pienempi, kuin hiukkasten keskiméaérainen etéisyys (d) = (V/N)!3,
A << (d). (8-34)
Kun lampétilassa T on vims = (3kT / m)"2 (8-10b), niin
A =h/p=h/(BmkT)"? (8-35)
ja ehto (8-34) saadaan muotoon
h/(BmkT)2 << (V/IN)!I3  tai (N/V) h3 / (3mkT)*2 << 1. (8-36)
Tall6in siis voidaan odottaa klassillisen Boltzmannin jakautuman olevan kelvollinen. v
Tapaukseen soveltuvilla statistisilla jakautumafunktiolla f4(E) ja tilatiheydelld gq(E) tulee
hiukkasjakautumaksi
nd(E) = gd(E) f4(E), (8-37)
misséa d = B, BE tai FD. Hiukkasjakautumafunktio voidaan normittaa siten, etta haluttu
hiukkasluku sailyy. y
Talléin tila- N
tiheydesté riippuen \}
normitusvakio voi 2
riippua
|am pOtI | asta. s ) 2 = n o 0 o8 A . 2 32 4 48
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Hiukkanen laatikossa ja vapaa hiukkanen 4
Tarkastellaan hiukkasia laatikossa (engl. particle-in-a-box). Olkoon laatikko kuutio, jonka
sivun pituus on L. Tall6in, ks. luku 7,

E, = (7?n?/2mL?) (ng® +ny? +n,2), (7-4)

missa n on kvanttiluku, joka maaraytyy kvanttilukujen ny, ny ja n, mukaan. Tall6in
kvanttilukua n vastaava energia on

ER) = E, = Eg (ng® +ny? +n,%2) = EgR?, (8-38)

missa Eg = #*x?/2mL? ja R%? = E/Ey = ny® +ny? +n,2. Talléin kvanttilukujen ny, ny ja n,
maaritteleman avaruuden, ks. kuva (8-17), 1. oktantissa le—R
sijaitsevassa yksinkertaisessa kuutiollisessa hilassa olevat n, A
pisteet edustavat hiukkasen (tai hiukkasten) kvanttitiloja.

Oktanttia vastaavan R-séateisen pallon sektorissa pisteita on P
N = 1/8 (43 °iR3) = 7/6 (E/E()>2 (8-39) |

ja néiden pisteiden "energiatilatiheys"
g(E) = dN/AE = 2m(2m)>? V/h3 x E'2, (8-41)

I

|

I
missa V =L3. Jos kyseessa ovat elektronit, joista kaksi eri- Zan S S
spinista voi miehittdd saman (kvantti)tilan, niin = ny

ge(B) = 4n(2me)*? V/h® x B2, (8-42) Kuva 8-17.

Kun V = < niin, ettd n = N/V séilyy, saadaan rajalla vapaahiukkassysteemi.
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8-3 Bose—Einstein-kondensaatio

Tavallisten (bosoni)kaasujen tarkastelussa, vaikka ehto (8-36) ei olisikaan voimassa,
voidaan yleensa kayttada Boltzmannin jakautumaa hyvana approksimaationa. Alhaisen
hiukkastiheyden ja hiukkasten suuren massan vuoksi kvanttitiloja on tarjolla paljon verrattuna
niitd miehittaviin hiukkasiin. o148
Helium-4 (*He) on kvanttineste, jonka Kuva 8-18.
erikoisen tiheys—lampétila-rippuvuuden

Kamerlingh Onnes havaitsi v. 1924, ks. 0.144
kuva 8-18. Lampdétilassa 2.17 K on ns. A-
piste, josta alkaen kohti 0 K “He-neste
muuttu asteittain kokonaan
suprajuoksevaksi (engl. superfluid).

0.140

Suprajuoksevalla nesteella ei ole 0:196

viskositeettia. Tama johtuu siita, ettd y
kaikki hiukkaset miehittavat saman 0132 |- A
alimman kvanttitilan eika lampdliike eli RSN, VI
hiukkasten tormaily riita viritdmaan niita
muille kvanttitiloille. Viskositeetti aiheutuu 0.128
hiukkasten vélisestd energianvaihdosta.

p, g/em?®

Kuva 8-19. Ominaislammon A-piste.

|
Myoskin supranesteen ominaislampo 0.124 | L1 | |
0

haviaa. ‘ 24 = e 2
T, K
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(a) Hot atoms

o © & ) L
/ F N

N 74 =

(b) Cold atoms

Kuva 8-22. Suprajuokseva helium-4 kiipeda pois
astiastaan.

Puuttuvan viskositeetin ja sen vuoksi puuttuvan
sisdisen kitkan vuoksi suprajuokseva neste on

jatkuvassa makroskooppisessa liikkeessa, ks. kuva Biusons l

8-22. —
Atomijoukon lampétilaa laskettaessa riittavasti niin, O =
ettd ehto (8-36) ei ole voimassa, syntyy ns. Bose- —

kondensaatti kaikkien atomien laskeutuessa
alimpaan kvanttitilaan, ks. kuva 8-25.

Kuva 8-25. Bose—Einstein-kondensaatin
muodostuminen.

Lasereista tuttu stimuloitu emissio perustuu myos tdhdn samaan fotonien, jotka ovat
bosoneja, pyrkimykseen miehittdd samaa kvanttitilaa.
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8-4 Fotoni-kaasu -
Fotonit (engl. photon) ovat bosoneja ja noudattavat Bose—Einstein-statistiikkaa

fgr(E) = (e eFXT_ 1)1, (8-24)

Jossakin tilavuudessa V olevien fotonien lukumé&éra ei saily, mink& vuoksi normittaminen ei
ole tarkoituksenmukaista, ja sen vuoksi tarkastellaan vain jakautumaa

fon(E) = (eFKT - 1)~L, (8-53)
Fotonien tilatiheys on, ks. luku 3,
gph(B) dE = 8r V2 ¢3 df = 8m VE%/(c> h?) dE, (8-55)
ja fotonien tiheys siten =
non(E) = gpn(E) x fon(E) T ooor|
= 8n VE2/ (b} x (ePXT-1)]  (8-54) N\ | N
ja energiatiheys eli energia tiavuusyksikkoa kohti “r i i 6000 K i i v
WE) dE = [Enp(E)/V1dE (8-56) ) i‘v—bxl“: i % % =
= 8nE3/ [(3h?) x (ePXT—1)] dE tai i * S:OOOK . 2'010':)999 = 2000
u(f) df = [8nf2/ 3] x [hf/(ehkT_1)] df. (8-57) i 1 53333? | Mnm)l

1 1 il I L
1000 1500

" " . g - . (0 ‘
Tama on Planckin mustan kappaleen sateilylaki. 0 560
Wavelength A (nm)
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8-5 Fermioni-kaasun ominaisuuksia
Fermi-energia

Metallien erinomaisen sdhkdnjohtavuuden vuoksi johde-elektronien paateltiin olevan varsin
vapaasti liikkuvia. Sen perusteella muodostettu (vapaa)elektronikaasumalli ennustaakin
menestyksekkaasti monia johde-elektronien ominaisuuksia. Elektronien fermioniluonne, jota
ei aluksi tunnettu, aiheuttaa kuitenkin merkittavia poikkeamia tahan, ks. esim. Dulong—Petit'n
laki edelld, s. 9.

Fermi—Dirac-jakautuma on

frp(E) = (e ePkT 4 1)1 (8-25)
jonka normitus on mukavinta kirjoittaa muotoon
o = —Egr/KkT, (8-67)
missa Er on ns. Fermi-energia. TallGin
frp(E) = (eEERKT 4 1)1 (8-25)

Kun E << Eg, niin fgp(E) = 1,
kun E = Ep, niin fpp(E) = 1/2 ja
kun E >> Er, niin frp(E) = 0.

Mik& E on pieni tai suuri, riippuu skaalaustekijana olevasta lampdtilasta T eli termisesta
energiasta kT, ks. kuva 8-31 seuraavalla sivulla.
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(a) (b) (c)
T=0K T>0K T>>0K
1.0 1.0 p—————— S 1.0F-———=-- -
m m : m |
_| ] 05F—————- = | 05F—————— —
w S E- | o :
F\| |
0 E 0 ' E 0 : E
Er e Er
Kuva 8-31. okT ~— 2KkT—»]
Lampdtilassa 0 K fermionit siis
mlehltte.lvat kvanttltllat taysin el yk§| Kuva 8-32. 300 K -
kuhunkin, alimmasta alkaen Fermi- 1200 K\ =T
energiaan saakka. Fermi-energia O gep(E) < EM2

maaraytyy siis normituksesta niin, etta
hiukkasluku tai -tiheys on oikea.

Kuvassa 8-32 on hiukkastiheys
energian funktiona, jos fermionien
tilatiheys on g(E) « vE, kuten (8-11).
Vertaa tatad saman tilatiheyden
antamaan Boltzmannonien

hiukkastiheyteen (8-12) ja kuva 8-9, | | | | ! |
sivulla 6. 0 1 2 3 4 15 6 E (ev)

=
2
<
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Jos siis kyseessa ovat elektronikaasun elektronit, joista kaksi voi miehittdd saman
vapaahiukkastilan, ks. s. 14, niin

2.(E) = 4n(2me)3? V/h3 x E12 (8-42)
ja
npp(E) = /2 (8m/h?)32 x VE2/( e E-ERKT 4 1), (8-69)

Kvantti-degeneroitunut fermioni-kaasu

Fermioneilla ei voi tapahtua Bose-kondensaation tapaista "kaikkien" identtisten fermionien
siirtymistd samalle kvanttitilalle. Absoluuttista nollapistetté lahestyvaéa fermionijoukkoa
sanotaan kvanttidegeneroituneeksi systeemiksi, jonka kokonaisenergia lahestyy aarellista
arvoa.

Kuitenkin fermioniparit voivat muodostaa bosoneja, joilla Bose-kondensaatio voi tapahtua.
Suprajohtavuuden synnyttavat ns. Cooperin parit ovat tallaisia ja askettéin tallainen
pariutuminen on havaittu myés mm. SLi- , “°K- ja 3He-atomeilla.
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9. Molekyylien rakenne (ja spektrit)

Molekyylit koostuvat atomeista. Molekyylin voisi maaritelld pienimmaksi aineen osaseksi,
jolla on samat kemialliset ominaisuudet kuin suuremmalla mé&éaralla ainetta. Molekyylia voisi
tietysti tarkastella my6s ytimien ja elektronien muodostamana systeeming ja ytimetkin voisi
tietysti viela pilkkoa nukleoneiksi jne. :)

Molekyylien rakenteella tarkoitetaan kuitenkin seka ytimien muodostamaa geometrista
muotoa ja komformaatioita ettd elektronirakennetta, missa taas jalkimmainen tarkoittaa
elektronien kvanttitiloja eli molekyyliorbitaaleja. Raskaampien atomien sisékuorten
atomiorbitaalit sailyvat melko muuttumattomina molekyylien muodostuessa, mutta uloimmat
ns. valenssielektronit muodostavat atomien enemman tai véhemman yhteisia
molekyyliorbitaaleja. Molekyyliorbitaalit voidaan kuvata atomiorbitaalien
lineaarikombinaatioina (engl. linear combination of atomic orbitals, LCAO).

Molekyylin muodostumisen voidaan katsoa aiheutuvan molekyyliorbitaalien atomien vélille
muodostamista sidoksista (engl. bond), tai toisin sanoin, molekyyliorbitaalien
muodostumisesta johtuvasta kokonaisenergian alenemisesta.

Molekyylin atomien valisia sidoksia voidaan luokitella syntymekanismin mukaan. Kaksi
tarkeinta ovat ionisidos ja kovalenttinen sidos, ja muita ovat dipoli—dipoli-sidos ja van der
Waals sidos. Kaikki nama ja lisaksi metallisidos ovat my0s kiinteiden ja kiteisten aineiden
muodostumisen mekanismeja.
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9-1 lonisidos !
5.0 -

. - _ . Kuva 9-1. 434 eV
lonisidos on tyypillisesti vahvin = =

: e 4.0
sidostyyppi ja siten muodostuvat
molgkyyllt oyat tyypllllsestl suoloja. = 506 R —— 3|.62teV
Oheisen esimerkin tapaan, KCI S energy zfﬁf‘itr;’”
kuvassa 9-1, sen muodostumista 00l i cl
voidaan analysoida jakamalla se eri
vaiheisiin: ionien muodostumiset ja 1.0 —
- : : Y
ionien Coulombin attraktio.

0 L Y ;0.72 eV
lonien muodostumisenergiat ovat K, Cl atoms K", 1 electron K", CI”
ionisaatioenergia ja elektroniaffiniteetti. (far apart) and Cl atom (far apart)

K " K*

Table 9-1 Ionization energies of alkali metal atoms and

electron affinities of halogen atoms o +4.34 eV O 06 -3.62 eV O

Alkalimetal Ionization energy (eV) Halogen Electron affinity (eV)

ILA1 5839) F 3.40 Cl Cl cr
Na 5.14 (@l 3.62 J ) J
K 4.34 Br 3.36 . oo . "
Rb s | 106 Tasapainoetéisyydelld ionien valinen
- - " 5% Coulombin attraktio on yht& suuri, kuin ns.
Fr 407 Pauli-repulsio (8-33), jonka alkupera on siis

Source: Data from Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York: Chemical € | e kt ro nien fe rm IO ni I u o nne Ja
Ry vaihtovuorovaikutus.
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Kuvassa 9-2 on esitetty KCI- (5
ja NaCl-molekyylien ns. i % rEeX:Jllisi’;'c?nn-prlnCIrJ'e Nstibnistion
potentiaalikayrat eli kokonais- > 3 E energy
. . . ex
energiat sidospituuden = 2 0.4 8V
funktiona, kun k = 1 / 4meo, o 1\ _______________ /_ ______ KT+ QI
) ¢ 0ttt K+Cl

U(r) = —ke“/r + Eex + Ejon, (9-1) S 14! 0 1.0 20" o HUe

L , . . g -2M! )
missa Pauli-repulsiotermi 5 3f ! Electrostatic

ak\ i (Coulomb)
Eex=A/1" (9-2) Eq _%_—‘ Z?]t{;sﬂgzotentlal potential energy

. .. ke
jayleensd n=8 .. 12. - ev
Kuviin on merkitty myos Kuva 9-2.
molekyylien hajottamiseen (b)
tarvittava dissosiaatioenergia S
Eq4, joka on toisaalta sama g B
kuin molekyylien L

u ole yy e ] - Nat + CI™
muodostumisenergia. 1+ }1'53 iy

Na + CI

02 04 06108710 12 14 16 rnm
o Eq=4.26 eV

Tassé on oletettu, ettd mole-
kyylien elektronit ovat perus-
tilassaan. Elektronisissa
viritystiloissaan molekyylien 5 T
potentiaalikayrét ovat tyypilli- fo = 0.236 nm
sesti loivempia ja matalampia.

Potential energy, eV
o

it~ Nl Y
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Edellista tarkastelua voidaan

taydentaa ottamalla huomioon Table 9-2 Dissociation energies E, and equilibrium separations

myos r, for several ionic molecules* in the gaseous state

(1) nollapiste-energia, joka Molecule Dissociation energy (eV) Equilibrium separation (nm)

tavallaan madaltaa

potentiaalikdyran minimia ja siten N <2l 0230

pienentaé dissosiaatioenergiaa Eg,  NaF = o

ja NaH 1.92 0.189

(2) van der Waals-vuorovaikutus, NaBr 3.81 0.250

joka puolestaan hieman syventaa LiCl 4.86 0.202

potentiaalikayraa. L 2.47 0.159

Suolakiteessa ionien etaisyydet Lil 3.58 0239

ovat pidempia, kuin vastaavissa KCl 4.49 0.267

molekyyleissd, esim. KCl-kiteessd  kBr 3.94 0.282

n. 0.32 nm. Vastaavasti RbE 5.12 0.227

muodostuzmlsenerglat ioniparia RbCl1 4.43 0.279

kC?htI" ake/ro Ovat pienempia, Csl 3.50 0332

missa r, on ionien tasapaino-

eta|syys ja o on kiderakenteesta *The two entries of molecules formed by an alkali atom and a hydrogen atom may seem
. . . odd, but hydrogen atoms, like those of a number of other elements, may form molecules as

aiheutuva ns. Made|Ungln vakio. either positive or negative ions. The ionization energy of H is, of course, 13.6 eV its electron

KCl-kiteelle o =1.75. allinityisi0A> ey

Source: Data from Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York: Chemical
Rubber Co., 2009).
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9-2 Kovalenttinen sidos

Molekyylit Hy, N tai CO eivat voi muodostaa ionisidosta. Atomien elektronegatiivisuusero ei
ole riittdva antamaan kappaleen 9-1 mukaisessa tarkastelussa attraktiivista potentiaali-
kayrdd. Syntyva sidos on kovalenttinen, jolloin sidoksen muodostava molekyyliorbitaali
muodostuu LCAO-periaatteella molempien (tai useiden) atomien valenssielektroneiden
atomiorbitaaleista.

Tarkastellaan esimerkkind kahden "hiukkanen-laatikossa-atomin" sidoksen syntymista. 4
: AR
. b Y { }: I
[ o o1 N

| | | |
e N— B
[ (. | |l |
L L N L
| | | 1 \}‘A | {I I
| | | | L\ L
(o) I | | I
Y, - b
b 4
Kuvat 9-3—4.

Nahdaén, etta
1. Alkuperéinen tila jakautuu kahdeksi ja
2. symmetrinen tila tulee néaista alemmaksi.

Miehitetdan viela nama tilat elektroneilla:
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Vetymolekyyli-ioni Ha*

(a) Proton a Proton b Electron
Tarkastellaan vetymolekyyli- ® é b
ionia Born—Oppenheimer- _ _ / \
approksimaatiossa, jolloin e
protonien a ja b etaisyydeksi SN “—Rﬁ|
kiinnitetdan R, ja etsitaan / \
elektronin aaltofunktiolle 4 \
esitys vetyatomin 1s- ! \
orbitaalien Wi0o(ra) ja Wi00(1p) 4 i

elila)jalb)avulla LCAO- Kuva 9-5. |
menetelmalla. . R |

Elektronin hamiltonin operaattori on nyt

2 y2, e 1_1.1
H=-1"v+ 11,1
2me 4neo( la T R )
Shrédingerin aaltoyhtaldn ratkaisuiksi tulevat edellisen sivun esimerkin mukaan symmetrinen
ja antisymmetrinen aaltofunktio N = (2(1+S)) 12

Wg = N(la) +Ib)) = ¢ ja W4 = N (la) —=1b)) = Yoo,
vastaavina ominaisenergioina Eg' ja EA', joihin voidaan sisallyttda protonien repulsioenergia.

Shrodlngerln aaltoyhtalon yk3|ty|skohta|nen ratkalsemlnen ontyy dokumentista:

kappalelsta 8 2 8 4.
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Tarkastelemalla ratkaisuiden energioita ndhdéan, etta
symmetrinen aaltofunktio on sitova molekyyliobitaali
(engl. bonding) ja antisymmetrinen taas hajottava
(engl. antibonding). Sitova orbitaali tuo enemmaén
elektronivarausta protonien valiselle alueelle.

(a)

¥, Yo= ¥, + ¥, ¥, ¥, Yo=Y - ¥,
\ . |
I 1 ‘PQ
(b) Yo=Y+ ¥y
Ya=¥— ¥,
¥y Yo by
o i
(c)
+ + b
2
Kuva 9-6. ¥ [
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Tilan miehittaa vain yksi elektroni, jolloin 40 I
statistiikalla ei ole merkitysta.
Tarkastellaan kuvassa 9-7 kokonaisenergiaa %
sidospituuden R funktiona, kun elektroni Up
miehittaa tilan ¥s = 1o tai W = 20=. 20
Kokonaisenergiasta E' voidaan tall6in erottaa
protonien Coulombin repulsioenergia 10
U,+E
Up(R) = 1/4mey x 1/R pr|=A

, . 0

Taldin  Es'(R) = Es(R) + Up(R) ja > 0 geparation ®2  rom ©3
EA'R) = EAR) + Up(R). 5 X |
o -10

Kun R — o niin, UpR) = 0 ja Ega(R) = €15, © —13.6p=—c002MM | o
missé €15 = —13.6 eV on vetyatomin 20 Ex
kokonaisenergia.
Kun elektroni miehittaa sitovan orbitaalin 1o, _30
kokonaisenergian minimi —-16.3 eV 16ytyy
sidospituudella R, = 0.106 nm ja i Es
dissosiaatioenergiaksi jad Eg= 2.65 eV. -
Jos taas elektroni miehittda hajottavan _50 Kuva 9-7
orbitaalin 20+, kokonaisenergialla ei ole uva s-7.
minimid, vaan se pienenee monotonisesti, & 1 |

kunR = «. LCAO:
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Vetymolekyyli H2
Vetymolekyylin hamiltonin operaattori on
- _ P (24vy4 € (-1 1 _1_ 1,141
H= m(vl +V2) +4nso( Ma Tb Ma b +r12 +R) !
johon protonien repulsio on sisallytetty samoin, kuin Hat*-ionin
tapauksessa edella. Molekyyliorbitaalien muodostuminen
atomiorbitaaleista on sama, kuin ioninkin tapauksessa edell3,
tuloksena siis symmetrinen sitova ja antisymmetrinen hajottava
aaltofunktio
Yq(r) = N(la)y +Ib)) = 1o(r) ja Wu(r) = N (la) —Ib)) = 20(r),
yksinkertaisimmalla kantajoukolla: vetyatomin 1s-orbitaalit Wgo(ra) ja Wioo(ry) €lila)jalb).
Nyt saadaan perustilassa kahden elektronin aaltofunktiolle symmetrinen rataosa 1o(1) 106(2),
johon on liitettdva antisymmetrinen spin-osa, ks. s. 25, jolloin saadaan
Y(1.2) =10(1) 16(2) x 272 {ap-Ba} = N? {a(1)+b(1)} {a(2)+b(2)} x 27> {ap-pa}.
Talla kantajoukolla saadaan potentiaalienergiakayralta sidospituudeksi 0.85 A ja dissosiaatio-
eli sidosenergiaksi 2.70 eV. Paremmalla kantajoukolla paastaan hyvin lahelle kokeellisia
arvoja R. =0.742 A ja Eq=4.48 eV, ks. kuva 9-8.
Vetymolekyylln yk3|ty|skohta|semp| tarkastelu 16ytyy dokumentlsta
kappaleesta 8.4.
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(a) Kuva 9-8. (b) 10
< Up+ &4 g 0.1 0.2
52 o750 Fs oo Separation r, nm
e > 10
L Up + ES 2
o
2
sl 0.074 nm "~ Antibonding (U, + E,)
27O === : ————————————————————————
-30 {4.5eV
: * Bonding (U, + Eg)
—40 | l |

Hs-molekyyli ei muodostu kolmella kovalenttisella sidoksella Pauli-repulsion vuoksi, vaan
kolmas vetyatomi sitoutuu vetymolekyyliin vain heikolla van der Waals-vuorovaikutuksella.
Hs*-molekyyli-ioni sen sijaan on stabiili sekd varsin mielenkiintoinen, ks. paperit Il ja IV
vaitdskirjassa: llkka Kylanpaa, First-principles Finite Temperature Electronic Structure of
Some Small Molecules, PhD Thesis (TUT, 2011), http://URN.fi/URN:NBN:fi:tty-2011102014848.

Hes-dimeeri ei mydskaan sitoudu kovalenttisesti, vaan vain erittain heikolla van der Waals-
vuorovaikutuksella. Siksi He kiehuu jo lampétilassa 4.2 K ja muodostaa kiintean faasinkin
vain yli 20 atm paineessa.
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Osittainen ioni- ja kovalenttinen sidos

Homonukleaaristen atomien dimeerien sidoksissa ei ole varauksen siirtoa, vaan ne ovat
puhtaasti kovalenttisia. Heteronukleaaristen atomien sidoksissa varauksen siirtoa on aina
jonkin verran, jolloin sidos on osittain myos ionisidos.

Osuudet voidaan arvioida kvantitatiivisesti vertaamalla dimeerin mitattua ja suurinta
dipolimomenttia, pexp ja pmax- Jalkimmaisessa oletetaan puhdas ionisidos molekyylin
sidospituudella r, eli oletetaan yhden elektronin siirtyneen koko sidospituuden verran
atomista toiseen, siis

pmax = ¢ ro. (9-3)
Nyt sidoksen ioniluonne tai -osuus on pexp / Pmax-

Esim. 9-3. LiH-molekyylin mitattu dipolimomentti on p = 1.96 x 102° Cm, ks. taulukko 9-2,
sivulla 24. Mik& on sidoksen kovalenttinen ja ioniluonne?

AiRa, 2022 32
9-3 Molekyylien valisia sidoksia

Molekyylit voivat sitoutua toisiinsa myds edella tarkasteltuja sidosmekanismeja heikommilla
séhkostaattisilla voimilla. Kaikilla edella mainituilla vuorovaikutuksilla molekyyleisté voi
muodostua myds kiinteité aineita. Sen sijaan my6hemmin tarkasteltava metallisidos on vain
kiinteiden ja kiteisten aineiden muodostumismekanismi.

Em. heikoillakin voimilla on kuitenkin erittain tarkea kaytannén merkitys. Niiden ansiosta
kaikilla aineilla esiintyy normaalisti kaasufaasin lisdksi myos riittdvan alhaisissa lampdétiloissa
neste- ja kiintea faasi, ainoana poikkeuksena He (joka kiinteytyy vain suuressa paineessa).

Dipoli—dipoli-sidos
Dipolin muodostama séhkdkentta on

Eq = k[ p/r> = 3(pr)r/ 1] (9-6)
ja kun r>> a, ks. kuva 9-18, niin
Eq = |Eql = kqa/r = kpl/l’

missé (@ +*q .
p1=ga on T i
dipolimo-
mentinp;, | | = —
itseisarvo.
Kuva 9-18.
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Nyt dipolin p, potentiaalienergia dipolin p; kentassa on
U = —p2 Eqg, (9-8)
jakun E4 « 3, on dipolien vélinen voima lyhytkantamainen
F = —9U/or « 14,

Talla tavoin polaariset molekyylit sitoutuvat molekyylikomplekseiksi. Esim. vesimolekyylien
keskindinen attraktio on noin 0.5 eV / molekyyli.

Jos polaaristen molekyylien dipolimomentin muodostumiseen osallistuvat vetymolekyylit,
kuten H,O-molekyylin tapauksessa, niin molekyylien sitoutuessa H-atomit tai pikemminkin
protonit ovat negatiivisten O-ionien véleisséa tavallaan niiden yhteisia. Tall6in syntynytta
sidosta kutsutaan vetysidokseksi.

Vetysidos on tarked mekanismi hyvin suurten molekyylien, kuten orgaanisten molekyylien,

sSessa. +
Esim. DNA

muodostaa 0O— + @ &
kaksois- Q ): @
kierteensa

vetysidok- @
sien avulla. \Cr%m =
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Molekyylit, joilla ei ole pysyvaa dipolimomenttia, polarisoituvat ulkoisessa sdhkdkentassa.
Jos esim. edella toinen molekyyli olisi ollut tallainen, niin ensimmaisen sahkokentta olisi
indusoinut siihen dipolimomentin

p2 = aEg, (9-9)

missé& a on toisen molekyylin polarisoituvuus. Tall6in syntyy attraktiivinen vuorovaikutus
(9-8), jota nyt kuvaa potentiaalienergia

U=-p2Eq = —OLEd2 = —Otkzplz/r6. (9-10)
Kahden ei-polaarisen atomin tai molekyylin tapauksessa voidaan
ajatella niiden indusoivan toisiinsa hetkellisia dipolimomentteja ja

muodostavan attraktiivisen vuorovaikutuksen talla samalla
mekanismilla, jolloin siis U « — 1 ©. T&t& kutsutaan van der Waals-

vuorovaikutukseksi tai joskus my6s nimella London-dispersio-
voima.

fe—r—+

Kaikilla nailla edella esitetyilla heikoilla sdhkostaattisilla ja

-dynaamisilla voimilla on ilmenemismuotoja myds makroskooppi-
sessa mittakaavassa. Esim. pintajannitys ja usein myds kitka-

voimat ovat tata alkuperaa.
Kuva 9-20.
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9-4 Kaksiatomisten molekyylien energiatasot ja spektrit

Molekyylien energiatiloja eli kvantittuneita energiatasoja voidaan tutkia spektroskooppisesti
tulkitsemalla molekyylien absorptio- ja emissiospektreja. Molekyylien energiatiloissa on
kolme komponenttia: elektroniset energiat seka vibraatio- ja rotaatioenergiat. Naiden
kvantittumiset ovat niin eri suuruusluokkaa, ettd ne on yleensa helppo erottaa: tasojen valit
pienenevét pari kertalukua mainitussa jarjestyksessa. Elektroniset transitiot ovat tyypillisesti
rOntgen — nakyvan valon alueella, rovibraatiospektroskopia taas infrapuna-alueella.

Atomeilla ei ole rovibraatiospektreja.

Rotaatioenergiatasot

Jaykan kappaleen klassinen rotaatioenergia on
E =12%/2 = 121w (9-11)

missa I on hitausmomentti, w kulmanopeus ja L = I

likemaaramomentti (eli kulmaliikemaéra eli pyérimismaara).

Rotaation kvanttimekaaninen tarkastelu johtaa

liikemaaramomentin nelidn kvantittumiseen:
L2 = /(/+1) h2, missa ¢ =0,1,2, .... (9-12)

Siten 7 on on rotaation kvanttiluku, vrt. atomiorbitaalin
likemaaramomentin kvantittuminen. Tasta seuraa, etta

E = (((+1) 72/ 21 = ((/+1) Eo,. (9-13)

Edellisessa lausekkeessa
Eor = h%/ 21

on molekyylin karakteristinen rotaatioenergia, jonka kokonaisia monikertoja rotaatioenergiat

ovat.

Naiden energiatasojen valisista transitioista voidaan rekistr6ida molekyylin rotaatiospektreja,
jos molekyyli on ns. "infrapuna-aktiivinen" eli sen rotaatio kytkeytyy sdhkémagneettiseen
(sm) sateilyyn. Kytkeytyminen vaatii sen, ettd molekyylilld on permanentti dipolimomentti.
Tallaisilla molekyyleilld on vuorovaikutuksessa sm-kentén kanssa transitioiden valintasdanto
A ¢ ==+ 1, samoin kuin elektroneilla atomissa. Transitioiden energioiksi tulee

AE .. = ((+DR*/ L
Niinpé transitioista saadaan molekyylien hitausmomentti ja
sitd kautta sidospituus, silla

2

[ = mr?2+mrn? = ury?, (9-16)

missa r, =r; + 12 ja redusoitu massa (engl. reduced mass)

w = my my/(mj + my). (9-17)
Jos m; =mp=m, niin u=m/2 ja
I = 12mry2 (9-18)

Energy |

A
Kuva 9-22.
=3
| ¢ =2
! €=1
€=0
A 4
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A

(9-14)

(9-15)
Kuva 9-23.
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Molekyylien tarkasteluun sopivia suureita ja yksikoéita ovat atomimassayksikkd ("atomipaino",
engl. atomic mass unit (amu), unified mass unit) ja Avogadron luku. Edellinen méaritellaan
u = m('2C)/ 12 ja jalkimmé&inen N = 1g/ lu, missd m('2C) on hiili-12-isotoopin massa.
Siis, 12 g hiili-12-isotooppia on Avogadron luvun verran atomeja (6.0221 x 10?3 kpl) tai

lu=1g/Na = 1.6605 x 1027 kg. (9-19)

Nyt voidaan maaritelld moolimassa (engl. molar mass) M = m/n, misSs& m on ainemaaran
nmassaja [M] = g/ mol.

Rotaatioenergioiden suuruusluokka on siis meV ja esim. happimolekyylin O,, jonka 4
sidospituus on n. 1 A ja karakteristinen energia n. 0.26 meV, mika on pieni verrattuna esim.
huoneen lampétilan (~ 300 K) termiseen energiaan kT =26 meV.
Vibraatioenergiatasot
Kaksiatomisten molekyylien potentiaalienergiakayrié ja energiatasoja voidaan approksimoida
ta?_apalno- @ Energy L 0.1 02 03 04 05
etalsyyden Separation distance, nm
lahiympéaristdssa O o -
harmonisen 7 3
oskillaattorin 2" e £
vastaavilla, Shi G2 s
Ey = (v+12) hf, (9-20) 2hr Vet -

-4

. . . . l -y

tai tavallisimmin Kuva 9-24. Zh(f) ______________ ° Kuvasta 9-2b. NaCl.

-5

v
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>

muodossa E, = (v+12) im, v =0, 1,2, ..., missa v on vibraation kvanttiluku. Transitioiden
energioiksi tulee nyt

AEV,V+1 = hf = h(D

Kaksiatomisen molekyylin tarkastelussa voidaan ajatella redusoidun massan (9-17)
w = m; my/ (m; + my) varéhtelevdn harmonisessa potentiaalissa V(r) = 12 Kr?, jolloin
varahtelytaajuudeksi tulee

f= () V(K/w) eli  w?= @2af)? = K/ (9-21)
Talléin harmoninen potentiaali voidaan kirjoittaa Square well
muotoon V(r) = 12 pw’r. ! E/appro"‘maﬁon
Harmonisen oskillaattorin perustilan energiaa voi- E : Simple
daan arvioida my0s "hiukkanen laatikossa"-approksi- ! ! gggm;’gf
maatiota kayttaen, ks. kuva 9-25, jossa laatikon I : approximation
leveydeksi on valittu molekyylin sidospituus r,. ) : :
Talloin perustilan energiaksi tulee kertalukua 2 i i
suurempi kuin ensimmainen rotaation K| : : p
karakteristinen energia. % ) !
Vibraatiotransitioiden valintasdanté on Av==+1, jos - : :
elektroninen tila ei muutu. Transitioenergioiden ! ! g"o‘;f:t‘l‘g?r
suuruusluokka on n. 200 meV, mika on suurempi b =~ !
kuin huoneen lampdtilan terminen energia kT =26 Kuva 9-25.
meV.
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. . A
Emissiospektrit ¢, , Kuva 9-26. Kaksiatomisen molekyylin
Emissiospektrit elektroniset, vibraatio- ja rotaatioenergiatasot.
syntyvat :
transitioista = et
rovibraatiotasojen
valilla Ground state
valintasaantoéjen — 7
rajoissa. =

0 = -
SO r
Rotational
5 . . 5 5 levels
: we ElEktronisten transitioiden yhteydessa
" serone gjvat vibraatiotransitioiden
' valintasdannot ole sellaisinaan
! === voimassa, ks. kuva 9-27.
: —— Lower
Lo electronic
we Kuva 9-27. Typpimolekyylin Np
S B g ' ’ ’ emissiospektria. v
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Absorptiospektrit s Eneraff

Huoneen lampdtilan infrapunaspektroskopiassa (infra
red, IR) molekyylit ovat elektronisessa perustilassaan et 6=3

ja alimmassa vibraatiotilassaan, mutta jakautuneina (=2
rotaatiotiloihin Boltzmannin jakautuman mukaan. ﬁ - (1) B
€01 € 0+1 Kuva 9-28. Absorptio-

transitioita kaavamaisiesti.
ZEOr

Kuva 9-29. Edellisen

|
E . e hf
¢=3 ¢=2 ¢=1 hf (=0 ¢=1 ¢=2 Kaavion transitioiden
to to to to to to Lo (=4 T+ 20E,,
€=2 (=1 €=0 ¢=1 ¢=2 ¢=3 Spektriviivoja.
=3 + 12E,
> (-1 (—>C+1 v=0
(=1 €=0 (=5
i i i (=2 + BEy,
€=7 =1 T 2E,
=0 Y 1o
l €—>0+1 €—€-1
(=8
=10 ¢
Kuva 9-30.
| 1 | 1 1 | | Suolahappomolekyylin
8.00 8.20 8.40 8.60 8.80 9.00 9.20 x1018 HCI absorptiospektrié.

Frequency, Hz

v
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9-5 Sironta, absorptio, emissio ja stimuloitu emissio

(@ A O

Absorptio ja emissio

— 5 PR N— ——— I o e R

T = S hf

. : A X P
Oheisessa kuvassa 9-31 J o ] Sht
on esitetty absorptio- - —e Lt 7 R
prosesseja ja n“ta Fluorescence Resonance absorption

tyypillisesti seuraavia @ -
emissioprosesseja.

%

all

NS o

i

Sironta

Fotonien Sironta atomeista Stimulated emission Rayleigh scattering

ja molekyyleista voi olla @ / 0

elastista tai epéelastista. Nl e el
Elastisessa sironnassa P
fotonin energia ei muutu ja —

tata prosessia sanotaan o ) i N
Rayleigh-sironnaksi. ht ;

Compton effect Raman scattering

3
2 —e— T A

Hi

WV, S —

hf TN S hf+ AEy = hF

Rayleigh- ja Raman- © %
sironnat ovat 7
"yksivaiheisia" tapahtumia
ja niissa tuleva ja lahteva
fotoni ovat korreloituneita.

Kuva 9-31. Fotonien ja atomien
—— tai molekyylien valisia
" vuorovaikutusprosesseja.

Photoelectric effect
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Stimuloitu emissio

Tarkastellaan kuvan 9-31(c) emissiota, jonka aiheuttaa eli stimuloi toinen fotoni. Tasséa
tapahtumassa fotoni, joka on bosoni, stimuloi transition, jonka seurauksena sen kvanttitilaan
syntyy toinenkin identtinen fotoni. Naiden fotonien sanotaan olevan koherentteja keskenéan.

Fermin kultaisen sddnndén mukaan (stimuloidun) absorption ja
stimuloidun emission transitiotodennakdisyydet B ovat samat,
joten transitionopeuksille saadaan Wi, = Bjpu=Wj; = Byju.
Siis, Einsteinin B-kertoimet ovat samat B, = B»| = B.

Koska termisessa tasapainossa tilojen miehitykset noudattavat
Boltzmannin jakautumaa, niin

N,/ Nj = exp(-hf/ kT). (9-35)

Mutta koska Wi, = Wy, on oltava vield ainakin yksi (kolmas)
transitioprosessi. Tama on spontaani emissio, jolle W'a; = Ajy.

Tasapainossa N; Wi, = N, (Wa + W'hy), joten
NiBu=N(Bu+A). (9-36)
Vertaamalla taté Boltzmannin jakautumaan saadaan

N2 /Ni=Bu/(Bu+A)=exp(-hf/kT), (9-37)
josta edelleen
u = (A/B) / [exp(hf/kT) — 1]. (9-38)
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Nain saatiin Planckin sateilylaki (8-57) u(f) = [8xhf3/c3]/ [ e T_ 11, silla ehdolla, ettd
A/B = 8xh(f/c)>. (9-41)
Toisaalta, lahtemalla Planckin sateilylaista ja Boltzmannin jakautumasta, voidaan paatella,

etta
B> =B, =B. (9-40)

Boltzmannin jakautuma (9-35) saadaan taas Planckin séateilylaista ja Fermin kultaisesta
sdanngsté lahtien.

Yhtéldsta (9-38) voidaan kirjoittaa
A/Bu = exp(hf/kT) -1, (9-42)

josta voidaan arvioida spontaanin ja stimuloidun emission suhdetta. Spontaani emissio
hallitsee, kun hf >> kT, ja stimuloitu emissio, kun hf <<kT.

Esim. 9-8. Tarkastele spontaanin ja stimuloidun emission suhdetta huoneen lampdtilassa
(a) ndkyvan valon aluella ja (b) mikroaaltoalueella.
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9-6 LASER ja MASER

Historiaa (Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation)

« A. Einstein v.1917: Stimuloidun emission idea
© © &Y
. ((;1/ \c//-\//' ol >

+ C.Townes v. 1953: MASER T ®
+ Townes ja A. Schawlow v. 1958: LASERIin idea @“
« Theodore Maiman 1960: RubiiniLASER R

+ Nobel-palkintoja: ©

- v. 1964 C.Townes, N. Basov, A. Prokhorov
- v. 1981 N. Bloembergen, A. Schawlow

- v. 1999 A. Zewall

Ef V! Spin (b)
a) nergy (eV) Spin
5.88 ¥ 10-6 \
Electron

Proton

AN
Photon

r=21
Spin ? en
Electron
04
Proton Spin

(c) (d)

JES=S=Ile e Kuva 9-33. (a) Vetymaserin hyper-
S transition . . .
— . £ e Hienorakenne tasot (c) rubiinilaserin
a8 state . . . . .
g kaaviokuva, samoin yll&, ja (d) kromin
) . Pump e Laser output i i o
Tigger fadiation 6948 nm energiatasokaavio rubiinissa.

E, Ground state



Rubiinilaser

(a)

Tarkastellaan edellisen sivun rubiinilaserin toimintaa vaiheittain:
- laservalianeen (Cr@Al,O3) pumppaus salamavalolampulla

- fotonien emissio kuvan (9-33) (d) kaavion mukaisesti

- resonaattoriin jaéavien fotonien aih.

stimuloitu emissio ja vahvistuminen

(engl. gain) seisovaksi aalloksi

populaatioinversion vuoksi

- puolilapéiseva peili paastaa osan

fotoneista ulos

eteneviksi aalloiksi laservalona.

Rubiinilaserin valo syntyy pulsseina

pumppauksen ja
resonaattorin mukaan
aallonpituuksilla A, kun

L = mMN2.

Laservalon ominaisuudet:
+ koherenssi

* monokromaattisuus
+ yhdensuuntaisuus

+ suuri tehotiheys

Intensity

Helium—neon-laser

Taman ensimmaisen
kaasulaserin toteuttivat
Javan, Bennet ja Herriot
v. 1961. Sen véliaineena
on He—Ne-kaasuseos
(15%/85%), jossa He-
atomeja viritetdan
korkeajénnite-
purkauksella, jonka
jalkeen viritystilan energia
siirtyy tormayksien
valityksella Ne-atomeille.
Tama laser on
jatkuvatoiminen (engl.
continuous wave, CW).

15

10

Energy, eV

Rear

Kuva 9-34.
(@ | L i

Mirror
1

Mirror
m=1

m=2
P
Propagation

/

Beam

(b)

Beam

Reflective surface

Kuva 9-36.

Flashlamp

Short laser
/ pulses

Threshold

(e)

20—

—1'S

Time, ms

2p°5s!

1s12s!

S S
T+_J
}

12

He levels Ne levels

Laser tube

Silvered end
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Kuva 9-35.

o
Q
QLSO

o o

o
Q

OOOC%\‘

© © © ©

OOQ‘\O

O?OO

Partially
silvered
end

o

= _nauie Stimulated emission
(laser output
—_— 632.8 nm)

2p°3s!

Nonradiative transition

2p
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A

2p°3p!

Spontaneous
emission (~600 nm)i

Kuva 9-38.

Parallel

Front
laser beam

)

|

Flat mirror:
99.9% reflective

Kuva 9-37.

y

Concave mirror:
reflects 99%,
transmits 1%
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Laserin sovellutuksia

TYOSTOA, MITTAUSTA, ...

* Materiaalien ty6std,
L pinnoitukset
+ Laserkirjoitin

» CD-soitin

+ Suuntaaminen,
tahtaaminen, ...

» Suuntaaminen, + "Laser-
tahtddminen, ... kemia"
+ Etdisyyden mittaaminen: * Ydinfuusio

hyvin suuret ja hyvin pienet
egisyydet jahyvinp

KIRURGIN VEITSENA

« Silmékirurgia B — + Kuituoptiikka

» Laser-TV
- DVD,
CcD

* Na6n korjaaminen
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HOLOGRAFIA TUTKIMUS

+ 3-ulotteiset kuvat * Optinen spektroskopia

« 3-ulotteiset muistit » Femtosekuntikemia (v. 1999 kemian Nobel)

TULEVAISUUDEN LASERTEKNIIKKAA
+ Optinen tiedonkasittely

» Uudet epélineaarisen optiikan materiaalit

Lisatietoa LASER-fysiikan luentomateriaalista:
http://www.tut.fi/~trantala/opetus/files/LAS-7206015.Laserfysiikka/
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10. Kiintean olomuodon fysiikka

Kiintedn aineen atomirakenteen ja erityisesti sen elektronirakenteen tunteminen on
valttamatonta sen ominaisuuksien ymmartamiseksi. Jalkimmaiseen tarvitaan kvanttiteoriaa.
Materiaalien ominaisuuksien tunteminen ja hallinta on puolestaan ollut valttdamaténta nykyisen
teknologian ja hyvinvoinnin saavuttamiseksi.

10-1 Kiintean aineen rakenne

Kiintean ja nestefaasin (-olomuodon) tiheydet ovat samaa luokkaa ja merkittavasti
suuremmat, kuin saman aineen kaasufaasin, ks. sivun 1 kuva. Nestefaasissa atomit tai
molekyylit pysyvat lahietaisyyksilla edellisessa luvussa tarkasteltujen heikkojen vuorovaiku-
tusten avulla riittdvan alhaisissa lampétiloissa ja kiintedssa faasissa muodostuvat viela
voimakkaammat sidokset viela alhaisemmissa lampétiloissa atomien/molekyylien kineettisten
energioiden edelleen vahentyessa.

Kiinte&n aineen stabiilein muoto (alhaisin energia) on kide (engl. crystal), jossa atomit tai
molekyylit ovat asettuneet paikoilleen jaksollisesti riveihin, jonoihin ja kerroksiin. Kiteessa
aineen atomit ovat jarjestyneet jaksollisesti kaikissa suunnissa. Sen sijaan amorfisen (engl.
amorphous) aineen atomeilla ei ole pitkdn kantaman jarjestysta. Kyseessé on tavallaan
jAhmea neste, nesteen ja kiintedn aineen valimuoto. Monikiteinen aine (engl. polycrystalline)
taas koostuu rakeista (engl. grain), joissa on kiderakenne, mutta rakeilla keskendan ei ole
sdannonmukaista jarjestysta. Rakeiden koko on tyypillisesti millimetrin osia.
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Erilliskiteeksi (engl. single crystal) sanotaan makroskooppisen Ful

kokoista kidettd. Esimerkiksi erilliskiteisten puolijohdekiekkojen Seed—__
(Si, GaAs, jne.) valmistamiseksi kasvatetaan sulasta materiaa-

lista ns. Czochralski-menetelmélléd tankoja (engl. ingot), jotka Growing
sitten leikataan kiekoiksi (engl. wafer). Crystal ™

-

Kiteen jarjestys, hila (engl. crystal lattice), saadaan toistamalla
jaksollisesti ns. yksikkékoppia (engl. unit cell). Yksikkdkopin
maaérittelevat kantavektorit a, b ja c. Niiden kokonaislukuiset
yhdistelmét ovat translaatiovektoreita eli hilavektoreita

R =pa+qgb+sec, Crucible

jotka maarittelevat hilapisteet (engl. lattice point).

Yksikkdkoppi ei ole yksikasitteinen, vaan se voidaan valita
usealla eri tavalla. Pienin yksikkdkoppi on alkeiskoppi (engl.
primitive cell). YksikkOkopin sdrméan pituutta sanotaan
hilavakioksi a (engl. lattice constant).

Kide muodostuu, kun ns. kanta (engl. basis) eli atomi tai
atomijoukko, asetetaan jokaiseen hilapisteeseen samaan
asentoon.
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Tavallisimmat ja tarkeimmat rakenteet ovat kuutiolliset hilat:
* yksinkertainen kuutiollinen (simple cubic, sc) P
+ tilakeskeinen kuutiollinen (body-centered cubic, bcc) |
« pintakeskeinen kuutiollinen (face-centered cubic, fcc) F

CuBIC f T g’
o=p=y=90° @ Lo
TETRAGONAL
a=b=zc P
o=p=y=90°
ORTHORHOMBIC
azbzc P
o=p=y=90° | i
HEXAGONAL TRIGONAL =] Atomic Mac L]
ashwe p a=b=c P & The Atomic Mac™ 5&#mma _ [5]
o= B =90 —R= o L For use oaly on s single machive |15
o B v 0 2e]  DHexagonal ~JCubic face centered L ,«c L] [
Y= 120° /Tj ﬁCubxc body centered ) Monoclinic - k ] ﬁ E 1|||
< W+ Tetragonal . « )¢
MONOCLINIC TTypes of UM Cll A (; = gL&“’ﬁ %[
es it Ce|| 7| ANl A
asbec 0 P c ylg=l’rimitive T 7—5,"@@ ;a——;;f;.j
o=y=90 1= Body-Centred || -] - I AED
B +120° - P (LT R PLA P
E = Face-Centred ||| o oll= = al=ile]
C=Side Centred [  cenh ot ke e o v
TRICLINIC * IS
azbzc P 7 Crystal Classes :
o peys90° — 14 Bravais Lattic
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Table 10-1 Properties of selected crystalline solids . .
Equilibrium Cohesive  Melting o
separation Crystal Madelung energy point
Solid Bonding (nm) symmetry constant (eV/atom) (K)
NaCl ionic 0.282 fce 1.7476 BH19 1074
LiBr ionic 0.275 fce 1.7476 3.10 823
KCl ionic 0.315 fee 1.7476 3.24 1043
RbF ionic 0.282 fce 1.7476 3155 1068
CsCl ionic 0.348 sc 1.7627 327/ 918
ZnO ionic 0.222 hep 1.4985 U222 2248
51 metallic 0.302 bece - 1.63 454
Fe metallic 0.248 bee - 4.28 1811
Au metallic 0.288 fec - 3.81 1338
Zn metallic 0.266 hcp = i35 693
C covalent 0.154 fec - 737 t
Si covalent 0.235 fce - 4.63 1687
Ge covalent 0.245 CE - 3.85 1211 P I
H,0  dipole-dipole 0.367 hep = 0.52* 273 Kuutiollisella fcc-kiteelld on ns.
Cop  dipoledipolp  1.00 fec = 1.5* ? tiivispakkaus ominaisuus
Ne  dipotediped 0313 fec - 0.020 24 (engl. close-packed), maksi-
— maalinen tilan tayttd, T(3V2) =
F Diamond transforms to graphite at high temperature. The latter then sublimes at about 3800 K. O 74048’ samoin ku 8} myOS

heksagonaalisella rakenteella, kun silla on 2-atominen kanta (hexagonal close-packed, hcp).
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lonikiteet

Ruokasuola- eli NaCl-kide muodostuu .
fcc-hilasta, jossa kantana on "NaCl-

molekyyli", kuva (10-2). Siten kiteessé +\/

on kaksi sisdkkasita fcc-hilaa, kummal-
lakin atomityypilla omansa. Téata S
sanotaan myos vuorisuolarakenteeksi \&
(engl. rock-salt).

Na*
2 ’
. e e e . N Kuva 10-2. g
Atomit tai ionit eivat ole kiteesséa

pareittain, mutta ioniparin sahkostaattinen energia voidaan kirjoittaa, kun k = 1 / 4me,
U@r) = —ake?/r, (10-1)

missa r on ionien keskindinen etéisyys ja a on kiderakenteesta aiheutuva ns. Madelungin
vakio. Vuorisuolalle tdmé vakio saadaan sarjakehitelmésta

a=6-12NV2+83-6/2+20W5—..., (10-2)

missa termit tulevat ionin "lahinaapurikerroksista" lahimmasté alkaen. Téama sarja ei
suppene tallaisena, mutta suppenee kylla "sopivasti termeja ryhmittelemalla".

Kun ioniparin repulsio E., = A /1" (9-2) lisdan edelliseen, saadaan potentiaalienergiaksi
U(r) = —oke?/r + A/t™ (10-3)
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Tasapainoetéisyydelld r=r, voidaan ehdosta F = —dU/dr = 0 ratkaista vakio A muotoon T
A = oke’ry" !/, (10-4)
jolloin
U(r) = —ake?/r, [ ro/r — 1/n (1o/1)"], (10-5)

ja kiteen hilaenergia on

U(r,) = —ake?/ro[1—1/n1]. (10-6) L

Jos koheesioenergia [ = U(r,) + ionisaatioenergia ] tai r, voidaan mitata, niin eksponentti n
saadaan lasketuksi edellisista yhtéldistd. NaCl-kiteelle saadaan n=9.35=9.

CsCl-kiteessa on sisékkain kaksi yksinkertais-
ta kuutiollista hilaa (sc), molemmilla
atomityypilla omansa, ks. kuva 10-3. Jos
atomit olisivat identtiset kide olisi bcc.

Kuvassa 10-4 on heksagonaalinen kide, jonka
kannassa on kaksi
saman alkuaineen
atomia, kyseessé on siis hcp-kide.

Tama kiderakenne on tavallinen my6s kiinteiden alkuaineiden
tapauksessa, esim. metalleilla.

Kuva 10-4.



Kovalenttiset kiteet

Kovalenttinen sidos syntyy usein hybridi-
soituneiden atomiorbitaalien muodos-
tamasta molekyyliorbitaalista, johon sen
miehittava elektronipari on sitoutunut.
Niinpa valenssielektronit ovat lokaisoi-
tuneita sidoksiin, niitd on parillinen maara
ja syntyva kide on eriste tai puolijohde.

Tavallisin ns. sp3 hybridisaatio
hi =s+ px + py + pz,

h2 =s + px— py — pz,

h3 =s—px+ py—pz
ha=s—px—py+pz

johtaa tetrahedraaliseen naapurustoon,
jossa atomien sidosten valiset kulmat ovat
arccos(-1/3) = 109 47°.

Tavallisimmat kiderakenteet
ovat timanttirakenne, sink-
kivélkerakenne ja wurtsiitti-
rakenne; edelliset fcc-hilan ja
jalkimmaéainen heksagonaa-
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120 s-p bonding—a case study in silicon

Fig. 6.7 Principal types of s—p hybridization: (a) sp hybrids pointing in opposite
directions along the same axis, (b) sp? hybrids at 120° to each other in a plane,
(c) sp® hybrids at cos~'(1/3) ~ 109° to each other, pointing towards the
corners of a tetrahedron. From McWeeny (1979).

lisen hilan johdannaisia. o S cZheaLenoe
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Atomiorbitaalien
s . Relative spac of atoms -
hybridisaatiota
voidaan tarkastella (s [m]1 1l n
myo0s 2

orbitaalienergioiden
muutoksista
sidosten syntyessa.
Oheisessa kuvassa
muodostuu piikide
(Si) vapaista
atomeista 3s- ja 3p- =
orbitaalien
muodostaessa 5
koko kiteeseen =
delokalisoituneet =
orbitaalit, ns.
energiakaistat eli

Band

y of electrons ——»
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Metallikiteet — vapaaelektronimalli

Metallin muodostuessa sen atomit luovuttavat valenssielektroninsa (1-3 kpl / atomi)
yhteiseksi negatiivisesti varautuneeksi "elektronikaasuksi tai -nesteeksi" (engl. free electron
gas), johon atomeista syntyneet positiiviset ionit (engl. ion core) asettuvat neutraloimaan
yhteisen tilan kokonaisenergian minimoivaan kiderakenteeseen.

Vapaaelektronikaasu ~Kaaviokuva: A
on yksinkertaisin

malli metallien
elektronirakenteelle
(engl. electronic
structure), mutta

se selittda kuitenkin jo
monia metallien
ominaisuuksia.

v

o ) Vapaaelektronimalli:
Té&ta sanotaan myds A

Druden malliksi tai
jellium-malliksi.

v

Metallisidos syntyy
kollektiivisesta
energian
minimoinnista.
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10-2 Johtavuuden klassillinen teoria

Klassillinen vapaaelektronimalli antaa elektronien sdhkoén- ja lammoénjohtavuudelle
oikeanlaisen yhteyden ja Ohmin lain. Lampétilariippuvuutta se ei kuitenkaan kuvaa oikein
elektronien fermioniluonteen vuoksi.

Sahkoénjohtavuus
Huoneen lampétilassa (T = 300 K) klassillisen elektronikaasun elektronien keskinopeus on
yhtélén (8-10) mukaan
(v) = (8kT / mtm)!2 = 105 m/s. (10-9)
Sahkévirtaa
I=AQ/ At = neAvq (10-10)

kuljettava kollektiivinen ns. drift-nopeus vq4 (engl. drift velocity)
eli ajautumisnopeus on kuitenkin pieni, tyypillisesti
suuruusluokkaa 10~ m/s, ks. kirjan esim. 10-5. Edell& n on
elektronitiheys, e alkeisvaraus ja A johtimen poikkipinta-ala.

Kuva 10-9.
Elektronien klassillinen liikeyhtald séhkdkentassé E on nyt

m dv/dt + mv/t = —¢E,

jossa mv/t on liiketta hidastava "kitkatermi". Sen voidaan ajatella aiheutuvan elektronien si-
ronnasta metallin atomeista ja epapuhtauksista. Ns. relaksaatioaika t kuvaa sironnan
keskimaaraista tormaysvalia tai on ainakin siihen verrannollinen.
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Kun tilanne on stationaarinen sédhkdkentan vaikuttaessa, niin dv/dt = 0, jolloin
v = ——-et/mE = vg.
Maaritellaan virrantiheys
j = —nevgq = nezt/m E (10-11)
seka vield Ohmin lain j = oE mukaan johtavuus
O = ne2t/m = 1/p, (10-13)
missé p on resistiivisyys.
Keskimaarainen vapaa matka ja relaksaatioaika 4
Keskimaarin edelld maaritellyn relaksaatioajan t pituisten hetkien vélein elektronit ehtivat
likkua keskiméédraisen vapaan matkan verran
A= (V)T =1/nym? (10-12)

térmaillesséén ioneihin (ion core), missé n, on ionien tiheys ja nur? on ionien térméyksen
vaikutusala (engl. cross section).

Keskimaéarainen vapaa matka on tyypillisesti samaa suuruusluokkaa, kuin atomien
etaisyydet kiteessa.

Klassillisen mallin lamménjohtavuudelle voidaan johtaa lauseke K = 1/3 n’kg? nt/m T.
Metallien ns. Lorenzin luku (engl. Lorenz number) K/oT = (n%kg2)/(3e?) = 2.4 x 1078 tx/ts V2IK?
on myds mittauksien mukaan aika hyvin vakio, 2.1 ... 2.9 x 10-8 V¥/K*, mik& osoittaa myés
molempiin johtavuuksiin liittyvien relaksaatioaikojen olevan likipitien samansuuruisia.
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Klassillisen mallin puutteita

Klassillinen vapaaelektronimalli onnistuu tuottamaan edella esitetyille johtavuuksille
oikeanlaiset riippuvuudet elektronien massasta, varauksesta, tiheydesta ja oletetusta
relaksaatiomekanismista vain, koska elektronien fermioniluonne ei ole niissa hallitseva.
Kovin tarkkojen lukuarvojen laskemiseen tama malli ei kuitenkaan riita.

Yhtena syyna huonohkoon tarkkuuteen on mm. elektronien keskinopeuden (v) (8-10)
lampétilariippuvuus T2 yhtéléssa (10-12), jonka tulisi olla T, kuten seuraavassa
kappaleessa osoitetaan. Tama virhe on havaittavissa sahkdnjohtavuuden lukuarvoissa.

Fermionien kvanttistatistiikan lampétilariippuvuus on siten niin erilainen, etté se paljastaa
teorian suurimmat puutteet. Edelld annettu lammonjohtavuus siséltdé oikean lampdtila-
riippuvuuden vain siksi, ettd se perustuu elektronien fermioniluonteen huomioonottavaan
ominaislammon lausekkeeseen ja sen lineaariseen lampdtilariippuvuuteen. Taysin
klassillinen malli sivulla 9 esitellystd Dulong—Petit'n laista |&htien ilman I&mpédtilariippuvuutta
antaisi vaaran tuloksen. Tuolta pohjalta I&htien olisi tulkittava, etta elektronien klassillisesta
ominaislammaosta 3/2 R ei translaatiokaan olisi viela huoneenlammadssa virittynyt, silla
mittauksista saadaan vain 0.02 R. Metallien mitatun ominaislammén 3R antavat fononit.

Edellisten lisaksi tulee viela elektronien aaltoluonne vaikuttamaan keskimé&aréaiseen
vapaaseen matkaan tai relaksaatioaikaan.

60
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10-3 Metallien vapaaelektronikaasumallin kvanttiteoria

Elektronirakenteen oikeanlaisen kuvaamisen tulee aina perustua kvanttimekaniikkaan.
Vapaaelektronikaasun elektronien Schrédingerin aaltoyhtél® on

(—h22m V2 + U)y = ik oy/ot,
missé U on vakiopotentiaali. Taman yksielektroniaaltoyhtalén ratkaisut ovat muotoa
P(rt) = Aelkr—ot 4 gerikr-o) — ¢ gikr-ot+d) - p cos(k-r— wt) + Fi sin(kr — wt)
olevia seisovia aaltoja tai etenevia aaltoja.

Todetaan tama:

Siis, Exin(p) = p*/2m = #%k/2m.
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Ratkaisuiksi saadut tasoaallot ovat itse asiassa hiukkanen laatikossa (particle-in-a-box)
aaltofunktioita silla rajalla, etta laatikon koko kasvaa rajatta. Tarkastellaan sen vuoksi
elektroneja laatikossa ja spin huomioonotettuna.

Yksidimensioinen malli 4
Hiukkasen L:n kokoisessa laatikossa energiatasot ovat
E, = n’h?/8mL? = E| n?, (10-14)
missa E; on perustilan energia. Miehitetdan nyt N elektronilla N/2 alinta tasoa, jolloin Fermi-
energiaksi tulee, kun T =0,
Er = Enp = (N/2)’h%/8mL? = h%/32m (N/L)>. (10-15)
N&hdaan, ettd Fermi-energia () E | () E
riippuu nelidllisesti yksiulotteisesta ! = (N2) + 1
elektronitiheydesta N/L.
. e e . Er n=N/2
Elektronien keskimé&éraiseksi E.
energiaksi tulee | n=(N/2) -1
|
(E) = 13EF (10-16) i '
. . . . | dE
ja tilatiheydeksi ! 53 T
g®) = E/ 2 E2. (10-17) =2
n=
Nyt 0 L X 0 L
n(E) = g(E) frp(E). (8-37) Kuva 10-10.




Kolmidimensioinen elektronikaasu
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Toistamalla edelliset tarkastelut kolmessa dimensiossa saadaan, kun T =0,

Er = h¥2m (3N/8xV)?3 (10-20)
ja
g(E) = m/2 - (8m/h?)32- VEI2 = 3N/2 - Eg22- El2 (10-21)
seka
(E) = 3/5 EF. (10-22)

Table 10-2 Free-electron number densities, Fermi energies,
and Fermi temperatures for selected elements

N/V Fermi energy Fermi temperature
Element (x10%m3) (eV) (x10%K)

Al 18.1 11.7 13.6
Ag 5.86 5.49 6.38
Au 5.90 558 6.42
Cu 8.47 7.00 8.16
Fe 17.0 11.1 13.0

K 1.40 2,12 2.46
ILf 4.70 4.74 S5
Mg 8.61 7.08 8.23
Mn 16.5 10.9 12.7
Na 2.65 3.24 3.77
Sn 14.8 10.2 11.8
Zn 13.2 9.47 11.0

Source: Data from Handbook of Chemistry and Physics, 90th ed. (New York:
Chemical Rubber Co., 2009).

10-4 Johtavuuden kvanttiteoria

Maaritelladn Fermi-lampdtila siten, etta
kTr = Er. Huomaa, etta
kT =26 meV, kun T =300 K

A
Kuva 10-11.

T>0

m
-
my

Er = B [1 - 72/12 (T/Tp)2 + ..]
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Tarkastellaan nyt johtavuuden teoriaa edellisen kappaleen 10-3, korjauksin: Fermi-Dirac-

jakautuma ja elektronien aaltoluonne.

Sivulla 61 johde-elektronien
kineettinen energia saatiin
muotoon

E(k) = p?/2m = h%k?/2m,
joka on nelibparaabeli.

Maaritelladn Fermi-nopeus ug

siten, etta 12 mug? = Ef, joten
ur = (2Br/m)"2. (10-24)

Kun tama sijoitetaan
yhtéléon (10-12) keski-

No electric field

v

fro(E)

With electric field

nopeuden (v) tilalle, saadaan
T = Mug ja (10-13) antaa

p = mug/ne*h= 1/o, (10-25)

Kuva 10-12.
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Korjataan seuraavaksi klassillisen vapaan matkan lauseke elektroniaalloille, joille itseasiassa
taysin virheetdn jaksollinen kide ei aiheuta ollenkaan sirontaa ja kitkatermid — atomisydanten
(engl. ion core) koosta riippumatta. Atomisydamilla on kuitenkin fononit ja aina vahintaan
nollapistevarahtely poikkeuttamassa niitd ideaalisilta sijoiltaan. @)

Elektronien fononisironnan vaikutusala on verrannollinen hilassa /
olevien atomien neli6lliseen keskipoikkeamaan tasapainoasemas-

taan (r2) = (x?) + (y?) =2 (x?). Tarkastellaan poikkeaman x-kompo-

nenttia lahtien harmonisesta liikeyhtaléstda Mx + K x = 0, missa

w? = K/M, kun K on voimavakio ja M atomisyddmen massa.

Tasta saadaan energian tasanjakautumisen periaatteen mukaan

12 K{r?) = 12 Mw*r?) = kT (10-26) Area = 2

ja vapaa matka (10-12) ) i‘,x‘
I
h=1/na(r®) = Mw?2mngk 1T, (10-27) }%

joka antaa nyt oikean lampédtilariippuvuuden p o« T jalahes
kokeelliset arvot yhtéldsta (10-25) p = mug/ne’A = 1/o. . /?(
Metallin kokonaisresistiivisyys saadaan edella tarkastellun P
fononiresistiivisyyden pr ja epépuhtauksien aiheuttaman
resistiivisyyden p; summana Kuva 10-13.

P = pPr+Prn
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Ominaislampé

Johde-elektronien osuus metallin ominaislampdd6n on siis pienempi kuin voisi olettaa
"elektronikaasu"mallin perusteella. Metalleissakin se peittyy fononien ominaislammon alle
paitsi hyvin alhaisissa lampdtiloissa. Tama johtuu elektroni-
en fermioniluonteesta, jonka vuoksi vain termisen energian
kgT verran Fermi-energiasta poikkeavat elektronit voivat
osallistua "lammaénvaihtoon" ympaéaristdn kanssa.

Kun lammdnvaihtoon kykenevien elektronien lukumaara on
(10-21) a kT x N/Eg, tulee niiden kokonaisenergiaksi

U = 3/5N Egr + aN kT/Eg kT, (10-29)

missa o = w2/4. Tastd saadaan ominaislammoksi
C, = dU/T = 2aN k*T/Eg = ¢ T, (10-30)

miké& on varsin pieni — tyypillisesti vain R:n sadasosia.

Kun yhdistetdén edellinen elektronien osuus (y) ja fononien osuus (), niin metallien
ominaislampd on normaalildmpdétiloissa (Dulong—Petit'n laki) likimain

Cy =yT+3R

ja noudattaa hyvin alhaisissa lampétiloissa fononien kvanttiluonteen vuoksi
lampdtilariippuvuutta
C, = yT +pT°.



AiRa, 2022 67
10-5 Magnetismi

Aineet voidaan jakaa kentan vaikutuksesta magnetoituviin ja itsestdan eli spontaanisti mag-
netoituviin ja magnetismin ilmenemismuodot vastaavasti kenttdmagnetismiin ja luontaiseen
Jarjestysmagnetismiin.

Kenttdmagnetismi jakautuu vield diamagnetismiin, joka aiheutuu kentén indusoimista dipo-
leista (y < 0), ja paramagnetismiin, joka aiheutuu taas aineen permanenttien dipolien orien-
toitumisesta (x > 0). Molemmissa néissé voidaan viela erottaa valenssielektronien ja
atomisydanten luonteeltaan erilaiset osuudet.

Jarjestysmagnetismi voi olla joko ferromagnetismia tai antiferromagnetismia riippuen siita,
onko alkeisdipolien spontaani jarjestys yhtenéistéa vai vuorottelevaa. Ferrimagnetismissa
jarjestynyt tila muodostuu kahden tai useamman eri tyyppisen dipolin muodostamana.
Spontaanisti magnetoituvat aineet ovat riittdvan korkeissa lampétiloissa paramagneettisia.

Paramagnetismi

Tarkastellaan seuraavassa johde-elektronien (lampétilasta
l&hes riippumatonta) ns. Pauli-paramagnetismia. Se syntyy
ulkoisen magneettikentan B aiheuttamasta populaatioerosta
spin—ylos- ja spin—alas-elektronien (mg = + 1/2)
tilatiheydessa.

Elektronin spinista riippuva magneettinen momentti on
Uz = — g gs UB, (7-47)
missa gs on elektronin g-tekijé ja ug on Bohrin magnetoni.
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Ulkoisessa magneettikentdssa (vuon tiheys B) sen energia on (7-47)
U=-wB =mgg,usB (10-33)
ja magnetoituma tilavuusyksikk6a kohti on
M =u(pr-ps)
missé u =— 12 gs ug Seké p+ ja p1 spin—ylds- ja spin—alas-elektronien tiheydet.
Pienilla kentilla magnetoituma riippuu vuon tiheydesté lineaarisesti,
uM = % B, (10-34)
misséd y on magneettinen suskeptibiliteetti tai suskeptiivisuus (engl. magnetic susceptibility).
Korkeissa lampétiloissa, joissa uB << kT, suskeptiivisuus on positiivinen (y > 0)
¥ = WM /B = popu?/kT, (10-35)

missé p on elektronien kokonaistiheys. Taméa on Curien
laki. Korkea lampdtila sekoittaa spinien orientaatiota
magneettikentassa, kun taas lampdétilan laskiessa

(uB >> kT) magnetoituma kasvaa Fermi—Dirac-
jakautuman sallimissa rajoissa. Riittdvan voimakkaassa
ulkoisessa magneettikentdssd M — up, mika vastaa
taydellista jarjestysta.
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Diamagnetismi

Ulkoisen kentan indusoimat magneettiset dipolit
pyrkivat pienentdmaan kokonaiskenttaa, jolloin Electron 1
magneettinen suskeptiivisuus on negatiivinen
(x <0), ks. kuva 10-15.

Metallin johde-elektronien (vapaaelektronikaasun)
Landau-diamagnetismi on heikompaa kuin niiden
spinien aiheuttama Pauli-paramagnetismi,

XL =— 1/3 (p.

Ferromagnetismi

Kun aineen magneettiset alkeisdipolit jarjestyvat spontaanisti samansuuntaisiksi, on
kyseessé ferromagnetismi. Taydellinen jarjestys on mahdollinen vain hyvin alhaisissa
lampétiloissa, jolloin magnetoituma voi saada lahes maksimiarvonsa up.

Electron 2

M2

Kuva 10-15.
Core electron contribution.

Lampotilan kasvaessa lampdliike vahentéa jarjestysté, kunnes se on kokonaan hévinnyt
Curie-ldmpdtilassa Tc. Curie-lampétilan ylapuolella ferromagneettinen aine on magneettisil-
ta ominaisuuksiltaan paramagneettinen ja noudattaa Curie—Weiss-lakia

x = C/(T-To).

Itse asiassa ferromagneettisessa aineessa esiintyy spontaania jarjestysta
myds Curie-lampétilan ylapuolella. Talldin dipolit ovat jarjestyneet
pienissa erillisissa alueissa, ns. domaineissa (engl. domain), joiden mag-
netoitumat ovat taas satunnaisesti orientoituneet toistensa suhteen.
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Antiferromagnetismi ja ferrimagnetismi

Kun aineen magneettiset alkeisdipolit jarjestyvat spontaanisti
vastakkaissuuntaisiksi vuorottelevaksi jarjestykseksi, on kyseesséa
antiferromagnetismi. T&ll6in kokonaismagnetoituma haviaa.
Faasimuutos paramagnetismiin tapahtuu ns. Neel-ldmpdtilassa Ty .

Jos vuorottelevat magneettiset momentit ovat hieman erisuuruisia,
tai niitd on useammanlaisia, kokonaismagnetoituma ei havia taysin.
T&lldin kyseessa on ferrimagnetismi.

Spintroniikka
Spintroniikaksi sanotaan elektroniikkaa, jossa ei ainoastaan
elektronien varaus, vaan myds spin, on merkityksellinen tekija.

Ks. esim. v 2007 Fysiikan Nobel-palkinto: nttp:iki.fitrantala/popular/Nobel
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10-6 Elektronien energiakaistat (eli -vyot)
Kiteen periodisuus ja kaistarako (eli vy6aukko)

Kiteen johde-elektronien kokema potentiaali on periodinen eli jaksollinen. Tamé aiheuttaa
mm. ne kiteen elektronirakenteen piirteet, jotka erottelevat esim. metallit, puolijohteet ja
eristeet: sallitut energiakaistat ja niiden valissa olevat raot.

Oleellista ei ole kiteen potentiaalin yksityiskohtainen muo- ()
to, vaan sen jaksollisuus. Yksielektroniaaltofunktioille

patee Blochin teoreema (Felix Bloch, Z.Physik 52, 555
(1928)): Ideaalikiteen yksielektronifunktiot ovat muotoa

Yi(r) = uk(r) ek, (10-36)

(b)

. Kuva 10-17.
joka on jaksollisella funktiolla ux(r+R) = ui(r) moduloitu tasoaalto e’k uva
missa R on hilavektori, ks. s. 50.

Yksielektroniaaltoyhtélén (1D tai 3D), ks. s. 61,
—h22m d?/dx2 (x) + u(x) P(x) = EYP(x) (10-37)
station&ériset ratkaisut ovat siis tasoaaltoja
Pr(r) = A e*T+B e kT = Dcos(kr) + Fisin(kr), (10-38)

jos potentiaali u(r) on vakio,
mutta Blochin funktioita (10-36), jos potentiaali uk(r) = ug(r+R).
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Tarkastellaan kahta seisovaa tasoaaltoa, 1 (x) = sin(kx) ja y»(x) = cos(kx) , joilla on sama
Ekin(P) = p2/2m = hzkz/zr}l’ ja kun Kuva 10-20. Probgbility
k = 2mt/A, joiden aallonpituus A M density I,
tayttdd saman ehdon 7 - /

/ N\

ka = +nm, (1041) =X h XK — AT A A —

kuin kiteenkin jaksollisuus, missé n . . . .
on kokonaisluku.

Kuvasta (10-20) nahdaan, etta
atomisydamien attraktiivisessa
potentiaalissa tasoaallon 1,
potentiaalienergia on alempi, kuin
aaltofunktion y;. Tama siis tapahtuu,
kun k = + nzt/a, miké& on itse asiassa
aalto-opin Braggin heijastumisehto
aallolle jaksollisesta rakenteesta.

I 2

@ Kuva 10-19.

(b) E

Kuvassa (10-19) on havainnollistettu
heijastumisen seuraukset elektronien S R
energian ominaisarvoihin eli sallittujen ~ Aloved . '
kaistojen (engl. band) syntyminen tai i
pikemminkin kiellettyjen energiarakojen R 7 i

|

|

syntyminen (engl. band gap) niiden S I :

valeihin. 0 ~=n/a 2rn/a 3nla 4nla k
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http://iki.fi/trantala/opetus/files/PTP-72115.Puolijohdetekniikan.perusteet
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Johteet, eristeet ja puolijohteet

Kaistojen miehitykset, tdynné/vajaa, Kuva 10-22. (a (b) (c) (@
ja kaistaraot maaraéavat kiteen
luonteen: metalli, puolijohde vai Foroidden [ ]
eriste. atowed, | TN
‘\ empty m
Allowed,
/ 3p occupied V A
Key Conductor Conductor Insulator Semiconductor
3s . . . E
/ Johteiden Fermi-energia [ JEmpty
leikkaa sallittujen tilojen [_IFilled
tilatiheyden, esim. Na ja A—
Mg kuvassa 10-21. -~
2p 2p, 3p, or 4p
25 ™~ 3 states per atom
7eV 1eV
1 state per atom
-
1s Kuva 10-23. < 2s, 3s, or 4s
Kuva 10-21. Na- ja Timantti.', pii-.ja. 1 state per atom
Mg-metallien kaistat ja germanium-kiteiden | | | |
muodostuminen, 0 0.2 0.4 0.6 0.8 R, nm

miehitys.

i Rc =0.15 nm
vrt. kuva sivulla 56. o Re, = As; = 0.24 nm
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Eristeissa ylin miehitetty kaista eli valenssikaista on taysi ja alin miehittamaton kaista, nk.
johtavuuskaista, on tyhja. Naiden vélissa on "suuri" kaistarako ( > 2 eV). Puolijohteet ovat
eristeitd, joiden johtavuuskaistalla (tai valenssikaistalla) on merkittdva méara elektroneja (tai
nk. aukkoja) varauksenkuljettajina.

Yhdistepuolijohteet (engl. compund semiconductor)

Alkuainepuolijohteita ovat pddasiassa ryhman IV aineet Si, Ge (ja C), ja bindérisid yhdiste-
puolijohteita llI-V-, 11-VI- ja IV-IV-yhdisteet. Ternd&érisissé ja kvaternddrisissd yhdisteissa on
kolme ja nelja alkuainekomponenttia.

Alkuainepuolijohteilla on timanttirakenne ja bindarisilla yhdistepuolijohteilla taas tavallisimmin
sinkkivélkerakenne. Joillakin II-VI-yhdistepuolijohteilla on kuitenkin tavallisimmin
wurtsiittirakenne. Useat yhdisteet voivat esiintyda molempina rakenteina.

Seossuhteilla voidaan s&atéaé puolijohteiden ominaisuuksia halutuiksi.

6
b « direct gap Table 10-5 Energy gap Eganq dielectric constant
S for selected semiconductors
> o indirect gap 250
Bt Jose 00 i SiEH)
ol 718 3  Material 0K 203K Material 0K 293K k
U” fD
o 3 0 g
o o i 115 111 118 CdTe 1.56 144 102
@ 500 ‘_3:
a5 = Ge 0.74  0.67 159 PbS 0.28 0.37 17.0
St 700 3 Te 0.33 InP 141 127 124
1000 - - ' ' '
1r _ GaAs 153 135  13.1 CdSe 1.85 1.74 10.1
L L L= =" 4000 InSb 0.23 0.16 17.8 GaP 240 224 1l
4 4.5 5 5.5 6 65 7 ZnS - 354 52 PbTe 0.19 025 30.1
lattice constant (A)
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Itseispuolijohteet

Itseispuolijohteiksi (engl. intrinsic semiconductor) sanotaan sellaisia puolijohteita, joiden va-
rauksenkuljettajat syntyvat termisessa virityksessa kaistaraon yli valenssikaistasta johta-
vuuskaistalle. Varauksenkuljettajina toimivat talldin seka johtavuuskaistalle siirtyneet
elektronit ettd valenssikaistalle syntyneet aukot. Talléin elektroni- ja aukkokonsentraatioille
(eli -tiheyksille) padtee n = p = n;. Johtavuus on tall6in

O = ne2t./ me + pe2t, / my,

missé& massat ovat varauksenkuljettajien effektiivisia massoja Johtavuus riippuu erittain voi-
makkaasti [ampotilasta, koska elektronien ja aukkojen tiheydet n ja p riippuvat siita.

Itseispuolijohteiden Fermi-energia on kaistaraon puolivalissa likimain ja elektronit
noudattavat Fermi-Dirac-jakautumaa. Jakautuman "hantaa" johtavuuskaistassa voidaan
approksimoida Boltzmannin jakautumalla:

fu(E) = 1/[1 + exp[(E-Er)/kgT] = exp[-(E-Er)/kgT], kun (E-Ep) >>kgT.
Sama approksimaatio voidaan tehda aukkojen jakautumafunktiolle valenssikaistassa,

fo(B) = 1 -fu(E)
= 1/[1 + exp[(Er—E)/kgT] 1 \
~ exp[-(Er~E)/kgT],

kun (E-Eg) >> kgT. ﬁ\‘\\—\
0.5 1 1.:5 2 2
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ltseispuolijohteiden varauksenkuljettaja- eli . o S -
elektroni- ja aukkokonsentraatiot ovat I ’ ‘ ' '
yhtésuuret lofe T

nj = n =nq ef(chEF)/kT =P =Po ef(EF*EV)/kT

ja Fermi-energia on (noin) kaistaraon keskella.

10 14
Varauksenkuljettajakonsentraatiot riippuvat

lampdtilasta eksponentiaalisesti
"aktivaatioenergiana" (Ec—Er) = E,/2.

25%x108cem3

1012

n.(cm?)

i

1.5%x 1010
lolﬂ

108

106
2

3
1000/ 7 (K) ~*



Varauksenkuljettajien effektiivinen massa
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Germanmim

Sihcon

Gabs

Smallest energy bandgap at
300K

Etsitaan elektronien kaistarakenteen vaiku-
tukset huomioonottava dynamiikkaan liittyvéa

B, V)

066

112

1.424

effektiivinen massa sovittamalla elektroni-
aallon liiketilojen muutokset noudattamaan

Electron effective mass for | #2g 455

density of states calculations w1y

0.55

1.08

0.067

klassillista Newtonin liikeyhtal6a. .

Hole effective mass for P s

Elektroniaallon ryhméanopeus on (1-dimensi- | 95 of states calculations | g

0.37

0811

0.45

oisena) Vg = 1/h dE(k)/dk ja toisaalta Electron effective mass for m:,mnd

likemaara on p = 7ik. Tarkastellaan nyt

conductivity calculations #g

012

0.26

0.067

sahkdkentan aiheuttaman voiman F vaiku-
tusta elektronin liikkeeseen

Hole effective mass for
conductivity calculations o

*
i comd

0.21

0.386

0.34

1/m* = 1/h* (d*E/dk?) (10-42)

Aukot varauksenkuljettajina ovat "puuttuvia elek-
troneja". Sen vuoksi aukkojen varaus ja effek-
tiivinen massa ovat vastakkaismerkkisid. Elektro-
nienkin effektiivinen massa saa negatiivisia arvoja.

10-7 Seostepuolijohteet (engl. impurity semiconductors)

Kun piitd, joka on IV ryhman alkuaine seostetaan .
(engl. doping) V ryhman alkuaineella, esim. As, siten, & ———
ettd As korvaa joitakin Si atomeja, jda As atomien vii-
dennet valenssielektronit 16yhéasti sidotuiksi (0.054 eV)
ja siten helposti vapautuviksi varauksenkuljettajiksi.
Tall6in sanotaan As-atomeja elektronien luovuttajiksi

eli donoreiksi (engl. donor).

E‘ 9000000000000
0000000000000
0000000000000

I'=0K

Vastaavalla tavalla seostamalla piita Ill ryhman alkuai-
neella, esim. boorilla B, ja& sidoksista puuttumaan yksi
elektroni jokaista seoste- eli epdpuhtausatomia kohti. ,.,»(
Téllainen seosteatomi, ns. akseptori (engl. acceptor)
Voi nyt ottaa naapurinsa elektronin luovuttaen siten
aukon naapurilleen ja varauksenkuljettajaksi.

Seostamalla aikaan- / M\'
saadut varauksenkuljet-
tajat vapautuvat jo
alhaisissa lampétilois-

sa, joten johtavuuden
lampdotilariippuvuutta ei O
juurikaan esiinny tietylla
lampdtila-alueella.
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Donorin viidennen elektronin "orbitaali" on vetyatomin s-orbitaalin kaltainen, joten se voidaan
ratkaista vetyatomin S-yhtalén avulla. Vetyatomin elektronin energiat ovat E, = — E;H 1/n?
= — 1/2 me(e*/Kh)? 1/n? ja "ratojen séteet" (r,) = (AK/mee?) n> = a,n%, missd E;! = 13.6eV
jaa, = 0.0529 nm, kun K = 4me, Tall6in puolijohteessa donorin elektronin massa korvataan
effektiiviselld massalla me = m*m, ja Coulombin vuorovaikutuksessa otetaan huomioon
véliaineen permittiivisyys K = 4mey — 4meok. Silloin donorin elektronille puolijohteessa

E, = - m*/x? (E;" 1/n?) (10.43)
ja
(r) = K/m* (apn?). (10.44)

Tyypillisesti epapuhtaustilojen energiat ovat 0.01 — 0.05 eV johtavuuskaistan alareunasta tai
valenssikaistan ylareunasta.

Esim. 10-9. Tarkastele germaniumin (Ge) donoritasoja ja aaltofunktioiden "kokoa".
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Hall-ilmi6

Kun magneettikentta vaikuttaa sahkovirran varauksenkul-
jettajien liikkeeseen, niin johtimeen muodostuu kenttaa ja
virtaa vastaan kohtisuoraan suuntaan jannite, ns. Hall-
jénnite Vy. Hall-jannitteen syntyminen perustuu varauk-
senkuljettajiin kohdistuvaan Lorentz-voimaan

F = q(E +vxB).

Tarkastellaan seuraavassa virrankulkua x-suunnassa
tilanteessa, jossa magneettikenttd on B =B, k. Talsin
F = qEu+qvB = 0, josta seuraa

IEql = vB = j/nqB = RyjB,
missd Ry = 1/nq on ns. Hall-vakio (engl. Hall coefficient).

On huomattavaa, ettad Hall-jannitteen merkki paljastaa varauksenkuljettajien varauksen
merkin.

Hall-vakion mittauksella voidaan maarittaa varauksenkuljettajakonsentraatio
n = 1/qRy = JxB;/qEy.



10-8 Puolijohdeliitos ja sen sovellutuksia

Pn-liitos (engl. pn junction) on tarkein toiminnallinen osa
monissa puolijohdekomponenteissa.

Liitoksessa muodostuu potentiaalivalli (engl. barrier) AE = qV,

tai liitospotentiaali (engl. contact potential) varauksenkuljettajille,

kun p- ja n-osien Fermi-tasot asettuvat samaan potentiaaliin.

Valli syntyy liitoksen lapi tapahtuvan varauksenkuljettajien

diffuusion aiheuttaman varausepatasapainon seurauksena,
silld varausepatasapaino muodostaa varausepatasapainoa

vastustavan potentiaalin V.

Diodi avoin (unbiased) Energy

MU

Conduction

myé6ta (forward)

\\\\\\\\\\\

o — electrons
+ holes
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Kuva 10-33.

® =+

o ®eo—lpye

249 0

p side

n side

vasta (reverse)

pside Junction nside
or depletion
region
Kuva 10-34.
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Em. liitosilmididen seurauksena pn-liitoksen I, mA
eli diodin virta—janniteominaiskayréa on 30
eksponenttikayra Forward

I = I (eaVkT — 1) (10.49) Breakdown — 20 bias

voltage
Tasta on seurauksena diodin tasasuuntaava 10
ominaisuus. 30 20
VoL Cl ]
! 02 06 10 VV
Erittain voimakkaalla seostuksella voidaan — 10
valmlstag tunn.elldlodll, jos§a wr}aﬂkulkee RelErss | 50
ensin vain sopivan pienella myotékytken- bias
nalla. Tunnelidiodissa varauksenkuljettajat 30
tunnloituvat liitoksen potentiaalivallin |api. Kuva 10-36.
A
(a) N (b) (c) - Kuva 10-37.
\\\\}}}\}}}k\s § Kuva 10-38. oA
\ \

Er %WW //,&\ \ .

/ ZERNFilled XX Ex Er 7.9 JunnelingX\\ £¢ Er

Valence Z
%band’/
_ _ _ _ B
side n side p side n side p side n side
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Jos diodin estosuuntainen jannite kasvaa riittdvan suureksi, tapahtuu ns. 1&pilyénti (engl. 4
reverse breakdown). Lapilydnti ei valttdmatta vahingoita diodia, jos virtaa rajoitetaan niin,
etteivat ohmiset haviot kuumenna liitosta lilaksi. Lapilyonti-ilmiota voidaankin itse asiassa
kayttaa hyvaksi esim. jannitteen "reguloinnissa".

Lapilydnteja on kahta paatyyppia: Zener-ilmio ja
avalanche-lapilyénti. Zener-lépilydnti voi tapahtua
suurilla seostuksilla, jolloin tyhjennysalue on ohut.
Tall6in varauksenkuljettajat voivat tunneloitua tyh-
jennysalueen |api, kun p-puolen valenssikaistan
ylareunan elektronien energiatasot tulevat samalle
korkeudelle kuin n-puolen johtavuuskaistan 103

alareunan elektronien energiatasot. Avalanche- - \\GIP :

lapilydnti (vy6ryilmi®) tapahtuu, kun varauksen-

L GaAs i
kuljettajat saavat litosalueen suuressa sahko- Y" N
kentdssa riittavasti energiaa irroittaakseen ato- OF ]
meista tormayksillaan lisda varauksenkuljettajia. <+ \ i

10
s N
o 300 K L% "

L Tunneling—u B

begins
1 1 L1 1 1 L1 1 11 L -]
10'3 106 10"7 1018
N 4(em™3)
v
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Valoa emittoiva diodi, LED, ja aurinkokenno
Voimakkaasti my6étasuuntaan —
kytketyssa pn-liitoksessa voidaan e
saada aikaan runsas elektroni—aukko-
parien rekombinaatio ja valon (IR, P 2 ———% 3
nakyva, UV) emissio. ! -
(@ ]
B = -
- =2 3 g %)
(5] [5) = L=
% > O m 5>
Infrared Visible ‘ Ultraviolet
GaAs GaP
InSb Ge Si | CdSe CdS SiC  ZnS
T e T
:::::::::::::::::::::~E,(eV)
0 1
e } : N (um)
753 2 1 0.5 0.35

Aurinkokennon toiminta on tavallaan kdanteinen:
biasoimattomaan liitokseen valon absorption
synnyttamat eh-parit, joutuvat vastakkaisille puolille
litosta saaden aikaan jannitteen tai virran, riippuen
diodin kytkennésta.



LASER

Puolijohteessa syntyvaa elektronien ja
aukkojen rekombinaatioséateilya voidaan
kayttaa lasertoiminnassa helposti, koska
viritysmekanismi (pumppaus) saadaan
tehokkaasti toteutetuksi sahkdvirralla. P
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Roufllbriun

87

Elektroneja ja aukkoja on tuotetaan
paljon samalle alueelle pn-liitoksella,
heteroliitoksella tai kvanttikaivolla.

Kvanttikaivorakenne (engl. quantum well,

QW) eli "hiukkanen laatikossa" on
yksinkertainen, mutta tehokas.

Puolijohdelasereita kaytetadan miltei
kaikessa elektroniikassa ja
massiivisesti tiedon tallennuksessa,
lukemisessa ja siirtdmisessa.

Yleensa ne ovat kooltaan varsin
pienid, tyypillisesti luokkaa

0.1 x 0.1 x 0.3 mm3. Niitd on helppo
moduloida yksinkertaisen
pumppausmenetelman kautta.

Kanavatransistorit

Tarkastellaan seuraavaksi kanavatransistorien (engl. field-effect transistor, FET) rakennetta
ja toimintaperiaatteita lyhyesti. Kanavatransistorin /dhteen (engl. source) ja nielun (engl.
drain) yhdistéda kanava (engl. channel), jossa kulkevaa virtaa
voidaan ohjata hilan (engl. gate) jannitteella.

Metal
contact
(Source) X

Source

Gate Oxide

= |
| | .
Source | Channel; Drain
S | +
ntop n
Electrons | |

— Pinch-off

Vp (Sat.)

(b)

Kanavatransirtoreita voi-
. w. daan valmistaa useilla eri
o tekniikoilla — JFET,
Schottky FET, MOSFET: L
" |GFET, MISFET

aGads
substraie

High forward bias

Traditional
edge-emitter

Novel surface-
emitter
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A

Depletion region

Inversion layer (channel)




10-9 Suprajohtavuus (engl. superconductivity)
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Monien alkuainemetallien ja lukuisten seosteiden ja yhdisteiden stabiili tila on hyvin alhaisis-
sa lampétiloissa suprajohdetila eli S-tila, jossa aine menettad sahkoisen resistiivisyytensa.
Korkeammissa lampétiloissa aineen sanotaan olevan normaalitilassa eli N-tilassa. Aineita,
joilla on olemassa suprajohdetila sanotaan suprajohteiksi (engl. superconductor). Suurten
paineiden alaisina tai ohuina kalvoina saadaan S-tilaan useat sellaisetkin aineet, jotka eivat

muuten olisi suprajohteita.

Suprajohtavan elohopean resistiivisyyden (p = 0) havia-
misen havaitsi H. Kamerlingh Onnes vuonna 1911. S-
tilassa olevan aineen resistiivisyys ei ole ainoastaan
mitattdbman pieni, vaan todella nolla (tarkimpienkin mit-
tausten mukaan). Vuosikausia jatkuneissa kokeissa on
todettu suprajohderenkaassa kulkevan séhkdvirran, ns.

0.15

0.125

0.10

supravirran (engl. super current), vaimenemista kuvaavan - 0.075

aikavakion arvoksi ainakin 10° vuotta.

S/N-transition lampétila T, alenee magneettikentan
l&sné&ollessa ja lopulta kentan kasvaessa arvoon B.
transitiota ei tapahdu ollenkaan. Riippuvuus on likipitden
muotoa

B«(T) = Bc(0) (1 -T*Tc?),
ks. kuva 10-47.

Meissner-ilmio

Supravirta ei ole sahkdkentan yllapitdma, joten
resistiivisyyden puuttuminen ei ole riittdva maaritelma
suprajohteelle. Jos suprajohteen S-tila olisi "vain"
taydellinen johde, se my0s sailyttaisi N-tilassaan ole-
van magneettivuontiheyden S-tilaan muuttumisensa
jalkeen. Nain ei kuitenkaan tapahdu, vaan N—-S-tran-
sitiossa aineessa oleva magneettivuontiheys aina ha-
vida kokonaan, ohutta tunkeumakerrosta A

Be(0) —=0.08

[
o

0.05

0.025

0.00

1075Q

L\

400 410 4.20
Kuva 10-46. T, K

0.10

0.06

0.04

0.02

430 4.40
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Bc(T)

Nor

Superconducting

mal

0

Kuva 10-47.

lukuunottamatta. Kuva 10-48.

Suprajohteiden merkittdvampi ominaisuus @

onkin W. Meissnerin ja R. Ochsenfeldin

vuonna 1933 havaitsema taydellinen

diamagneettisuus (x =-1,u, =y + 1 =0).

Sen voidaan ajatella olevan seurausta

suprajohteeseen helposti indusoituvista T>T,
virroista, jotka kumoavat aineeseen tun-

keutuvan ulkoisen magneettivuon -

tineyden. A/ N

N- ja S-tilojen vapaiden energioiden ero

on B.2/2uy, ja siksi transitio tapahtuu 1am- v

pétilassa T magneettivuon tiheydelld B.(T). =




Suprajohteiden lajijako

i); E>A

S-tilan pintaenergia on positiivinen,
josta seuraa, etté S- ja N-tilojen
vélinen rajapinnan pinta-ala pyrkii
minimoitumaan. Sen vuoksi lajin | su-
prajohteiden S-tila on tyypillisesti
koostumukseltaan ja ominaisuuksiltaan homogeeninen.
Se on taysin diamagneettinen ohutta tunkeumakerrosta
lukuunottamatta. Lajin | suprajohteille on tyypillista jyrkka
transitio lampdotilan T, tai kentdn B, kohdalla, ja niita
kutsutaan pehmeiksi suprajohteiksi.

il); E<A

S-tilan pintaenergia on negatiivinen, josta seuraa, etté S-
ja N-tilojen vélinen rajapinnan pinta-ala pyrkii maksimoitu-
maan. Sen vuoksi lajin Il suprajohteiden S-tila voi olla
koostumukseltaan heterogeeninen tietyissa olosuhteissa.

Lajil (eli t

Laji Il (eli t
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(@) uoM (b) uoM
Type | Type I
superconductor superconductor
BC1 BcZ
| |
B B
c app Booy
WoM = —Bypp Kuva 10-49.
0.20 - Kuva 10-50.
0.15 Beo
o 0.10[
5 - By
; L | I | 1 | L |
0 1 2 3 4 T T K
T,= 447K

Vakiolampdtilassa T.:n alapuolella S-tilalla on kaksi kyn-
nyskenttaa, B, ja B.,, joiden vélisella aluella esiintyy N- ja
S-tilojen sekatila. Né&ita kutsutaan koviksi suprajohteiksi.

Sekatilassa S- ja N- @

tilojen valinen raja-
pinta on suuri, kun
aine on asettunut
geometrisesti

saanndénmukaiseen

kentan suuntaisten
"vorteksien" muo-
dostamaan
rakenteeseen.

Tyypin |l suprajohteet "kestavéat siis
paremmin" korkeita magneettikenttia ja
siksi niitd voidaan kayttaa
sahkOmagneettien kdamilankojen
materiaaleina korkeiden
magneettikenttien aikaansaamiseksi.

Kuva 10-51.

Screening
supercurrent

Flux
tube ™
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Table 10-6 T.and B val

ues for some type I and
type Il superconductors

Typel
element (K) (atoK;T)

Tc B.

Al
Cd
Hg
In

Nb
Os
Pb
Sn
Tl

Zn

1.175 0.0105
0.517 0.0028
4.154 0.0411
3.408 0.0282
9.25 0.2060
0.66 0.0070
7.196 0.0803
S22 0.0305
2.38 0.0178
0.85 0.0054

Typell 1 B
compound (K) (at0K;T)
Nb;Sn 18.1 24.5
Nb;Ge 232 34.0
NbN 16.0 15.3
V;Ga 1685 35.0
V;Si 17.1 15.6
PbMoS 144 6.0
CNb, 9.1 0.06
MgB, 39.0 16
Rb;Cy 29.0 ?

Cs,RbCq,  33.0 ?
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BCS-teoria

Suprajohteiden S-tilan elektroniominaislampda koskevat havainnot viittasivat siihen, etta
niissa esiintyy puolijohteiden elektroni—aukkoparien kaltaisia hiukkaspareja. L.N. Cooper
osoitti, etta kaksi Fermi-energian ylapuolelle viritettya elektronia voivat kytkeytya hiukkas-
pariksi, jos ne kokevat attraktiivisen vuorovaikutuksen, riippumatta siitd kuinka heikko tuo
vuorovaikutus on. Tallaisen parin, ns. Cooperin parin, kokonais-spin haviaa ja se on
stabiilein silloin kun sen painopiste on levossa eli elektronien aaltovektorit ovat yhté suuret,
mutta vastakkaissuuntaiset. Cooperin pari voi liikkua, kunhan sen kineettinen energia ei ylita
parin sidosenergiaa, jolloin Cooperin pari hajoaisi.

J. Bardeen, L.N. Cooper ja J.R. Schrieffer esittivat vuonna 1957 suprajohtavuuden ns. BCS-
teorian, joka perustuu Cooperin pareihin varauksenkuljettajina. Teoria on silla tavoin ylei-
nen, ettei siind oleteta mitadan elektronien véalisen attraktiivisen vuorovaikutuksen
alkuperasta.

Transitiolampétilan T, riippuvuus aineen isotooppien massoista M (engl. isotope effect),
M*T. = vakio, (10.55)

viittaa siihen, etta hilavarahtelyt eli fononit ovat tekijana Cooperin parien muodostumismeka-
nismissa. Attraktiivisen elektroni—fononi—elektroni-vuorovaikutuksen voidaan ajatella
syntyvan siten, etté toisen elektroniaallon ajatellaan sijoittuvan energialtaan edullisesti
ensimmaisen elektroniaallon polarisoimaan ionivarausten jakautumaan. Tama vuorovaiku-
tus on suurin sellaisten elektronien valilla, joiden spinit ja aaltovektorit ovat vastakkaiset.
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Cooperin parit ovat koherentteja = Table 10-7 Experimental values of « for a few superconductors

siten, etté niiden energia ja liikke- ) )
b v s . Material @ Material «

maara ovat keskendan samat ja
niiden aaltofunktiot ovat samas- cd 0.32 Nb,Sn 0.08
sa valheesga. Cooperin parien T 0.50 Os 0.15
"koko" € voi olla luokkaa um, jo-

, v . Pb 0.49 Zn 0.45
ten hyvin suuren maaréan pareja

aaltofunktiot ovat "paa”ekkaln" Data from C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, 8th ed. (New York: Wiley, 2005).
Suure £ on ns. koherenssipituus.

Cooperin parit ovat bosoneita ja voivat siksi miehittaa 10— oo
samoja alempia energiatiloja. Téallaisen bosonijoukon T ey
kokonaisenergia minimoituu, kun sen kollektiivinen aalto- _ o8| A
funktio kirjoitetaan Cooperin parien avulla yksittaisten ia Top
elektronien tilojen sijaan. Energian minimoitumisen = 06~ BCScurve = 9,
vuoksi Fermi-energian lahiymparistoon syntyy ns. w5 04 & Tin %
"suprajohteen gap" ' ° Tantalum °§A
02 o Niobium o
E; = 3.53kT.. (10.56) : z}
Tama on myds se energia, joka tarvitaan Cooperin parin 0 L
. : ; o 0 02 04 06 08 10
hajoittamiseen kahdeksi elektroniksi. B O U oy T
a9 (¢

e at . , Kuva 10-53.
Erés, askettain |6ydetty "perinteinen |H ’
suprajohde" on MgB,, T, =39 K. e il T
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Korkean lampadtilan suprajohtavuus (engl. high-T. superconductivity)

Vuonna 1986 J.G. Bednorz ja K.A. Mlller 16ysivat uudenlaisen suprajohtavan oksidin,
La, \Ba,CuQy, jonka T, =30 K. Pian sen jalkeen I6ydettiin YBa,Cu;05, jonka T, =92 K.
Taulukossa 10-8 on sen jalkeen |6ydettyja naitd ns. korkean lampdtilan suprajohteita. Naméa

suprajohteet ovat tyyppia Il. - .
Table 10-8 Critical temperatures of some high

On syyta huomata, ettd nestemaisen typen T. Cu- and Fe-based superconductors
lampdotila on 77 K, minka vuoksi useat

i . . . Material T (K)
naista uusista suprajohteista ovat melko
helposti kaytettdonotettavissa. LaFeAs(O,F) 26
Vaikka BCS-teoria nayttéisikin olevan LB 30
muuten kelvollinen selittdmaan myaés La,CuO, 40
korkean lampétilan suprajohtavuuden, CeFeAs(O,F) 41
"korkean lampétilan Cooperin parien" SmFeAs(O.F) 55
syntymekanismeja ei viela tunneta. Liquid N, boils -
YBa,Cu;0, 92
DyBa,Cu;0, 92.5
Ceo (CHBr;) 117
BiSrCaCuO 120
T1,Ba,Ca,Cu;0, 120
Hg ¢T1,Ba,Ca,Cu;0q 33 138
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Strontium ruthenate (Sr,RuQ,) forms a layered 4

perovskite structure. As shown in the upper panel,
the crystal's RuO, layers are separated by Sr
layers, and each Ru ion is enclosed in an
octahedral cage of oxygen ions. The same
structure is also found in La,CuQ,, which is the
parent compound of the high-T. superconductor
La, \BasCuO,. Despite their structural similarity, the
ruthenate and the cuprate have very different
electronic properties: Sr,RuQ; is strongly metallic
and a superconductor at low temperature, whereas
La,CuO, is an antiferromagnetic insulator. The
lower panel shows the configuration of the orbitals
responsible for the superconductivity of Sr,RuQ,,
namely, the 4d t,, orbitals.

L )The zirconium atoms
(violet) in the newly
discovered ferromagnetic
superconductor ZrZn, form
a tetrahedrally coordinated
diamond stucture amid the
zinc atoms (red).




