
21. Kiteen elektronitiloista
Kiteen elektronitilojen energiajakautuma muodostuu kvasijat-
kuvista kaistoista eli vöistä (engl. energy band).  Kun elektro-
nien liikettä rajoitetaan yhdessä tai useammassa dimensiossa,
seuraa siitä energiajakautuman kvantittuminen.  Tällöin elek-
tronien viritystilat ja transitioenergiat muuttuvat oleellisesti.
Sen seurauksena muuttuvat myös elektronirakenteesta riippu-
vat, mm. optiset ominaisuudet.

21.1. Eräitä yksinkertaisia malleja
 21.1.1. Elektroni yksidimensioisessa potentiaalikuopassa
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Äärettömän syvässä potentiaalikuopassa
ψ(–)  ∝  cos√(2mE/!2),      (21.3)
ψ(+)  ∝  sin√(2mE/!2)      (21.4)

ja
 En  =  π2!2/2ma2  n2.      (21.5)

Tällöin
          ∆En  =  En+1 – En  =  π2!2/2ma2  (2n + 1).      (21.6)

Jos a = 1 nm, niin E1 ≈ 0.094 eV ja E2 ≈ 0.376 eV ja transitio
näiden välillä vastaa aallonpituutta 4.4 µm.
Äärellisessä potentiaalikuopassa U0 sidottujen tilojen
lukumäärä saadaan ehdosta

a √(2mU0) > π!(n–1),    (21.11)
missä a on kuopan leveys.

21.1.2. Elektroni pallosymmetrisessä potentiaalikuopassa
Pallosymmetrisessä tapauksessa elektronin aaltofunktion radi-
aali- ja kulmaosat separoituvat kuten kappaleessa 3.10 osoi-
tettiin.  Kulmaosa määrää "orbitaalin" liikemäärämomentin
(impulssimomentin) L, joka on kvantittunut

L2  =  !2 ℓ(ℓ+1),    (21.19)
missä ℓ  =  0, 1, 2, 3, ...

              s, p, d, f, ...
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Äärettömän syvässä pallokuopassa elektronin energian omi-
naisarvot ovat

          Enℓ  =  !2χnℓ2 / 2ma2,    (21.22)
missä χnℓ ovat Besselin pallofunktioiden juuria.

Taulukko Besselin pallofunktioiden juuria
n = 1 2 3

ℓ = 0 π 2π 3π
1 4.5 7.7 10.9
2 5.8 9.1  .
3 7.0  .  .
4 8.2  .
5 9.4

Tässä (ja yleisesti 3-ulotteisessa) tapauksessa pallokuopan
syvyyden on oltava

          U0 ≥  π2!2 / 8ma2,
jotta se sitoisi ainakin yhden elektronin.
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21.1.3. Elektroni (pallosymm) Coulombin potentiaalissa
Positiivisen pistevarauksen Z muodostamassa "potentiaalikuo-
passa" elektronin tilat ja ominaisenergiat ovat vetyatomin orbi-
taalien ja energioiden kaltaiset, Z:lla skaalattuna.

21.1.4. Elektroni jaksollisessa potentiaalissa
Jaksollisessa potentiaalissa

       U(x)  =  U(x+a)    (21.34)
elektronien aaltofunktiot ovat Blochin funktioita

      ψ(x)  =  uk(x) eikx,    (21.40)
missä "modulaation" uk(x) jakso on sama kuin potentiaalin jak-
so, uk(x) = uk(x+a).
Vapaan elektronin, U(x) = vakio, effektiivinen massa m, jolle

m–1  =  1/!2  d2E/dk2,
on vakio, josta seuraa parabolinen
energiakaista.  Potentiaalin jaksolli-
suus aiheuttaa kielletyt energiaraot
(engl. band gap) kaisojen väliin.

21.2. Kolmidimensioisen
kiteen elektronitilat
Kolmidimensioisessa tapauksessa
edelliset yhtälöt yleistetään muo-
toon:

       φk(r)  =  uk(r) ei k·r

ja
    1/m*ij  =  1/!2 ∂2E/∂ki∂kj .
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21.3. Kvasihiukkaset
Monen kappaleen systeemin ja ympäristön vuorovaikutusten
muokkaamina hiukkasten ominaisuudet muuttuvat, esim. va-
paan elektronin massa m0 → effektiivinen massa m* (ja
kvasiliikemäärä !k).  Tällaisia hiukkasia sanotaan kvasihiukka-
siksi.  Kiteen (kvasi)elektronit noudattavat liikeyhtälöä

m*a  =  F,    (21.49)
missä effektiivinen massa m* voi poiketa paljonkin vapaan
elektronin massasta.  Se voi olla jopa negatiivinen.
Monen kappaleen teoriassa kvasihiukkasia kuvataan yksinker-
taisten viritysten avulla.  Yksinkertaisimmin näin kuvattavissa
oleva kvasihiukkanen on valenssikaistaan muodostuva aukko.
Lisäksi elektroni–aukkopari voi sitoutua vetyatomin kaltaiseksi
kvasihiukkaseksi, eksitoniksi (engl. exciton).
Eksitonin Bohrin radan säde on

       aB  =  εm0/µ  a0 ,    (21.59)
missä ε on kiteen dielektrisyysvakio, a0 on vetyatomin Bohrin
radan säde (≈ 0.53 Å), m0 on vapaan elektronin massa ja

    µ  =  (me*–1 + mh*–1)–1    (21.60)
on elektroni–aukkoparin redusoitu massa.  Tyypillisesti aB ≈ 10
– 100 Å.  Eksitonin sidosenergia on

    ERy  =  µ/m0  1/ε2  E0 ,    (21.61)
missä E0 on vetyatomin sidosenergia (≈ 13.6 eV).  Tyypillisesti
ERy = 1 – 100 meV.
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Eksitonin energia on siten
En(K)  =  Eg – ERy/n2 + !2K2 / 2M, (21.62)
missä M = me + mh ja K on eksitonin
aaltovektori.
Eksitonit ovat bosoneja ja niiden
konsentraatio riippuu lämpötilasta
tasapainon

ne + nh              nexc

kautta.

21.4. Elektronit alhaisissa dimensioissa
Rajoittamalla kvasihiukkas-
ten liike (engl. quantum
confinement) kahteen tai
yhteen dimensioon, tai lokal-
isoimalla se kokonaan voi-
daan kuvata ns. kvanttikai-
voja, -lankoja ja -pisteitä.
Tällaisia rakenteita, ja
kvanttipisteitä erityisesti, voi-
daan kutsua nanokiteiksi.
Rajoitetuissa rakenteissa
elektronien tilatiheys on
muotoa

ρ(E)  ∝  E d/2 – 1,     (21.66)
missä d = 3,2,1 on rakenteen
dimensio.
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22. Elektronitilat
  ideaalisessa nanokiteessä

Tarkastellaan seuraavassa pientä kiteen kappaletta, klusteria,
kvanttipisteen mallina lähestymällä sitä kahdesta eri suunnas-
ta:  äärettömästä kiteestä kokoa pienentämällä ja toisaalta
molekyylistä lähtien kokoa suurentamalla.

22.1. Kiteestä klusteriin
Kuvataan klusteriin rajoitettuja kvasihiukkasia äärettömässä
kiteessä määriteltyjen suureiden avulla.  Tärkein suure on
effektiivinen massa, jonka vuoksi mallia toisaalta kutsutaan
effektiivisen massan approksimaatioksi, EMA (effective mass
approximation).
Tarkastellaan äärettömän syvää pallosymmetristä potentiaali-
kuoppaa kahdella rajalla: kuopan säde on suurempi kuin eksit-
onin Bohrin säde aB, a > aB.  Tätä sanotaan heikon rajoituksen
tai lokalisaation tapaukseksi (engl. weak confinement regime).
Vahvasti rajoitetussa tapauksessa (engl. strong confinement
limit) a < aB.

22.1.1. "Weak confinement"
Sijoittamalla elektronin energiatasorakenne pallokuopassa
(21.22)

    Enℓ   =  !2χnℓ2 / 2Ma2

eksitonin energian lausekkeeseen (21.62)
 En(K)  =  Eg – ERy/n2 + !2K2 / 2M
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K-riippuvan osan (viimeisen termin) tilalle saadaan
Enmℓ  =  Eg – ERy/n2 + !2χnℓ2 / 2Ma2.        (22.1)

Siten alimmalle tilalle (χ10 = π)
E1S1s  =  Eg – ERy + !2π2 / 2Ma2      (22.2)

      =  Eg – ERy [1 – µ/M (πaB/a)2],      (22.3)
missä µ  =  (me*–1 + mh*–1)–1.
ERy = µ/m0 1/ε0 × 13.6 eV.
Alin eksitonitaso siirtyy siis
"weak confinement" tapaukses-
sa
∆E1S1s  =  µ/M (πaB/a)2 ERy (22.4)
verran ylöspäin energiassa ver-
rattuna vapaaseen eksitoniin,
kun siis

            a  >  aB.  (22.5)

22.1.2. "Strong confinement"
Kun kvanttipiste on pieni verrattuna eksitonin kokoon,

 a  <<  aB,    (22.10)
on kyseessä "voimakkaasti rajoitettu" tai lokalisoitunut tapaus.
Tällöin ei tavallista eksitonia voikaan muodostua, vaan elek-
troniset transitiot muistuttavat atomien vastaavia (artificial at-
om, hyperatom).
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Valintasääntöjen ∆n = ∆ℓ = 0
seurauksena transitioenergiat ovat
diskreettejä
Enℓ  =  Eg + !2χnℓ2 / 2µa2        (22.11)
ja optinen absorptiospektri muodos-
tuu viivoista.
Transitioenergioihin tulee korjauk-
seksi elektroni–aukkovuorovaikutus.

22.2. Molekyylistä klusteriin
22.2.1. "puolijohdemolekyyli"

Molekyylitasolla ei varsinaisesti voida puhua puolijohteista.
Muutaman sadan tai alle sadan atomin klusterien ominaisuu-
det riippuvatkin klusterin yksityiskohtaisesta atomaarisesta ra-
kenteesta molekyylien tavoin.  Klusterin kasvaessa ominai-
suudet lähestyvät bulk-puolijohdetta, esim.  ELUMO – EHOMO  →
Eg, mutta ei välttämättä monotonisesti.
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Pienissä klustereissa suhteellisesti suuri osa atomeista on
klusterin pinnalla ja siksi erilaisessa ympäristössä kuin "bulk"-
atomit.  Lisäksi klusterin muoto on merkittävä tekijä ominai-
suuksien kannalta.
Suurtenkin klusterien koformaatioiden ja elektronirakenteiden
tarkastelu/laskeminen voidaan nykyisin tehdä samoilla mene-
telmillä kuin molekyylienkin tarkastelu, erityiseti semiempiiri-
sillä ja DFT-menetelmillä.

22.2.2. Puolijohdeklusterin elektroniset transitiot
Aineen optiset ominaisuudet riippuvat sen elektronirakentees-
ta ja erityisesti elektronisista transitioista.  Fotonin absorptio ja
emissio ovat sallittujen transitioiden energianvaihtoa ja epä-
lineaariset optiset ominaisuudet taas liittyvät moninkertaisiin
(virtuaalisiin) transitioihin.
Elektronisia transitioita voidaan tarkastella systeemin perusti-
lan yksielektronienergioiden erotuksina.  Jos elektroni–auk-
kovuorovaikutus (eli relaksaatio) halutaan ottaa huomioon, on
transitioenergia laskettava loppu- ja alkutilojen kokonaisener-
gioiden erotuksena.

.       ∆E0  ≈  εℓ – εk ∆E  =  Ef – Ei  =  εℓ – εk – ER
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Transitioiden intensiteetit (ja valintasäännöt) saadaan
käyttäen Fermin kultaista sääntöä.
Esim. pienet Si-klusterit ja niiden optinen absorptio (Rantala et
al.).

22.3. Kokoluokat
Tarkastelumenetelmää valittaessa oleellisia suureita ovat ki-
teen hilavakio aL, eksitonin Bohrin säde aB ja alimman optisen
transition aallonpituus λ verrattuna kvanttipisteen kokoon a.
 • a ≈ aL

 • aL << a << λ

 • a  ≈  aB

 • a  ≈  λ
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