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Affiinia geometriaa

Affiini geometria on se osa geometriasta, jonka pystyy rakentamaan suoran kasitteen va-
raan. Oleellista on, etta kasittelyn ulkopuolelle jadvat sellaiset mittaamista vaativat asiat
kuin etdisyys ja kulmien suuruudet. Affiinia geometriaa pystyisi kehittelemaan myos ak-
siomaattisesti, mutta kun luentojen tassa osassa on tarkoitus kasitella geometrian malleja,
affiilnin geometrian tarkastelu tullaan tekemaan vektoriavararuuksissa.

Naissa luennoissa kehitelldaan ensin affiinia geometriaa aivan puhtaasti suoran kasit-
teesta lahtien; toinen lahestymistapa aiheeseen olisi, etta affiiniin geometriaan kuuluvat
ne asiat, jotka sailyvat affiineissa kuvauksissa. Naihin affiinethin kuvauksiin paneudutaan
sen jalkeen, kun ensin on pintapuolisesti opittu ymmartamaan suorien ja tasojen yleistys-
ta, affiineja aliavaruuksia ja niiden dimensioteoriaa. Affiinit kuvaukset paljastavat myos,
miten tiukasti affiini geometria on sidoksissa valissaolon kasitteeseen.

Maaritelma 2.1. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja Ac V. A on V:n dffiini aliavaruus,
jos A+ @ ja A sisaltaa kaikkien pistepariensa yhdyssuorat, ts. kaikilla x, y € A, x # y patee

0(x,y)={tx+(1-t)y|teR} cA
Tassa esiintyvaa joukkoa #(x, y) kutsutaan pisteiden x ja y kautta kulkevaksi suoraksi.

Maaritelma 2.2. Olkoon V reaalinen aliavaruus ja S ¢ V. Joukon S vektoreiden affiinilla
kombinaatiolla tarkoitetaan lineaarikombinaatioita

Z Ass, missa Sy € S on aarellinen ja Z As=1.

seSy s€Sp

Affiineja aliavaruuksia on hyodyllista verrata kuperiin joukkothin: muodollisesti maa-
ritelmat ovat samankaltaisia, mutta itse asiassa kuperuus on paljon yleisempi kasite kuin
aliavaruuden affiinius.

Maaritelma 2.3. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus.

a) Joukko K ¢ V on V:n kupera osajoukko, jos K sisaltaa kaikkien pistepariensa yhdys-
janat, ts. kaikilla x, y € K, x # y patee

[x,yl={tx+(1-t)y|te[0,1]} cK.

Joukkoa [x, y] kutsutaan janaksi, jonka pddtepisteet ovat a ja b. (Merkinta on mielekas
myos tapauksessa x =y, jolloin [x, x] = {x}, mutta tata surkastunutta janaa ei pideta
janana.)
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b) Joukon S c V vektoreiden kuperalla kombinaatiolla tarkoitetaan lineaarikombinaatioita
Yses, AsS, missa Sg € S on aarellinen, Y..s As =1 ja jokaisella s € Sy patee A; > 0.

Affiinit kombinaatiot liittyvat luonnollisella tavalla affiineihin aliavaruuksiin ja kuperat
kombinaatiot kuperiin joukkothin.

Lemma 2.4. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja Ac V. Tdlléin:

a) Jos A on V:n dffiini aliavaruus, niin A on suljettu affiinien kombinaatioiden suhteen, ts.
kun I € A on ddrellinen ja A, € R, v e l, missd Y, A, =1, niin ¥, A, v € A.

vel

b) Jos A on kupera, niin se on suljettu konveksien kombinaatioiden suhteen.

Todistus. HT O

Lause 2.5. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja A epdtyhji perhe V:n affiineja aliava-
ruuksia. Tdlléin joko N A =@ tai NA on affiini aliavaruus.

Todistus. HT O

Lemma 2.6 (Suunnikaslemma). Olkoon V reaalinen vektoriavasuus ja A sen affiini aliava-
ruus. Olkoot a,b,ce AjadeV. Josa+c=b+d, niindecA.

Todistus. Koska A on affiini ja a, c € A, niin %a+%c = %(a+c) € A. Oletuksesta a+c=b+d
seuraa siis b+ 3d = 3(b+d) = 3(a+c) € A Koska b,1(b+d) € A ja A on affiini, niin
2-(3(b+d))+(-1)-b=(b+d)-b=deA O

Lemma 2.7. Olkoon V' reaalinen vektoriavaruus ja A sen affiini aliavaruus. Merkitédin
Upo={x-y|x,yeA}. Olkoon a € A mielivaltainen. Tdlléin jokaisella v € V pdtee v € U,
jos ja vain jos a +v € A.
Todistus. Olkoot ae AjaveV.Josa+veA niina,a+veA jotenv=_a+v)—acl.
Oletetaan kaantden, etta v € Up. Valitaan x,y € A, joille v = x — y. Huomataan, etta
a+x=y+(a+x-y)=y+(a+v)jaa,x,yeA, joten suunnikaslemman nojalla a+ve A. O
Lause 2.8. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja A € V. Tdlloin seuraavat ovat yhtdpitdvia:
a) A on V:n dffiini aliavaruus.

b) On olemassa a € A ja V:n vektorialiavaruus U, joille A=a+U={a+x|xeU}.

Itse asiassa kun A on affiini aliavaruus, niin U on yksikdsitteinen (jopa a:sta riippumaton)
ja a:ksi voi valita minkd tahansa A:n pisteen.



Todistus. Osoitetaan ehdon riittavyys. Oletetaan siis, ettd A=a + U, missa a € Aja U on
V:n vektorialiavaruus. Olkoot b, c € A ja t € R. Koska A = a + U, voidaan valita u,v e U,

joille

b=a+u

c=a+v.
Saadaan th+ (1 -t)c =ta+tu+(1-t)a+ (1 -t)v = a+tu+ (1 -t)v. Koska U on
vektorialiavaruus, niin tu+ (1 -t)ve U.Siis thb+ (1 -t)c=a+tu+(1-t)vea+ U= A

eU

Koska tama pitaa paikkansa kaikilla t € R, niin 4(b, ¢) < A. Siis kaikilla b, ¢ € A patee
¢(b,c) c A eli A on affiini aliavaruus.

Osoitetaan sitten ehdon valttamattomyys. Oletetaan siksi, ettda A on affiini aliavaruus.
Merkitéan Uy = {x -y | x,y € A} ja kiinnitetdaan a € A mielivaltaisesti. Edellisen lemman
nojalla A={a+v|velp}=a+U. Osoitetaan, ettd Uy on V:n vektorialiavaruus. Koska
O=a-acelp niin Uy +@. Lisaksi

1) Olkoot u,v € Uy. Edellisen lemman mukaan ¢ +u,a+veA Siis a,a+u,a+veAija
a+(a+u+v)=(a+u)+(a+v), joten suunnikaslemman nojalla a + u+v € A. Siis
edellisen lemman nojalla u + v € Up.

2) Olkoot u € Uy ja t € R. Tiedetaan, etta a+u € A. Koska t(a+u)+(1-t)a = ta+tu+a—ta =
a + tu ja A on affiini, niin a + tu € A. Siis tu € Up. Siten Uy on V:n vektorialiavaruus.

Siis Uy on vektorialiavaruus, jolle A= a + Up.

Tarkastetaan lisahuomautus: Oletetaan, etta A on affiint aliavaruus, jolloin A= a + Up.
Oletetaan, ettda myos A = b+ U, missa U on V:n vektorialiavaruus. Edellisen lemman
nojalla patee myos A = b + U, silla tassa esityksessa voi valita affiinin aliavaruuden
pisteen mielivaltaisesti. Siis b+ Uy =A=b + U, joten U = U). O

Maaritelma 2.9. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus, A sen affiini aliavaruus ja U sen
vektorialiavaruus. Jos A = a + U jollakin @ € U, niin U:ta kutsutaan A:han liittyvdiksi tai
A:ta vastaavaksi vektorialiavaruudeksi tai A:n suunta-avaruudeksi.

Seuraus 2.10. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja A c V. Tdlléin A on V:n vektoriali-
avaruus, jos ja vain jos A on V:n affiini aliavaruus ja 0 € A.

Huomautus. Edellisen lauseen nojalla A:ta vastaava vektorialiavaruus on yksikasitteinen.

Maaritelma 2.11. Olkoon A reaalisen vektoriavaruuden V affiini aliavaruus. Talloin A:n
dimensio on dim A = dim U, missa U on A:n suunta-avaruus. Jos dimA =1, niin A on suora.
Jos dimA = 2, niin A on taso. Jos V on n-ulotteinen, missa n € Z,, ja dimA = n -1, niin
A:ta kutsutaan V:n hypertasoksi.

Lause 2.12. Reaalisen vektoriavaruuden V suorat ovat tdsmdlleen joukot ¢(a, b), missd a
ja b ovat avaruuden V' eri pisteitd.



8 LUKU 2. AFFIINIA GEOMETRIAA

Todistus. Ensinnakin yhdyssuorat ¢(a, b), missa a,b € V, a # b, ovat suoria, silla

l(a,b)={ta+(1-t)b|teR}={a+(t-1a+(1-t)b|teR}

={a+(1-t)(b-a)|teR} lt=1-t
={a+t(b-a)|teR}=a+{1(b-0a)|TeR}
=a+(b-a).

Siis 4(a,b) on affiini aliavaruus, jonka suunta-avaruus (b — a) on yksiulotteinen, joten
¢(a,b) on suora.

Olkoon kaantaen ¢ avaruuden V suora. Koska suora on affiini aliavaruus, se on epatyhja
joukko. Valitaan a € ¢ mielivaltaisesti. Lisaksi suoran ¢ suunta-avaruus U on yksiulotteinen,
joten U ja ¢ ovat aarettomia joukkoja. Voidaan siis valita toinen suoran ¢ piste b. Koska
b-aeU jadim(U) =1, niin U= (b - a). Siis

¢=a+U=a+(b-a)=¥(a,b). O

Lause 2.13. Olkoot A ja B euklidisen avaruuden R" dffiineja aliavaruuksia, joille B ¢ A.
Tdlloin dim B < dim A.

Todistus. Koska B on affiini, niin B + @ ja on olemassa b € B ¢ A. Olkoon U A:n ja V B:n
suunta-avaruus. Talloin A=b+Uja B=b+V.Koska B¢Aelib+V gb+U, niin Vg U.
Lineaarialgebrasta tiedetaan, etta talloin dim V < dim U eli dim B < dim A, koska R” on
darellisulotteinen. O

Siis tasoon aidosti sisaltyvat affiinit aliavaruudet ovat yksioita tai suoria. Erityisesti
kahden tason leikkaus on tyhja tai nithin sisaltyva affiini aliavaruus, joten se on yksio tai
suora.

Esimerkki 2.14. Tarkastellaan R*:n tasoja

T={(x,y,2,3)|x,yeR}=(0,1,2,3)+ Ty ja
U={(0,1,2,1) |z teR} =(0,1,2,3) + Up.

Naiden suunta-avaruudet ovat Ty = {(x,y,0,0) | x,y e R} =((1,0,0,0),(0,1,0,0)) ja
Uo={{(0,0,2z,t) |z, teR} } =((0,0,1,0),(0,0,0,1)).

Huomataan, etta Tn U = {(0,1,2,3)}, joten tasojen leikkaus voi olla yksié. Tama on
ilmio, johon ei ole totuttu, minka selittaa ilmeisesti se, etta fyysinen avaruus on kolmiu-
lotteinen.

Lause 2.15. Olkoot A ja B euklidisen avaruuden R" affiineja aliavaruuksia, jotka leikkaavat
eli An B+ @. Tilléin dim(An B) > dim A+ dim B - n.

Todistus. Valitaan ¢ € An B. Olkoon U A:n ja V B:n suunta-avaruus, jolloin A=c+ U ja
B = c+ V. Havaitaan, ettda AnB=(c+U)n(c+V) =c+(UnV). Sovelletaan kantalauseen
vahvistettua versiota: jokainen vapaa joukko voidaan tayttaa kannaksi. Valitaan Un V:lle



kanta Eg. Eg on vapaa U:ssa ja V:ss4, joten se voidaan taydentaa toisaalta U:n kannaksi
Ea2 Epja V:n kannaksi Eg 2 Eg. Voidaan osoittaa, etta EqUuEg = Equ(Eg~ Ep) on vapaa,
joten R”:lla on kanta E 2 E4uuEg. Siis

n=dimR" = |E| > |Esu (Eg\ Ep)| =dimA+dim B-dimAn B,
joten dimAn B > dim A +dim B - n. O

Maaritelma 2.16. Olkoot V ja W reaalisia vektoriavaruuksia ja A V:n affiini aliavaruus.
Talloin kuvaus f: A — W on dffiini kuvaus, jos kaikilla x,y € A ja t € R patee

f(tx+(1-t)f(y)) = tf(x) + (1 - O)f(y).

Lemma 2.17. Olkoot V' ja W reaalisia vektoriavaruuksia, Ac V ja f:A - W affiini kuvaus.
Olkoot a, b, c,d € V pisteitd, joille a + c = b+ d. Talloin f(a) + f(c) = f(b) + f(d).

Todistus. Koska f on affiini,

f(a)+f(c)=2. (%f(a) s %f(c)) _ Zf(%a + %c) _ Zf(%(a s c))

1 1

_of (%(b + d)) _of (ib . Ec/) _2. (%f(b) + %f(d)) ~ () + f(d).

O

Lemma 2.18. Olkoot V ja W reaalisia vektoriavaruuksia ja A affiini V':n aliavaruus. Olkoot
f,g:A— W dffiineja kuvauksia, b € W ja t e R. Tdlléin

0) f+g:A— W, (F+g)(x) = F(x) +g(x),

b) tf:A— W, (tf)(x) = tf(x) ja

c) h:A— W, h(x) = b.

ovat myds affiineja kuvauksia.

Todistus. HT O

Lemma 2.19. Olkoot U,V ja W reaalisia vektoriavaruuksia ja f:A -V, g: B - W affiineja
kuvauksia, missd A on U:n dffiini aliavaruus ja B on V':n affiini aliavaruus. Oletetaan, ettd
f[A] ¢ B. Tdlléin g o f on affiini kuvaus A— W.

Todistus. Koska f[A] € B, niin go f:A— W. Olkoot x,y € A, t € R. Talloin kuvauksien f ja
g affiiniudesta seuraa

(gofN)(tx+(1-1)y) = g(f(tx+ (1 -1)y)) = g(tf(x) + (1 - )(y))
=tg(f(x)) + (1 =1)g(f(y)) = t(go F)(x) + (1 - t)(g o )(y),

joten g o f on affiini kuvaus. O
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Lause 2.20. Olkoot V' ja W reaalisia vektoriavaruuksia ja L:V — W. Tdlloin L on lineaa-
rikuvaus, jos ja vain jos L on affiini kuvaus ja L(0) = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, etta L on lineaarikuvaus. Tiedetaan, ettd L(0) =0. Kun x,y € V
ja teRR, niin

Litx+(1-t)y) =L(tx)+L(1 = t)y) = tL(x) + (1 = t)L(y).

Siis lineaarikuvaus L on myds affiini kuvaus.
Oletetaan sitten kaantaen, etta L on affiint kuvaus, jolle L(0) = 0. Olkoot x,y € V.
Talloin lemman 2171 nojalla

Lix+y)=L(x+y)+0=L(x+y)+L(0)=L(x)+L(y),
silla (x +y) + 0 = x + y. Olkoon edelleen t € R. Talloin oletuksista seuraa

L(tx)=L(tx+ (1-1)0)
=tL(x)+(1-t)L(0) = tL(x) + (1-1)0 = tL(x).

Siis L on lineaarikuvaus. O

Lemma 2.21. Olkoon f:A — W dffiini kuvaus, missé A on reaalisen vektoriavaruuden V
affiini aliavaruus. Merkitddn U:lla A:n suunta-avaruutta, ja olkoon a € A. Tdlloin L: U —
W, L(x) =f(a+x)—1f(a) on lineaarikuvaus.

Todistus. Sovelletaan edellista lausetta: Ensiksi havaitaan, etta L(0) = f(a+0)-f(a) = 0.
Huomataan, etta siirto x = a+x on affiini kuvaus U - V, joten x —~ f(a+x) on affiini kuvaus
U — W kahden affiinin kuvauksen yhdistettyna kuvauksena. Vakiokuvaus x —~ —f(a) on
myos affiini. Siis L on affiini kuvaus kahden affiinin kuvauksen summana. Koska edellisen
lauseen ehto toteutuu, niin L on lineaarikuvaus. O

Lause 2.22. Olkoot V' ja W reaalisia vektoriavaruuksia ja A V:n affiini aliavaruus. Olkoon
f:A— W. Tdlléin seuraavat ovat yhtépitévid:

a) f on affiini kuvaus.

b) On olemassa lineaarikuvaus L:V - W ja vakiovektori b € W, joille f(x) = L(x) + b, kun
x €A

Todistus. Todistetaan ensin ehdon riittavyys eli etta kohdan b ehdosta seuraa kohta a.
Olkoon siis L:V — W lineaarinen kuvaus, b € W ja f(x) = L(x) + b, kun x € A. Tall6in
kaikille x,y € A ja t € R patee

f(tx+(1-t)y) =L(tx+ (1 -t)y)+b

(L lin) tL(x)+(1-t)L(y)+b

=t(L(x)+b)+(1-t)(L(y) + b)
=tf(x)+(1-t)f(y).
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Siis f on affiini.

Oletetaan kaantaen, etta f on affiini kuvaus ja U on A:n suunta-avaruus. Kiinnitetaan
a € A jolloin A= a+ U. Edellisen lemman nojalla Ly: U - W, Ly(x) = f(a +x) —f(a) on
lineaarikuvaus. Lineaarialgebrasta tiedetaan, etta Ly voidaan laajentaa lineaarikuvaukseksi
L:V — W, toisin sanoen L | U = Ly. Kun x € A,

f(x)=f(la+(x-a))-1f(a)+f(a)

=Lo(x—a)+f(a)

=L(x—a)+f(a)

=L(x)-L(a)+f(a)

= L(x) + b, kun valitaan b= f(a) - L(a).

O

Seuraus 2.23. Edellisen lauseen merkinnéilld: Affiini kuvaus f: A — W voidaan laajentaa
affiiniksi kuvaukseksi f:V — W.

Todistus. Asetetaan f:V — W, f(x) = L(x) + b, joka on affiini edellisen lauseen nojalla,
kun lausetta sovelletaan V' : n epaaitoon aliavaruuteen V' A:n sijasta. U

Lause 2.24. Affiinit kuvaukset sdilyttévit affiinit aliavaruudet: Olkoot V' ja W reaalisia
vektorialiavaruuksia, A V:n affiini aliavaruus ja f:A - W dffiini kuvaus. Talléin f[A] on
W :n affiini aliavaruus.

Todistus. Olkoot L:V — W ja b € W kuten edellisessa lauseessa. Kiinnitetdaan a € A
mielivaltaisesti. Merkitaan U:lla A:n suunta-avaruutta. Talloin

f[A]=b+L[A]=b+L[a+U]=(b+L(a))+L[U]

Koska U on V:n vektorialiavaruus ja L on lineaarinen, niin L[U] on W:n vektorialiavaruus.
Siis f[A] on affiini aliavaruus ja L[U] on sen suunta-avaruus. O

Maéritelma 2.25. Affiini kuvaus f:A— W on A:n ja B = f[A]:n vélinen affiini isomorfismi,
jos f on kuvauksena f: A — B bijektio (mthin riittaa, etta f on injektio). Talloin sanotaan,
ettd A ja B ovat dffiinisti isomorfiset.

Lause 2.26. Olkoon A reaalisen vektoriavaruuden V' ja B reaalisen vektoriavaruuden W
affiini aliavaruus. Tdlloin A ja B ovat dffiinisti isomorfiset, jos ja vain jos dim A = dim B.

Todistus. Olkoon U A:n ja U’ B:n suunta-avaruus, jolloin A= a+U ja B = b+U’, misséa a € A
ja b € B voidaan kiinnittaa mielivaltaisesti. Affiinin aliavaruuden dimension maaritelman
mukaan dimA = dim U ja dim B = dim U".

Jos siis dimA = dim B, niin dim U = dim U’. Lineaarialgebrasta tiedetaan, etta talloin
U z U, joten on olemassa lineaarinen isomorfismi L: U — U’. Huomattakoon, etta L on
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tietenkin myos affiini isomorfismi. Siirto x — x — @ on affiini isomorfismi A=a+ U - U
ja siirto y » y + b on vastaavasti affiint isomorfismi U’ - b+ U’ = B. Siis f:A - B,
f(x) = L(x - a) + b on affiinien isomorfismien yhdisteend affiini isomorfismi. Siten A ja B
ovat affiinisti isomorfiset.

Oletetaan kaantaen, etta A ja B ovat affiinisti isomorfiset. Olkoon f:A — B affiini
isomorfia. Lemman [2.21] nojalla kuvaus L: U - W, L(x) = f(a+x)—f(a), on lineaarikuvaus.
Koska f on injektio, myos L on injektio. Edelleen

L[U] = ~f(a)+fla+U] = =f(a) +f[A] = =f(a)+ B =-f(a)+(b+U") = (b—f(a))+ U = U,

silld b,f(a) e B= b-1f(a) € U'. Siis L:U z U'. Tasta seuraa dim(U) = dim(U’) eli
dim(A) = dim(B). O

Maaritelma 2.27. Olkoot A ja B reaalisen vektoriavaruuden V affiineja aliavaruuksia.
Affiinien aliavaruuksien A ja B sanotaan olevan yhdensuuntaisia, A || B, jos niilla on sama
suunta-avaruus.

Maaritelma 2.28. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Talloin piste b € V on pisteiden
a € V ja c € V vilissd, jos on olemassa sellainen t € [0,1], ettd b = ta + (1 - t)c eli
b € [a, c]. Tata merkitaan B(a, b, c).

Maaritelma 2.29. Olkoon A V:n affiini aliavaruus, W reaalinen vektoriavaruusja f:A - W.
Sanotaan, etta f sdilyttdd vilissdolorelaation, jos kaikilla a, b, c € A ehdosta B(a, b, ¢)
seuraa B(f(a),f(b),f(c)). Kuvaus f sdilyttdd vilissdolorelaation vahvasti, jos kaikilla
a,b, c € A patee

B(a,b,c) < B(f(a),f(b),f(c)).

Esimerkki 2.30. :R — R sailyttaa valissaolorelaation vahvasti, jos ja vain jos se on aidosti
monotoninen.

Havainto: a, b, ¢ ovat samalla suoralla, jos ja vain jos B(a, b, c), B(b, c, a) tai B(c, a,b).

Lemma 2.31. Olkoon A V:n affiini aliavaruus ja a, b, c,d € A eri pisteitd, joista mitkddn
kolme eivit ole samalla suoralla.

a) Jos €(a,c)né(b,d) @, niin a,b, c ja d ovat samassa tasossa.
b) Jos a, b, ¢ ja d ovat samassa tasossa ja ¢(a,b) n¥(c,d) =@, niin £(a,b) | ¢(c, d).
c) a+tc=b+d<¥(a,b)| ¢(c,d)r€(b,c)| ¢(a,d).

Todistus. a) HT.

b) Olkoon T taso, joka sisaltaa pisteet a, b, ¢ ja d. Merkitaan tason T suunta-avaruutta
U:lla. Oletetaan, etta ¢(a,b) n ¥(c,d) = @. Koska mitkdaan kolme pisteista a, b, c ja
d eivat samalla suoralla, niin erityisesti ne ovat eri pisteitd ja b —a,d — ¢ € U eivat
ole nollavektoreita. Oletetaan, etta vastoin vaitetta patisi €(a,b) || ¢(c, d). Talloin myos
b-a | d-c, joten pari {b-a,d- c} on suunta-avaruuden U vapaa joukko. Koska T on
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taso, niin dimU =dim T =2 ja {b—-a,d - c} on U:n kanta eli U = (b - a,d - ¢). Koska
¢ —a € U, niin vektorin ¢ — a vol kirjoittaa U:n kannan lineaarikombinaationa,ts. joillakin
A ueR patee

c-a=Ab-a)+p(c-d).

Siisa+A(b-a)=c+p(c-d)e¥b(a,b)n¥(c,d), mika on vastoin oletusta.
c)Josa+c=b+d, niin c—d=>b-a, joten
¢(a,b)=a+(b-a)
ja
l(lc,d)=c+{(d-c)=c+(c-d)=c+(b-a).
Siis ¢(a,b) || ¢(c,d). Vastaavasti

a+c=b+d=>a-d=b-c

= 0(a,d) || ¢(b, c).

Oletetaan kaantaen, etta ¢(a, b) || €(c,d) ja €(b,c) || ¢(a,d). Koska ¢(a,b) =a+(b-
a)ja €(c,d) = c+(d-c), niin on olemassa A # 0, jolle d—c = A(b-a). Vastaavasti ehdosta
¢(b,c) || ¢(a,d) seuraa, etta on olemassa p # 0, jolle d—a = p(c—-b). Merkitéaan u=b-a
jav=c-b, jolloin d —c=Au ja d - a = pv. Koska mitkaan kolme pisteista a, b, ¢, d eivat
ole samalla suoralla, pari {u, v} on vapaa. Siis

c-a=(d-a)-(d-c)=-Au+pv

=>Uu+v=-Au+puv

{c—a:(b—a)+(c—b):u+v

=>A=-1,p=1
=d-a=c-b

= a+c=b+d.
O

Lemma 2.32. Olkoot V' ja W reaalisia vektoriavaruuksia, A V:n affiini aliavaruus , f:A —
W vilissdolon vahvasti sdilyttivd kuvaus, sekd | ja m affiinin aliavaruuden A suoria.
Oletetaan, ettd f[A] on myds affini aliavaruus. Tdlléin jos L|| m, niin f[l] || f[m].

Todistus. Oletetaan, etta [ || m. Voidaan myos olettaa, etta [ # m. Valitaan a € [ ja c € m.
Koska [ || m, niin suorilla [ ja m on sama suunta-avaruus, joten on olemassa u # 0, joka
kuuluu yhteiseen suunta-avaruuteen, jolloin b = a +u € [ ja d = ¢ — u € m. Merkitaan
p=3a+ic Koska b+d=(a+u)+(c—u)=a+c niin myss p = 3b + 3d. Tasta seuraa
B(a,p,c) ja B(b,p,d).

Tarkastellaan sitten maaliavaruudessa suoria I’ = €(f(a),f(b)) ja m’ = €(f(c), f(d)).
Valissaolon sailymisesta seuraa suoraan, etta f[l] ¢ [’ ja f[m] € m’, mutta koska f[A] on

affiini aliavaruus ja valissaolo sailyy vahvasti, saadaan sisaltyvyydet toiseenkin suuntaan.
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Siis f[l] =" ja f[m] = m’. Koska f sdilyttaa (vahvasti) vélissaolon, B(a, p, c) ja B(b,p, d),
niin B(f(a),f(p),f(c)) ja B(f(b),f(p), f(d)). Siis f(a), f(b), f(c), f(d) ja f(p) ovat
samassa tasossa.

Oletetaan vastoin vaitetta, etta I’ || m’. Kuitenkin f(a), f(b), f(c) ja f(d) ovat samassa
tasossa, joten edellisen lemman kohdasta b seuraa, etta I’ nm’ # @. Valitaan ¢’ € I' n
m’ ¢ f[A] ja g € A jolle f(q) = q'. Koska f(a), f(b) ja f(q) ovat samalla suoralla [,
niin B(f(q),f(a),f(b)), B(f(a),f(q),f(b)) tat B(f(a),f(b),f(q)). Tastd seuraa edelleen
B(g,a,b), B(a,q,b) tai B(a,b, q), silla f sailyttaa valissaolon vahvasti, mika merkitsee,
ettda g € ¢(a,b) = . Aivan vastaavasti osoitetaan, ettda g € m. Siis [nm # @, mikd on
ristiriidassa sen kanssa, etta [ ja m ovat yhdensuuntaisia eri suoria. O

Lemma 2.33. Olkoot V ja W reaalisia vektoriavaruuksia, A V:n affiini aliavaruus sekd
f:A - W vilissdolon vahvasti sdilyttivd kuvaus. Oletetaan, ettd dimA > 2 ja f[A] W:n
affiini aliavaruus. Olkoot a, c € A. Tdlloin

f(%a + %C) = %f(a) + %f(c).

Todistus. Voidaan olettaa, etta a # ¢. Merkitaan affiinin aliavaruuden A suunta-avaruutta
U:lla. Huomataan, ettd ¢ —a € U, silléa ¢,a € A. Koska dimA > 2, voidaan valita v € U,
jolle {c — a,v} on vapaa. Merkitdén p = Ja+3c, b=p-vijad=p+v; jolloin b,d € A
jab+d=p-v+p+v=2p=a+c Siis a,b,c ja d ovat suunnikkaan karjet. Koska
a+c=b+d, lemman 231] kohdasta ¢ seuraa, ettd ¢(a,b) | ¢(c,d) ja €(b,c) | ¢(a,d).
Edellisesta lemmasta seuraa siis

(f(a),f(b)) Il €(f(c), (d)) ja €(f(b),f(c)) || £(f(a), f(d)).

Lemmasta23Tseuraa siten f(a)+f(c) = f(b)+f(d). Edelleen tiedetaan, etta B(f(a), f(p),f(c))
ja B(f(b),f(p),f(d)), joten

¢(f(a), f(c)) = €(f(b), (d)) = {f(p)}.
Tasta ja yhtalosta f(a) + f(c) = f(b) + f(d) seuraa

f(%a " %c) ~f(p) = %f(a) " %f(c).

O

Lemma 2.34. Olkoot V' ja W reaalisia vektoriavaruuksia sekd A V':n dffiini aliavaruus.
Olkoon f: A — W. Tdlléin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

a) f on dffiini kuvaus.

b) f sdilyttdd vilissdolon ja kaikilla a, c € A pdtee

f(%a + %C) = %f(a) + %f(c).
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Todistus. a) = b): Oletetaan, etta f on affiini. Olkoot x, y, z € A pisteitd, joille B(x, y, z).
Talloin y = tx + (1 - t)z jollakin t € [0,1]. Koska f on affiini, niin f(y) = f(tx+ (1-1)z) =
tf(x) + (1 - t)f(z), joten B(f(x),f(y),f(z)), silla t € [0,1]. Siis f sailyttaa valissaolon.
Jalkimmainen kohdan b ehto on yksinkertaisesti affiiniusehto arvolla t = % Siis kohdan b
ehto voimassa.

b) = a): Oletetaan, etta kohdan b ehto on voimassa. Kiinnitetaan a, c € A. Voidaan
olettaa, ettd a # c. Merkitaan p; = ta+ (1-1t)c € ¢(a, c), kun t € R. Havaitaan, etta

1 +1 —£a+uc+£a+1_uc
pPt P35 2 2 2

t+u

t+u 1-t+1-u t+u
5 C = P(t+u)/2-

=5 a+ > c=— a+(1—

Merkitaan symbolilla S kaikkien niiden t € R joukkoa, joille patee
f(p:) = tf(a) + (1 = )f(c),

ts. affiiniusehto patee pisteelle p;. Selvasti 0,1 € S. Oletuksesta saadaan myos, ettd jos
u,teS, niin

i) 3(t+u)eSija
i) 2u—-teS
Kohta [ seuraa siita, ettéa kun t,u € S, niin
f( )= f(l o1 )
P(t+u))2) = Z,Dt ZPu
= Lp+ (o)
- 2 pt 2 pU

- %(tf(a) +(1-1)f(c)) + 1i(uf(ar) +(1-1)f(c))

_t+u t+u

-2 f(a)+(1— . )f(c).

Kohta [ paatelldan samaan tyyliin: Kun t,u € S, niin havaintoa u = 3t + 3(2u - t))
hyodyntamalla saadaan

uf(a)+ (1= u)f(c) = F(p,) = f (%pt . %pzm)

= 2 (p0) + 3 (pauci) = 3(t1(a) + (1= () + F(pau).

mista seuraa
tf(a) + (1= t)f(c)+ f(pau_t) = 2uf(a) + (2 -2u)f(c)

= f(pau-t)=QRu-t)f(a)+(1-(2u-1))f(c)
=2u-teS.
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Ehdosta [iil saadaan induktiolla, etta N ¢ S. Nimittain selvasti 0,1 € Sjajos t, t+1¢€S,
niin
2(t+1)-t=2t+2-t=t+2¢€S.
Kun t €N, niin t,0 € S, joten kohdasta [il seuraa -t =2-0-t € S. Siis Z ¢ S. Toistamalla
kohtaa [l saadaan nyt suoralla induktiolla

{%|meZ,keN}ES.

Vihdoin ollaan valmiita nayttamaan, etta S ¢ R. Olkoot nimittdin t € R ja kK € N.
Valitaan m € Z, jolle m/2k <t < (m +1)/2*. Talloin

B(p,,,/zk, Pt P(m+1)/2k)'

joten koska f sailyttaa valissaolon, niin myos

B(f(Pm/zk)rPt, f(p(mH)/Zk))‘
Koska f(puac) = (m[24)f(a) + (1= m[2)f(c) ja (pmsry2) = ((m+1)/2)F(a) + (1 -
(m+1)/2%)f(c), niin naiden valissdolevana pisteena f(p;) = t'f(a) + (1 - t")f(c) jollakin
t' € [m/2k, (m +1)/2¥]. Koska myés t € [m/2k, (m +1)/2K], niin |t — t/| < 2k, Koska k € N
oli mielivaltainen, niin taytyy olla ¢t = ¢’. Siis t € S.
Siis S = R ja koska paattely patee kaikille a, c € A, niin affiiniusehto patee yleisesti
eli f on affiini kuvaus. O

Lause 2.35. Olkoot V' ja W reaalisia vektoriavaruuksia ja A< V. Olkoon f:A — W. Ole-
tetaan, ettd A on V:n ja f[A] W:n affiini aliavaruus ja lisdksi dim A > 2. Tdlléin seuraavat
ovat yhtdpitdvid:

a) f on affiini injektio.

b) f sdilyttdd vahvasti vilisséolon.

Todistus. Oletetaan ensin, etta f on affiini injektio. Talloin edellisen lemman nojalla f
sailyttaa valissdolon. Lisaksi f: A — f[A] on bijektio, joten voidaan tarkastella sen kaan-
teiskuvausta f~1: f[A] — A injektiona f~': f[A] - V. Koska " on affiini injektio, niin sekin
sailyttaa valissaolon. Siis kaikilla a, b, c € A patee

B(a,b,c) = B(f(a),f(b), f(c))

= B(f'(f(a)), f1(f(b)), f(f(c)))
= B(a,b,c).

Siis f sailyttaa valissaolon vahvasti.
Oletetaan sitten, etta f sailyttaa vahvasti valissaolon. Tasta seuraa triviaalisti, etta f
sailyttaa valissaolon. Aiemmin on lemmassa [2.33] todettu, etta kaikilla a, c € A patee:

f(%a + %C) = %f(a) + %f(c).
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Siis f on edellisen lemman mukaan affiini kuvaus. Osoitetaan vield, etta f on injektio.
Olkoot a,b € A, a + b. Talloin -=B(a, b, a). Koska f sailyttaa valissaolorelaation vahvasti,
niin =B(f(a),f(b),f(a)). Siis f(a) = f(b). O

Affiini geometria on siis valissdolon geometriaa. Tasoista lahtien kaikki tarkastelut
voitaisiin tehda rakenteissa (V/, B), missa B on valissaolorelaatio. Affiinissa geometriassa
el tarvita etaisyyksia eika kulmia. Affiini geometria et tunnista ympyran ja ellipsin eroa.



