Logiikan uusimpia suuntauksia

1.2 Lisaa mallin kasitteesta
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Mallityyppeja

Graafiteorian kontekstissa graafi

0

maaritelldan tyypillisesti parina

({0,1,2,3},{{0,1},{0,2}, {1,2},{2,3}}).

Tassa jonopari (0,1),(1,0) on korvattu jarestamattomalla parilla {0, 1},
jne. Tallainen jarjestamaton pari {0,1} on sdarma.

Talla kurssilla ylla oleva graafi kuitenkin esitetdan edellisella slidella annetulla
tavalla. Syy tdhan on, ettd graafiteorian tapa ei ole relationaalinen malli,
vaikka se koodautuukin relationaaliseksi malliksi hyvin yksinkertaisella tavalla.
Yleisestikin tutkimuskirjallisuutta luettaessa on hyva olla tietoinen siita, etta
konventiot vaihtelevat suurestikin. 5 of 31



Huomautettakoon viela, ettd myds n-paikkaisen relaation R jonoja

(a1,.-.,an)

voi kutsua sarmiksi graafiteorian terminologian mukaisesti. Toinen mahdol-
linen nimitys jonolle (a1, . .., a,) on tuple (tai n-paikkainen tuple). Termino-
logian liittyen tarkeinta on, ettd asiayhteydesta on selva, mita tarkoitetaan.
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Mallityyppeja

Olkoon I joukko indekseja ja R kaksipaikkainen relaatiosymboli. Maaritelldan
aakkosto 7 = {P; | i € I } U {R} missa jokainen P; on yksipaikkainen
symboli. Kripkemalli suhteessa aakkostoon 7 on malli

(Wa R7 (Pi)iel)~

Alkioita w € W domainissa W nimitetdan termilld maailma, eli siis jokainen
w € W on maailma. Tama terminologia liittyy Kripke-mallien alkuperéaiseen
kayttoon modaalilogiikan tutkimuksessa, jossa Kripke-malleilla mallinnettiin
erilaisia filosofisia kasitteitd (esim. metafyysinen mahdollisuuden késite ja
tiedon kasite).
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Mallityyppeja

Myos nk. transitiosysteemi on Kripkemalli. Transitiosysteemeja kaytetdan
tietojenkasittelytieteessd kuvaamaan systeemien kehitystd ajan kuluessa.
Transitiosysteemien pisteitd (tai maailmoja) kutsutaan yleensa tiloiksi.

Tarkastellaan tilaa u transitiosysteemin & domainissa. Jos u € PP, niin
tulkitsemme, ettd tila v toteuttaa ominaisuuden P;. Mikali (u,v) € RS,
niin tulkitsemme, ettd tila v on saavutettavista tilasta v yhdessd “aika-

askeleessa’.

Huomaa, ettd Kripke mallin indeksijoukko / voi olla tyhja. Tallaisen Krip-
kemallin (tai transitiosysteemin) aakkosto on {R}. Havaitsemme, ettd
kyseessd on siis suunnattu graafi jos mallin domaini on &aarellinen ja R
irrefleksiivinen.  Tyypillisesti suunnattujen graafien aakkosto on toki {E}
eikd {R}, mutta tama ei ole merkityksellinen ero.
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Olkoon (V, R) malli, R C V x V. Suunnattu kulku (engl. directed walk)
on epatyhja jono (vi,vs,...) pisteitd vi,vo,... € V siten, ettd kaikille
Vi, Vit1, patee (vj,vit1) € R. Mikali jono on tyyppid (vi,...,v,), on
kyseessa aarellinen kulku. Muuten kyseessa on aareton kulku, jolloin voimme
tulkita jonon myoés funktioksi f : Zy — V siten, ettd f(i) = v;.

Suunnattu kulku on suunnattu polku mikali jokainen jonon piste esiintyy
jonossa vain kerran. Suunnattu sykli on aarellinen jono (vi,...,vp, v1)
jossa (vi,...,vy,) on suunnattu polku ja (v, v1) € R. (Tassad n > 1, joten
lyhin suunnattu sykli on tyyppia (v, v), eli refleksiivinen luuppi.)
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Tarkastellaan mallia (V, R) jossa R C V x V. Suuntaamaton kulku on
epatyhja jono ((vi,1,v12), (v2,1,v22), ..., (Vi1,Vi2),...) relaation R tupleja
siten, etta

1. kaikille (v;1,v;2) patee (vi1,vi2) € RUR™! ja

2. kaikille (V,"l, V,'72) ja (V,'+171, V;+172) patee Vio = Vit1,1-
Jos kulku on tyyppia
((V1,17 V1,2), (V2,1, V2,2), S (Vi,17 Vi,2)7 cee (Vn,1, Vn,2));

se on aarellinen. Muuten se on daretdn ja voimme koodata sen funktiolla
f :Zy — R luonnolliseen tapaan.
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Mallityyppeja

Malli (V,R), jossa R C V x V, on yhtendinen jos kaikille eri pisteille
v € V ja u € V on olemassa suuntaamaton kulku

((V1,1, V1,2), cees (Vn,la Vn,2))

siten, ettd u = vy 1 and v = v,5.

Malli (V,R) on vahvasti yhtendinen jos kaikille eri pisteille u € V ja
v € V on olemassa suunnattu polku (u,...,v).
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Mallityyppeja

Suunnattu graafi (V, E) on suunnattu puu mikali seuraavat ehdot
toteutuvat.

» On olemassa alkio v € V siten, ettd jokaiselle u € V on olemassa
tasmalleen yksi suunnattu polku (vi,...,v,) jossa vi = v ja v, = u.

» (V,E) ei sisalla suunnattua syklia.
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Mallityyppeja

Tarkastellaan 7-mallia 9t = (M, T) missa T on funktio, joka antaa tulkinnat
symboleille 7. Nyt siis kdytdmme mallin virallista maaritelmaa. Olkoon
o C 7. Tallgin o-mallia 9t = (M, T | o) kutsutaan mallin 9 o-reduktiksi.
(Huom., T [ o on funktio, joka saadaan funktiosta T rajoittamalla domaini
joukoksi ¢.)

Intuitiivisesti, redukti 91 on sama malli kuin alkuperainen malli 991, mutta
antaa kuitenkin tulkinnan vain joillekin alkuperdisen mallin symboleille.

Péin vastoin, mallia 91 kutsutaan mallin 91 ekspansioksi aakkostoon 7.
(Huomaa, ettd mallilla voi olla vain yksi redukti annettuun aliaakkostoon
mutta monta ekspansiota annettuun laajempaan aakkostoon.)

Mikali malli 2 on mallin B alimalli, kutsutaan mallia 8 mallin 2 ekstensioksi
(ei siis ekspansioksi). Ekstensiot sdilyttavat mallin aakkoston.
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Mallityyppeja

Tarkastellaan aakkostoa o = 7 U {<}. o-malli, joka tulkitsee symbolin <
refleksiiviseksi lineaarijarjestykseksi, on jarjestetty malli.

Lause 1.1
Olkoon 9 ja N &arellisia, jarjestettyja o-malleja. Talldin on olemassa
tasmalleen yksi isomorfismi f : M — N mallista M malliin Ot.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa jokin isomorfismi ¥ : M — N
mallista 9t malliin 91. Olkoon M = {my,...,my} ja N = {ny,..., ng}
siten, etta

»m<Tm e i<

» 0 <Mn & i<
Koska f on bijektio, niin £ = k. Taten N = {ny,...,nc}. Osoitamme,
ettd f(m;) = n; patee kaikille /. Tasta seuraa, ettd f on todellakin ainoa
isomorfismi mallista 9t malliin 91.
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Mallityyppeja

Osoitamme f(m;) = n; induktiolla indeksin i suhteen. Aluksi havaitaan,
ettd jos f(my) = n, jollekin p # 1, niin on olemassa jokin g > 1 siten, ett
f(mg) = ny. Talldin patee my <M mg mutta kuitenkin n; = f(mg) <M
f(my) = n, (missa siis p # 1). Taten my <™ my ja f(m1) €™ f(my),
joten isomorfiaehto ei pade. Taten saimme siis osoitettua, ettd f(m;) = ny.

Oletetaan sitten, ettd f(my) = ni patee jollekin indeksille k. Nyt, koska
f on bijektio, patee ettd f(myi1) = ng jollekin ¢ > k 4+ 1. Tehdaan
vastaoletus, ettd ¢ > k+1. Taten f(mp) = ny4q jollekin p > k+1. Taten
M1 <7 mp ja f(mep) = ng €% neyq = f(mp), joten isomorfiaehto ei
ole voimassa. []
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Mallityyppeja

Palautetaan mieleen, ettd isomorfismi mallilta 9t mallille 9t itselleen on
automorfismi. Lause 1.1 osoittaa, ettd jarjestetyn mallin 991 ainoa auto-
morfismi on triviaali automorfismi f : M — M jolle f(m) = m kaikille
me M.

Maaritelma 1.2
Malli O on rigidi mikéli sen ainoa automorfismi on triviaali automorfismi.
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Mallityyppeja

Esimerkki 1.3

Tarkastellaan kuvan graafeja. On helppo nidhd&, ettd ndma graafit eivat ole
isomorfisia. Ehka yksinkertaisin tapa ndhda tima on havaita, ettd mallien
domainien valilla ei voi olla bijektiota, koska malleilla on eri kardinaliteetti.

On kuitenkin helppo mdaéritelli homomorfismeja ja upotuksia vasemman
puoliselta mallilta oikeanpuoliselle mallille. Esimerkiksi  kuvaukset

{(0,0),(1,1),(2,2)}, {(0,1),(1,0),(2,2)}, {(0,0),(2,2),(1,3)}, ja useat

muut, ovat homomorfismeja ja upotuksia.
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Myés kuvaus {(0,0),(2,2),(1,0)} on homomorfismi. Huomaa, ettd tama
ei ole injektio eika siis upotus.

Oikeanpuoleisesta graafista ei ole homomorfismeja vasemmanpuoleiseen.
Tehdaan vastaoletus, ettd h on tallainen homomorfismi. Koska

(0,1),(1,2),(2,0)

kuuluvat oikeanpuoleisen graafin sirmarelaatioon, niin

(h(0), h(1)), (h(1), h(2)), (h(2), h(0))

kuuluvat vastemmanpuoleisen graafin sdrmarelaatioon. On helppo kuitenkin
nahda, ettd vasemmanpuoleisessa graafissa ei ole pisteitd x, y, z siten, etta

(x,¥),(y,2),(z, x) kuuluisivat sdrmarelaatioon. N
(o)



Hyvana harjoitustehtdvana on tassd kohtaa pyrkid osoittamaan, ettd oi-
keanpuoleinen graafi ei ole rigidi. Kuinka monta automorfismia kyseisessa
graafissa on?
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Mallityyppeja
Unaarimallit tai monadiset mallit ovat aarellisia relationaalisia malleja,
joiden aakkosto koostuu yksipaikkaisista relaatiosymboleista. Nama mallit

vastaavat Boolen data-mallia, jonka toimintaa valaisemme seuraavan esi-
merkin avulla.

Esimerkki 1.4
Tarkastellaan pankin X jotakin tietokantaa 9.  Olkoon mallin M
aakkostona joukko T = {Pi,Pa, P3} yksipaikkaisia relaatiosymboleja.

(Todellisessa tietokannassa olisi varmasti enemman symboleja P; ja siten
enemmdén informaatiota, mutta pidetddn esimerkki lyhyens). Mallin O
domainina on {1,...,n}, missd luvun i € M voi mieltid vaikkapa
asiakasnumeroiksi. Oleellisesti siis domainin alkio vastaa asiakasta.
Madritelldan relaatiot P; vaikkapa seuraavasti.

1. P; C M sisiltdd ne asiakkaat, joiden tilin saldo on negatiivinen.

2. P, C M sisiltas asiakkaat, jotka ovat hakeneet lainaa, jonka
maksukauden kesto ylittda mediaanin.

3. P3 C M on niiden asiakkaiden joukko, jotka tydskentelevit

Jjohtotehtévissa.
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Mallityyppeja

Tietokanta X on siis yksinkertainen unaarimalli, joka sisdltda tietoa asiak-
kaista. Téllainen tietokantamalli on sikdli perustavanlaatuinen, ettid se
koostuu ainoastaan elementeista (tassa asiakkaat) ja niiden ominaisuuksista
(vksipaikkaisten relaatioiden muodossa). Myéhemmin tutustumme myéds
toisenlaiseen tapaan mallintaa tietokantoja.

Unaarimalleja on luonnollista havainnollistaa Venn-diagrammein (piirra esi-
merkkeja.)

18 of 31



Mallityyppeja

Boolen data-mallin mukaisiin mlleihin voidaan myds luonnollisesti liittaa
totuusjakaumia. Tatd varten maaritelladn seuraavaksi 1-tyypin (tai pro-
positionaalisen tyypin) kisite.

Olkoon 7 = {P1,..., P,} unaarinen aakkosto, eli aakkosto jonka jokainen
relaatiosymboli on yksipaikkainen. Propositionaalinen 7-tyyppi on joukko
T C 7. Merkitkéon Types(t) = P(7) kaikkien propositionaalisten 7-
tyyppien joukkoa. Tassa siis P on potenssijoukko-operaattori.

Teemme seuraavat havainnot koskien propositionaalisia 7-tyyppeja.
1. Propositionaalisia 7-tyyppeja on 2!7| kappaletta.

2. Jokaisen 7-mallin 997 jokainen alkio u € M toteuttaa tasmalleen
yhden propositionaalisen 7 tyypin, eli jokaiselle u on olemassa
tasmalleen yksi T C M siten, etta

ueP™ & PcT.
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Mallityyppeja

Olkoon 7 unaarinen aakkosto, kuten edelld. Mikali 7-mallin 9t alkio u
toteuttaa propositionaalisen tyypin T sanomme, ettd u on tyyppia T tai u
kuuluu tyyppiin T tai ettd T on u:n tyyppi. Joukkoa

Tm={ue M| Ton un tyyppi }

kutsumme tyypin T tulkinnaksi (ekstensioksi, totuusjoukoksi) mallissa
M.

Palautetaan seuraavaksi mieleen osituksen kasite. Tarkastellaan joukkoa S.
Olkoon I joukko indekseja. Tarkastellaan joukkoja U; C S, i € I, jotka
toteuttavat seuraavat ehdot.

1. U; # () patee kaikille i € .

2. Uj N U = 0 kaikille indekseille j, k € [ joille j # k.

3.5=U U
icl
Tallsin sanomme, ettd joukot U; muodostavat joukon S osituksen (tai
osittavat S:n).
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Mallityypit

Havaitsemme, etta jokaiselle monadiselle 7-mallille on olemassa jokin joukko
Ugn propositionaalisia 7-tyyppeja T, joiden tulkinnat Toy osittavat mallin
I domainin. Eli siis joukossa Uyy olevien tyyppien tulkinnat osittavat M:n.
Talldin sanomme, ettd Uy, luo osituksen malliin 1.

Maaritelldan funktio Gy : Types(7) — N siten, etta
Con(T) = [Tom|-

Kutsutaan funktiota C mallin 9t karakteristiseksi funktioksi.

Seuraava lause on helppo todistaa.

Lause 1.5
Olkoon T unaarinen relationaalinen aakkosto. Olkoot It ja I dérellisid
T-malleja. Talléin M = N jos ja vain jos Gy = Cy.
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Mallityypit

Lauseen 1.5 tulosta voi viela yksinkertaistaa jarjestamalla tyypit, eli maarit-
telemilla lineaarijarjestys <TYPe(T)C Types(7) x Types(7). Talléin funktio
Con voidaan koodata jonoksi

Ko C NITypes(7)]

joka luettelee luvut Cop(T) tyyppien T jarjestyksessa luonnolliseen tapaan.

Lukujonoa Kyy voi kutsua mallin 9t karakteristiseksi jonoksi tai karak-
teristiseksi vektoriksi.

Lause 1.5 siis sanoo, ettd 7-mallit ovat isomorfiset jos ja vain jos niilla on
sama karakteristinen jono. On usein hyodyllista ajatellla 7-malleja yksin-
kertaisesti karakteristisina jonoina.
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Mallityypit

Aarellisen yksipaikkaisen aakkoston 7 maaraamille relaatiolle PP on luon-

P
Pron(P;) = ——.
Tama vastaa todennikoisyytta, ettd mallin mielivaltaisesti valittu alkio to-
teuttaa relaation P; koodaaman ominaisuuden.

Tama ajattelu laajenee luonnollisesti tyyppeihin. Olkoon T propositionaalinen
T-tyyppi. Maarittelemme, ettd

| Ton|
Pron(T) = —-.

| M|
Harjoitustehtava: kirjoita ja osoita oikeaksi kaava, jolla saadaan laskettua
Pron(T) kun tiedetaan luvut Prog(P;) kaikille P; € 7. Toisin sanoen, ilmaise
Pron(T) lukujen Prop(P;) avulla. Toinen vastaavat tehtava: osoita, etta

S Prg(T)=1.

TeT
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Mallityypit

Maaritellaan seuraavaksi sanamallin kasite. Maaritellaan sita ennen
asiaan liittyvia apu- ja muita kasitteita.

Olkoon S aérellinen joukko symboleja. Merkinnalld $* viittaamme symbo-
lijoukon S generoimien, aarellisten merkkijonojen eli sanojen joukkoon.
Esim. jos S = {a, b}, niin

S* ={e,a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, baa, abb, ...}
missa € on nk. tyhja merkkijono eli nolla symbolia sisdltava sana.

Joukon S* alkioita voidaan tarvittaessa kutsua myés S-sanoiksi tai
S-merkkijonoiksi.

Merkkijonojen T ja v konkatenaatio U- Vv on uusi merkkijono, joka saadaan
kirjoittamalla ensin T ja heti perdan (ilman valia) jono v. Taten esimerkiksi
01-00 = 0100. Mikali s € S on aakkoston S symbolija n € Z, tarkoitetaan
merkinnalla s” sanaa, joka saadaan kirjoittamalla symboli s yhteensd n

kertaa perakkain.
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Mallityypit

S-sanat on helppo koodata relationaalisiksi struktuureiksi. Tyhja merkkijono
€ kuitenkin aiheuttaa tassa pienen ongelman, koska maaritelman mukaan
mallien domaini on aina epétyhja joukko.

Maarittelemme, ettd 91 on sanamalli symbolijoukon S suhteen, mikali
seuraavat ehdot toteutuvat.

1.
2.

Mallin 99t domaini M on aarellinen.

Mallin 99t aakkosto on {<} U {Ps | s € S}, missa symbolit Ps ovat
yksipaikkaisia relaatiosymboleja.

<" on refleksiivinen lineaarijarjestys joukossa M. Intuitiivisesti tima
antaa sanan kirjainten jarjestyksen.

Olkoon u € M pienin alkio suhteessa jarjestykseen <™. Jokaiselle
yksipaikkaiselle symbolille P patee u & P

. Kaikille muille alkioille v € M on olemassa tasmalleen yksi

yksipaikkainen symboli P; siten, ettd v € P2,
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Mallityypit

» Ehto 4 varmistaa, etta jarjestyksen <™ suhteen pienin alkio ei
toteuta mitdan yksipaikkaista predikaattia Ps

» Ehto 5 taas varmistaa, ettd muut alkiot toteuttavat tasmalleen yhden

yksipaikkaisen predikaatin Ps.

Ehto 4 liittyy tyhjan sanan e koodaamiseen. Se koodataan yhden alkion
Tama yksi alkio on jarjestyksen < pienin alkio, eika siis to-
teuta mitaan predikaattia Ps. Ehto 5 on mielenkiintoisempi. Tarkastellaan
vaikkapa {a, b}-sanaa abbb. Tama koodataan sanamallina 2 seuraavaan

mallina.

tapaan.

1. Mallin 2l domainissa on viisi alkiota. Merkitkéon ag, . .
alkioita lueteltuna jarjestyksen <% mairaamain tapaan.

2. Nyt
>

>
>
>

a; € P?l
a € Pgl
az € Pgl
a4 € Pgl
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Mallityypit

Sanamallit ovat varsin kateva tydkalu. Niiden avulla voimme koodata
esim. bittijonot (eli merkit joukossa {0, 1}*) relationaalisiksi malleiksi.

Koodaus on helppo tehdd myods toiseen suuntaan; relationaaliset mallit on
helppo koodata bittijonoiksi. Tahan on monta tapaa. Esittelemme tassa
niistd yhden.
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Mallityypit

Olkoon 7 relationaalinen aakkosto ja 2( darellinen 7-malli. Koodataksemme
mallin 2 bittijonoksi, maaritellaan ensin lineaarijarjestys < mallin 2 domai-
nille A. Mikali 2l on jarjestetty malli ja sisaltaa valmiiksi lineaarijarjestyksen
<% kaytamme sita. Muutoin jirjestys <# valitaan mielivaltaisesti. Mer-
kitkoon <A jarjestyksen <A irrefleksiivista versiota.

Olkoon R € 7 k-paikkainen relaatiosymboli. Maaritellaan relaatiolle R*
. o k. -
koodaus enc(R™) seuraavaan tapaan. Merkitkoon <”" joukon A leksi-

kografista jarjestyst, eli (ay,...,a;) <** (a},...,a}) jos ja vain jos on
olemassa jokin i € {1,..., k} siten, etta
1. a; <A 4

2. aj = a} kaikilla j < i.
Bittijono enc(R¥) on jono t € {0,1}* jolle pitevit seuraavat ehdot.
1. Bittijononossa t on tasmalleen |A| bittia b; € {0, 1}, joten se on
muotoa by ... bjax| -
2. bj =1 jos ja vain jos jarjestyksen <A mukaisesti jarjestysluvultaan i

oleva jono (a1, ..., ax) € A¥ kuuluu relaatioon R¥. Muuten b; = 0.
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Mallityypit

Leksikografinen koodaus enc(R%) on helpointa hahmottaa konstruoimalla
esimerkkeja. Huomautettakoon kuitenkin, ettd koodaus enc(R*) on tekninen
kasite, jonka yksityiskohtia ei kurssilla varsinaisesti tarvitse muistaa. Riittaa
ymmartaa, ettd on olemassa suoraviivainen tapa koodata malli R¥ bittijo-
noksi.

Mallin 2l koodausta varten tarvitsee maaritelld myos jarjestys <7 mallin
akkostolle 7. Oletetaan, ettd jarjestyksen <™ mukaisesti kirjoitettuna 7 =
{R1,...,Rm}. Mallin 2 koodaus enc(2l) maaritellaan siten, etta

enc(A) =04 1. enc(R}) - ... - enc(R%).

Kunhan jarjestys <7 on tiedossa, voidaan ylld olevasta bittijonosta konst-
ruoida malli ', joka on isomorfinen mallin 2 kanssa. Mikali tiedetdan
jarjestys <*, saadaan bittijonosta konstruoitua malli 2 tarkalleen.
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Mallityypit

Tarkastellaan viela ristikkomalleja eli gridimalleja. Ristikkomallin aakkos-
tona voi olla mika tahansa aakkosto 7 = 71 U {H, V} missda H ja V ovat
kaksipaikkaisia relaatiosymboleja ja 71 # () on Aarellinen aakkosto, joka
sisdltaa ainoastaan yksipaikkaisia relaatiosymboleja.

Ennen yleisen maaritelman kiinnittamista, tehddan muutama apumaaritelma.

Olkoot n, k € 7, positiivisia kokonaislukuja. Merkitaan [n] = {1,...,n}
ja[k] ={1,...,k} ja M = [n] x [k]. Maaritelldan lisiksi relaatiot

H={((.J),(kj)eM]i<k }
ja
V={((.).G.k)eM|i<k }.

Relaatiot H ja V vastaavat vaaka- ja pystysuuntaisia (eli horisontaalisia
ja vertikaalisia) jarjestysrelaatiota joukossa M (piirrda kuva). Kutsutaan
kolmikkoa (M, H, V') nx k-ruudukoksi.
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Mallityypit

Maaritellaan sitten, etta ristikkomalli aakkostolla 7 = 7 U {H, V'} on
mika tahansa malli 91, joka toteuttaa seuraavat ehdot.
1. On olemassa jotkin n, k € Z, siten, ettd mallin Mt {H, V }-redukti
on isomorfinen nxk-ruudukon kanssa.

2. Predikaatit P € 11 peittavat koko mallin mutta eivat leikkaa, eli
muodollisemmin,
> jokaiselle u € dom(90) on olemassa jokin P € 7y siten, ettd u € P™,
> jos P €71 ja Q€ 1 ovat eri symboleja, niin PP 0 Q™ = ().

Siis jokainen piste u € M toteuttaa tdsmalleen yhden predikaatin.

Ristikkomallit soveltuvat vaikkapa kuvankasittelyyn liittyvaan teoretisointiin.
Ruudukko vastaa pikselirakennetta ja predikaatit P; kuvan pisteiden omi-
naisuuksia (esim. vari tms.)
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