Muodolliset kieliopit

Luonnollisen kielen lauseenmuodostuksessa esiintyy luonnollisia
sdannonmukaisuuksia. Esimerkiksi, on jokseenkin mielekdsta
vaittaa, ettd luonnollisen kielen lauseet koostuvat nk.
subjektiosasta (esim. "vanha kissa") ja nk. predikaattiosasta
("nukkuu sikeasti"), jotka liitetddn perdkkain. Toisin sanoen,
saanto

LAUSE := SUBJEKTIOSA PREDIKAATTIOSA

on voimassa. Muodolliset kieliopit abstrahoivat tallaiseen
saannonmukaisuuteen liittyvid ilmidita. Muodollinen kielioppi
on oleellisesti kokoelma abstrakteja lauseenmuodostussdantoja.
Muodollisilla kieliopeilla on erittdin huomattavia sovelluksia
esim. tietojenkasittelytieteessa.
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Muodolliset kieliopit

Muodolliset kieliopit ovat systeemeja, joita kaytettdessa
muodostetaan askel kerrallaan pitenevid symbolijonoja.
Muodostettua symbolijonoa (esim. ADx) pidennetdan
korvaamalla symboleja (esim. D) symbolijonoilla (esim. yT).
N&in saadaan uusi, kieliopin sallima symbolijono (AyTx).
Tama edellyttaa, ettd kyseiseen kielioppiin kuuluu sdanto

D = yT.

Myos symbolijonoja voi korvata symbolijonoilla. Kasittelemme
kuitenkin lahes yksinomaan kielioppeja, joissa yksittaisia
symboleja korvataan symbolijonoilla.
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Muodolliset kieliopit

Olkoon kaytdssa seuraavat s3dnnot.

1. A:=Ai
2. A:=Fs
3. F:=Fu
4. F:=u

Aloitetaan nk. aloitussymbolista, joka tdssa on A. Alussa
meilld on siis symbolijono A. Korvataan sitten symboli A
saantéd A := A/ kdyttden. Ndin saamme symbolijonon Aj.
Korvataan tdssd uudessa symbolijonossa symboli A
symbolijonolla Fs, kiyttden sdantéd A := Fs. Saamme
symbolijonon Fsi. Korvataan sitten symboli F kayttden
saantéd F := Fu. Saamme symbolijonon Fusi. Lopuksi,
kdytetaan saantéa F := wu. Saamme symbolijonon vusi.
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Muodolliset kieliopit

Kaytimme seuraavia sdantoja.

1. A:=Ai
2. A:=Fs
3. F:=Fu
4. F:=u

Aloitimme aloitussymbolista A ja paadyimme symbolijonoon
uusi. Muodollinen kielioppi sisaltda tasmalleen yhden
aloitussymbolin. Lisdksi, sddnndissa esiintyvat symbolit voidaan
jakaa kahteen luokkaan, terminaalisymboleihin ja
nonterminaalisymboleihin. Terminaalisymbolit ovat pienia
kirjaimia (tassi i,s,u) ja nonterminaalisymbolit isoja kirjaimia
(tdssa A,F). Vain nonterminaalisymboleja voi korvata
symbolijonoilla.
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Muodolliset kieliopit

K3ytimme seuraavia sdantdja ja paadyimme symbolijonoon

uusi.
1. A:=Ai
2. A:=Fs
3. F:=Fu
4. F:=u

Jonon (tai sanan) uusi voi siis johtaa kdyttamalla ylld olevia
saantdja. Paattynyttd korvausprosessia eli johtamista
kutsutaan terminoiduksi jos ja vain jos johtamisen tuloksena
syntynyt symbolijono ei sisalld lainkaan
nonterminaalisymboleja. Johdimme sanan wusi, joka sisaltda
ainoastaan terminaalisymboleja. Kyseessa oli siis terminoitunut
johtaminen.
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Muodolliset kieliopit

Saantdja merkittdessa kiytetdan usein symbolin := sijasta
symbolia —. Esim. edelld esiintynyt sdantdé F := u voidaan
kirjoittaa myds kayttamalld merkintdd F — wu. Tasta
eteenpain kidytamme symbolia — hyédyntavaa merkintitapaa.
Tama merkintidtapa on kiytdssa myos kirjassa.!

IMerikoski et al: Johdatus diskreettiin matematiikkaan
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Muodolliset kieliopit

Kayta alla olevaa kielioppia ja johda alkusymbolista LAUSE
aloittaen jono vanha kissa nukkuu .

LAUSE —  SUBJ.OSA VERBI

SUBJ.OSA — ADJ. SUBJ.OSA

SUBJ.OSA — SUBJ.
SUBJ. —  kissa
SUBJ. —  koira

VERBI —  nukkuu

ADJ. —  vanha



Saanndlliset kielet vs. muodolliset kieliopit

Olemme aiemmin todenneet, ettd muodollinen kieli L on
saanndllinen jos ja vain jos jokin deterministinen automaatti
tunnistaa kielen L. S3anndllisiin kieliin kuuluu varsin
monimutkaisia kielia. On kuitenkin olemassa muodollisia kielia,
jotka eivat ole sdannollisia. Tama on yksi syy, miksi
muodolliset kieliopit ovat hyddyllisia.
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Saanndlliset kielet vs. muodolliset kieliopit

Lause. Olkoon X aakkosto. On olemassa kieli L C ¥*, joka ei
ole saannallinen.

Todistus (Hahmotelma). Joukko P(X*) on kaikkien
muodollisten kielien M C ¥* joukko. Koska ¥ on &érellinen ja
epatyhja joukko, on helppo osoittaa, ettd X* ja N ovat
yhtdmahtavat. Taten muodollisia kielid L' C £* on yhta
monta kuin joukossa P(N) alkioita, eli ylinumeroituvasti
aareton maara. On lisdksi helppo osoittaa, ettd saanndllisia
lausekkeita on numeroituvasti ddreton maara, joten
saannollisid kielid on numeroituvasti dareton maara. Taten
muodollisia kielid ja saanndllisid lausekkeita ei voida asettaa
yksi-yhteen suhteeseen.[]
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Saanndlliset kielet vs. muodolliset kieliopit

Kieli L = {a"b" | n € N } ei ole sddnndllinen.

Todistus. Oletetaan ettd L on sdanndllinen. Talléin on
olemassa deterministinen automaatti M joka hyvaksyy kielen
L. Automaatin tilajoukko on 3érellinen. Taten on oltava
sellaiset i € N ja k € N, | # k, ettd M paatyy samaan tilaan g
seka luettuaan prefiksin a’ ett luettuaan prefiksin a*. Titen,
koska M hyviksyy sanat a’b’ ja akb*, hyviksyy M myds sanan
a'b*. Koska i # k, tama on ristiriita. []
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Muodollisen kieliopin maaritelma

Maarittelemme nyt muodollisen kieliopin formaalisti.
Muodollinen kielioppi on yhdelmd (X, V, R, S).
1. X on &darellinen terminaalisymbolien joukko.

2. V on &arellinen nonterminaalisymbolien joukko.
VNnx=49.

3. R on aarellinen joukko sdantdja. Formaalisti,
RC(W*-V-W*)x (W*U{e}), missa W=2UV ja
e & W on nk. tyhja merkki.

4. S € V on alkusymboli.

R on siis darellinen joukko sdantgja (a, 8) € R. Merkitsemme
saantda («, ) kdyttden merkintdd o — /3, ja yleensa
listaamme t3td merkintda kayttden joukon R sdannot
kirjoittaen ne allekain.
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Muodollisen kieliopin maarittelema kieli

Muodollisen kielioppin M = (X, V, R, S) mukainen johtaminen
aloitetaan alkusymbolista S. Johtamisaskeleessa korvataan
nonterminaalisymboli (tai jopa kokonainen symbolijono)
symbolijonolla, noudattaen saantdkokoelman R sdantdja. Esim.
jos aAB — aAA on sdanto jossa A on terminaalisymboli ja o
ja 8 symbolijonoja, ja olemme johtaneet jonon aAS, voimme
yhdelld johtamisaskeleella johtaa jonon cAA.

Samaan tapaan, jos SA — [ on sdantd, ja olemme johtaneet
jonon afA, saamme nyt johdettua lyhyemman jonon a3
korvaamalla jonossa aSA jono A jonolla 5.

Muodolliset kielet



Muodollisen kieliopin maarittelema kieli

Kieliopin M maarittelema kieli koostuu tasmalleen niista
joukon X* sanoista «, joille voidaan esittda johtaminen joka
alkaa alkusymbolista S, noudattaa joukon R sdantéja ja
lopulta paattyy sanaan «. Huomaa, ettd « sisaltdi pelkdstaan

terminalisymboleja. (My6s tyhjan symbolin ¢ esiintymat ovat
mahdollisia).
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Muodolliset kieliopit

Olkoon ¥ = {a, b}. Méiritellaan kielioppi, jossa alkusymboli
on S ja kdytOssa on seuraavat sdannot.

1. S — aSh
2.5 — e
Voimme nyt johtaa sanan aabb seuraavasti.
1. S (Alkusymboli)
2. aSb (S&anté 1.)
3. aaSbb  (S&anto 1.)
4. aacbb  (S&antd 2.)

N&in olemme johtaneet sanan a-a-c-b- b = aabb. Huomaa,
ettd tdma kielioppi tuottaa kielen {a'b’ | i € N }. Osoitimme
ailemmin, ett3 tat3 kieltd ei vastaa mik3aan automaatti.
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Chomskyn kielityypit

Maarittelemme nyt nelja eri luokkaa kielioppeja. Naitd luokkia
kutsutaan Chomskyn kielityypeiksi. Merkitsemme merkkijonoja
kreikkalaisilla kirjaimilla.

Tyypin 0 kieliopin saanndille « — [ ei aseteta mitdan
rajoituksia.

Tyypin 1 kieliopin sadannét ovat muotoa A — avf3

(v # €) tai A— e. Naita kielioppeja kutsutaan
kontekstiriippuviksi kieliopeiksi. Huomaa etta A:n "ymparisto"
(v ja B) tai "konteksti" sdilyy, kun A muuttuu 7:ksi
kiytettdessd saantéa aAS — ayf.

jatkuu...
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Chomskyn kielityypit

Tyypin 2 kieliopin sddnnét ovat muotoa A — ~. Tillaisia
kielioppeja kutsutaan kontekstiriippumattomiksi kieliopeiksi.

Tyypin 3 kieliopin sdannét ovat muotoa A — aB, A — a,
A — . On mahdollista todistaa, ettd kieli on saanndllinen
jos ja vain jos sen tuottaa jokin tyypin 3 kielioppi.
(Sivuutamme todistuksen)
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Chomskyn kielioppityypit

Maarittelemdamme kielioppityypit muodostavat nk. Chomskyn
kielioppihierarkian. On mahdollista todistaa, etta
kielioppityypit muodostavat aidon hierarkian jarjestyksessa
3C2C1cO0, milld tissa tarkoitetaan sitd, ettd seuraavat
kaksi ehtoa toteutuvat.

1. Jokainen kieli joka voidaan tunnistaa tyypin i kieliopilla,
voidaan tuottaa myos tyypin i — 1 kieliopilla.

2. On olemassa kieli, joka voidaan tunnistaa tyypin i — i
kieliopilla, mutta sita ei voida tunnistaa tyypin i kieliopilla.

Muodolliset kielet



Muodolliset kieliopit

Harjoitustehtava. Muodosta kielioppi, joka tuottaa saman
kielen kuin sddnndllinen lauseke a* - b*.

Vastaus. Kielioppi sisdltda seuraavat saannot.
1. A — aA
2. A = Ab
3. A — =

Aloitussymbolina on A.
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