Luonnolliset vs. muodolliset kielet

Luonnollisia kielid ovat esim.
1. englanti,
2. suomi,
3. ranska.
Muodollisia kielid ovat esim.
1. lauselogiikan kieli (ilmaisut —p, p A g jne.),
2. C++, FORTRAN,

3. bittijonokokoelma
{0,1,10,11,100, 101,110,111, 1000, ...}.

Muodolliset kielet



Aakkosto ¥

Olkoon X epatyhja ja darellinen joukko. Joukon X alkioita
kutsumme aakkosiksi, kirjaimiksi tai merkeiksi. Joukko X* on
kaikkien niiden darellisten kirjainjonojen joukko, joka saadaan
kirjoittamalla joukon X aakkosia perakkdin. Myos tyhja jono e
on aarellinen kirjainjono.

Esimerkki. Olkoon ¥ = {a}. Nyt
Y* = {e, a, aa, aaa, aaaa, ...}.
Huomaa, ettd ¥* # {a, aa, aaa, aaaa, ...}.

Esimerkki. Olkoon ¥ = {a, b}. Nyt
Y* ={e,a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab...}.
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Muodollisen kielen maaritelma

Olkoon X aakkosto. Kutsumme joukon ¥* osajoukkoja
muodollisiksi kieliksi.

Esimerkki. Olkoon ¥ = {a}. Nyt esim.

L = {a, aaaaa, aaaaaaaaaaaaa} on muodollinen kieli, silla
L C ¥*. Kieli L sisaltad kolme alkiota. Kielen alkioita
kutsumme sanoiksi. Kieli L sisiltda sanat

1. a,
2. aaaaa,
3. aaaaaaaaaaaaa.

Myds tyhja kieli ) on, muodollinen kieli, kuten myds joukko
{e}. Huomaa, ettd () ja {e} ovat eri kielet.
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Muodollisen kielen maaritelma

Esimerkki. Olkoon ¥ = {a, b}. Nyt esim.

L = {a, abbb, bbbb, aaaaa} on muodollinen kieli. Myés K =
{a, ab, abb, abbb, abbbb, abbbbb, abbbbbb, abbbbbbbb, ...} on
muodollinen kieli. Kieli L sisdltaad nelja sanaa. Kieli K sisaltaa
aaretdn sanaa. Se on siis dareton kieli.

Esimerkki. Olkoon ¥ = {a, b, c}. Nyt esim.
M = {e, abc, abcc} on muodollinen kieli, kuten myds
N = {abc, abcc}. Nama ovat eri kielet. Kieli L siséltdd kolme

sanaa ja kieli NV kaksi.

Kuinka monta sanaa sisalti3 kieli {aaa, aaa, aaa, aaa}? Miksi?
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Sanojen konkatenaatio

Olkoon X aakkosto. Olkoon « ja 3 kaksi X-sanaa, eli
aakkoston ¥ kirjaimista muodostettua sanaa. Sanojen « ja [
ketju eli konkatenaatio o - 3 saadaan kirjoittamalla « ja (8
perakkain.

Esimerkki. Olkoon o = aa ja 8 = bb. Talléin o - B = aabb ja
B+ a = bbaa.

Esimerkki. Olkoon a = ¢ ja = ab. Tallgin
a-f=ab=p-a. Talloin lisdksi - v = ¢ - = ¢.

Selvasti konkatenaatiolle on voimassa liitantalaki:
a-(B-v)=(a-p)-~. Voimmekin jattas sulut kirjoittamatta
jamerkiti a- (B-7)=(a-B)-vy=a-5-7.

Muodolliset kielet



Kielten konkatenaatio

Olkoon ¥ aakkosto. Olkoon L ja K kaksi X-kieltd, eli L C X*
ja K C X*. Maarittelemme

L-K={a-placl, eK}.

L- K on kielten L ja K konkatenaatio. L - K on X-kieli. On
tarkedd ymmartaa, etta kielten konkatenaatio ja sanojen
konkatenaatio ovat eri kisitteita.

Esimerkki. Olkoot L = {a, ab} ja K = {aaa, bb}. Nyt
L- K = {aaaa, abb, abaaa, abbb}.

Esimerkki. Olkoot L = {¢, a} ja K = {aaa, bb}. Nyt
L- K = {aaa, bb, aaaa, abb}.

Esimerkki. Olkoot L = () ja K = {aaa, bb}. Nyt L- K = ().
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Konkatenaatio

Esimerkki. Olkoot L = {¢, a} ja K = {¢, bb}. Nyt

L-K = {e, bb,a, abb}.

Miten kielet L ja K olisi maariteltdva, ettd olisi voimassa
L-K={e}7?

Olkoon {a} aakkosto. Maarittele jokin kieli L siten ettd a € L
jaL-L=1L.

Myds kielien konkatenaatiolle on voimassa liitantalaki:
L-(K-H)=(L-K)-H. Voimmekin merkitd
L-(K-H)y=(L-K)-H=L-K-H.

Olkoot «v ja 3 sanoja sekad L ja K kielid. Merkinnan « - 3 sijaan

voimme kaytda lyhyempaa merkintdd «3. Samaan tapaan
kielien L ja K konkatenaatioon voidaan viitata merkinnalld LK.
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Sanojen potenssi

Olkoon « sana. Maarittelemme sanan « potenssin seuraavalla

tavalla.
1. a® =¢.
2. al =a.

3. Kaikille kokonaisluvuille n > 2 patee
a"=a-..-a,

eli a” on sanan « n-kertainen konkatenaatio itsens3
kanssa.

Esimerkki. Olkoon oo = ab. Tilldin o® = a - a - o = ababab.

Esimerkki. Olkoon 3 = . Tillsin 819 = «.

Muodolliset kielet



Kielten potenssi

Olkoon L kieli. Maarittelemme kielen L potenssin seuraavalla

tavalla.
1. %= {e}.
2. 1 =1L

3. Kaikille kokonaisluvuille n > 2 patee

L"=1L-..-L

Y

eli L™ on kielen L n-kertainen konkatenaatio itsensa
kanssa.

Esimerkki. Olkoon L = {ab}. T&llgin L3 = {ababab}.

Esimerkki. Olkoon L = {a, aa, aaa, aaaa, ...}. Talléin
[3 = {aaa, aaaa, aaaaa, aaaaaa, ...}
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Kleenen sulkeuma

Olkoon L kieli. Kielen L Kleenen sulkeuma L* on L:n kaikkien
potenssien yhdiste, eli

*=Pultul’PulPy... .

Esimerkki. Olkoon L = {aa}. Talléin
L* = {e, aa, aaaa, aaaaaa, aaaaaaaa, ... }.

Esimerkki. {a, b}* =
{e,a, b,a° ab, ba, b*, 3%, a°b, aba, ab®, ba®, bab, b’a, b3, a*, ... }.

Esimerkki. 0* = {¢}.
Esimerkki. {¢}* = {¢}.
Olkoot L kieli. Pateeko valttamattd, ettd (L*)* = L* 7
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Saannolliset lausekkeet

Sadannélliset lausekkeet muodostavat tdsmallisen tavan
maaritelld muodollisia kielia. Olkoon X aakkosto.

1. 0 on sainndllinen lauseke.
2. ¢ on saanndllinen lauseke.
3. Jos a € X, niin a on saanndllinen lauseke.
4. Jos £ ja m ovat saanndllisia lausekkeita, niin (£ Un) on
saanndllinen lauseke.
5. Jos £ ja n ovat sadnndllisia lausekkeita, niin (£ - ) on
saanndllinen lauseke.
6. Jos £ on sdanndllinen lauseke, niin £* on sddnndllinen
lauseke.
7. Muita saannollisia lausekkeita ei ole.
Saannolliset lausekkeetkin ovat siis muodollisia sanoja. Tassa
saannollisiin lausekkeisiin liittyva aakkosto on joukko

ZU{@,E, 5 7U7'a*}-
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Saannolliset lausekkeet

Maarittelimme saannollisten lausekkeiden syntaksin.
Maarittelemme nyt tulkinnan eli semantiikan sdanndllisille
lausekkeille. Tarkoitamme lyhennykselld s.|. sdannollista
lauseketta.

1. S.I. 0 tarkoittaa joukkoa ()
2. S.I. ¢ tarkoittaa joukkoa {e}.
3. S.l. a, missd a € ¥, tarkoittaa joukkoa {a}.
4. Jos s.l. £ tarkoittaa joukkoa X ja s.l. n tarkoittaa joukkoa
Y, niin s.l. (£ Un) tarkoittaa joukkoa X U Y.
5. Jos s.l. £ tarkoittaa joukkoa X ja s.l. n tarkoittaa joukkoa
Y, niin s.l. (£ - n) tarkoittaa joukkoa X - Y.
6. Jos s.l. £ tarkoittaa joukkoa X, niin £* tarkoittaa joukkoa
X*.
Jokainen saanndllinen lauseke siis tarkoittaa jotakin
muodollista kielta.
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Saannolliset lausekkeet

Esimerkki. S.I. (aU (b U c)) tarkoittaa joukkoa

{a} U ({b} U{c}) ={a,b,c}.

Esimerkki. S.I. (a- ¢*) tarkoittaa joukkoa {a} - ({c}*) =
{a} - {e, ¢, cc, cec, cecce, ...} = {a, ac, acc, accc, accec, ... }.

Esimerkki. S.I. (a U () tarkoittaa joukkoa {a}, mutta s.I.
(e U a) tarkoittaa joukkoa {e, a}.
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Saannolliset lausekkeet

Esimerkki. S.I. (a* - b*) tarkoittaa joukkoa

{a}* - {b}* ={e,a,aa,aaa,...} - {¢,b,bb, bbb, ...} =
{e,a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, abb, bbb, aaaa, aaab, aabb, ...}
Esimerkki. S.I. (0* - (a- a)) tarkoittaa joukkoa

{e}- ({a} - {a}) = {e} - {aa} = {aa}.

Esimerkki. S.I. (aU b)* tarkoittaa joukkoa

({a} U{b})* ={a,b}* ={e,a,b,aa,ab, ba, bb, ...}
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Saannolliset lausekkeet

Liitantadlakien nojalla voimme viitata sdannélliseen
lausekkeeseen (& - (1 - ()) ilmaisulla & - - (. Tassd myds
uloimmat sulut on jatetty kirjoittamatta. Vastaavia
lyhennyksid voidaan kayttdaa myds operaation U tapauksessa.

Esimerkki. [Imaisu (aUbUc)-d* - e- f viittaa niiden sanojen
joukkoon, joilla on ensimmaisena kirjaimena a, b tai ¢, tdman
jalkeen on jono (mahdollisesti tyhjd) d-kirjaimia, jonka jalkeen
sana paattyy kahden kirjaimen muodostamaan jonoon ef.
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Saannolliset kielet

Olkoon X aakkosto. Sdannélliset kielet ovat muodollisia kielia
L C ¥*. Aakkoston ollessa ¥, maarittelemme s3anndlliset
kielet seuraavasti.

1.

0 on saanndllinen kieli.

2. {e} on sdanndllinen kieli.
3.
4. Jos X ja Y ovat saanndllisia kielid, niin X U Y on

Jos a € X, niin {a} on sdanndllinen kieli.

saanndllinen kieli.
Jos X ja Y ovat saanndllisia kielia, niin X - Y on
saanndllinen kieli.

. Jos X on saanndllinen kieli, niin X* on saanndllinen kieli.

7. Muita saannollisia kielia ei ole.
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Saannolliset kielet

Lause. Kieli L on sdanndllinen kieli jos ja vain jos on olemassa
saanndllinen lauseke, joka maarittelee kielen L.

Sivuutamme todistuksen.

Esimerkki. Kieli L = {e, a, aa, aaa, aaaa, ...} on yll3 olevan
lauseen nojalla sddnndllinen kieli, silla L voidaan maaritella
saannollisella lausekkeella a*.
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Harjoitustehtavia

Harjoitustehtdva. Olkoon ¥ = {0, 1} aakkosto. Muodosta
saannollinen ilmaus joka maarittelee kielen L, johon kuuluvat
tasmalleen kaksi kirjainta pitkat sanat.

Vastaus. 00U 01 U 10U 11.

Harjoitustehtdva. Olkoon ¥ = {0, 1} aakkosto. Muodosta
saannollinen ilmaus joka maarittelee kielen L, johon kuuluvat
parillista pituutta olevat sanat. Tyhj3 sana ¢ on pituudeltaan
parillinen.

Vastaus. (00U 01U 10U 11)*.
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Harjoitustehtavia

Harjoitustehtava. Onko saanndllisille lausekkeille yleisesti
voimassa (£ Un)* = (£ Un*)? Tassd symboli = tarkoittaa,
ettd lausekkeet madrittelevat tasmailleen saman kielen.
Perustele vastauksesi lyhyesti.

Vastaus. Ehto ei ole voimassa, silld (a U b)* # a* U b*.
Esimerkiksi ba kuuluu ilmauksen (a U b)* maérittelemaan
kieleen, mutta on helppo ndhda ettd ba ei kuulu ilmauksen
a* U b* maarittelemaan kieleen.

Harjoitustehtdva Vastaa perustelematta, onko sdanndllisille
lausekkeille voimassa ehto £** = &*.

Vastaus. On.
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