1 FEuklidiset avaruudet R"

Téassé osiossa kiymme ldpi Euklidisten avaruuksien R™ perusominaisuuksia.
Olkoon n € N, positiivinen kokonaisluku. FEuklidinen avaruus R™ on
joukko
R" = {(x1,29,....,x,) | ; € R jokaisella i <n }.

Téssé siis (21, ..., 2, ) on reaalilukujono, jonka pituus on n. Avaruuden R™ pis-
teet ovat siis vektoreita v = (1, ...,x,). Vektorin x = (21, ..., z,) alkio x; on
x:n 1. koordinaatti. Luku 7 on koordinaattipositio, jonka arvo on koordinaatti
x; € R. Vektorit x = (21, ...,2,) jay = (Y1, ..., yn) Ovat samat, eli z =y, kun
x; = y; kaikilla 1.

Avaruudesta R" voidaan muodostaa reaalinen vektoriavaruus maarittele-
mélld vektorien summa

x4y = (T1+ Y1, o0y Tn + Yn)
sekd kertominen reaaliluvulla r
re = (rTy, .., TT,).

Avaruuden R nolla-alkio on nollavektori 0 = (0, ..., 0).

Vektorien x ja y vilinen etdisyys maéritelldén kaavalla

d(z,y) = lz—yl = V(o1 —1)>+ .+ (@0 — ya)*

Vektoreiden = = (21, ...,2,) ja y = (Y1, ..., Yn) pistetulo miaritellddn kaa-
valla
T-Y = TiY1+ ... T Tpln.

Pistetulo siis liittda vektoreihin x ja y reaaliluvun x - y. Pistetulo toteuttaa
yhtalot
rT-Yy=y-z,
r-(y+z2)=z-y+z-z.

Vektorin pituus eli norms médritelladn kaavalla

lz| = Va-x = \Jai+ .. +a2

Huomaa, ettd aina |z| > 0 ja ettd |z| = 0 jos ja vain jos x = 0, eli kun = on
nollavektori.



Kahden vektorin z ja y vilinen kulma 1 € [0, 7] mééritellddn kaavalla

-y
IDRTIE kun ’fL" 7é 0 7é ’y‘a

cos) = [yl (1)
1 muutoin.

Taméan maaritelmin voi motivoida kosinilain avulla; tdma tehdadén luennolla
taululla.
Huomaa, ettd kulman 1) olemassaolo vaatii, ettd ehto

-y
|z][y]

€ [-1,1]
toteutuu. Itse asiassa kyseinen ehto toteutuu aina; tidméa seuraa Cauchyn-
Schwarzin epayhtélosta:

Propositio 1.1 (Cauchyn-Schwarzin epayht&lo).

|z -yl < |=|[yl.

Todistus. Mikili x = 0 tai y = 0, ehto pétee triviaalisti. Oletetaan, ettd
x # 0 # y. Olkoon r € R. Téll6in

0 < |ra+y|*
= (re+y) (re+vy)
rProx+rroy+ry-r+y-y
= o +2rzy+ |yl

missd kdytimme useassa kohtaa aikaisemmin annettuja, pistetuloa koskevia
lakeja.

Havaitsemme, etti r2|z|*> + 2rz -y + |y|*> > 0 on toisen asteen polynomi,
jonka muuttujana on r. Polynomin kuvaaja on z-akselin yldpuolella oleva
ylospain aukeava paraabeli, joten polynomilla voi olla korkeintaan yksi nol-
lakohta. Téaten polynomin diskriminantti on yhtdsuuri tai pienempi kuin 0,
eli

2%(x - y)* — 42°[|y?| < 0.

Taten
(- y)* < |zPlyf,
joten
|-y < |z[lyl.
O
Propositio 1.2. 1. |z| = 0 tdsmdlleen silloin kun x = 0. Lisdksi |x| > 0.

2



2. |rz| = |r||x| kaikilla r € R.
3. |z +y| <|z| + |y| (kolmioepdyhtils)

Todistus. Kohdan 3 jatamme harjoitustehtiviksi. Kohdat 1 ja 2 ovat selvié.
m

Huomaa, ettd kolmioepdyhtalostd seuraa suoraan, etti
lz+y+..,+w| <l|z|+ |yl + ..+ |w|
Propositio 1.3.
[ = [yl < el =1yl < |z +yl

Todistus. Ensimméainen epayhtilo on selva.
Kolmioepayhtéalon nojalla

2| =z +y) —y| < |z +y|+ |y,

joten
2| = [y <z +yl.

Samaan tapaan paattelemme, ettd
yl = Ja| < Jo+yl.
Niistd kahdesta tuloksesta padttelemme, etté
|| = [yl < |z +yl.
O

Vektoriavaruudelle R™ voidaan maéritelld standardit yksikkovektorit ta-
valliseen tapaan. Vektoriavaruuden standardit yksikkdévektorit e; ovat vekto-

rit
e = (1,0,...,0),
€y = (0,1,0,...,0),

e, = (0,...,0,1).

Jokainen vektori (z1, ..., z,,) voidaan esittdd muodossa

Tr = 1€+ Toes + ... + €.



Propositio 1.4. Jokaiselle vektorille x = (x4, ..., x,) € R" pditee
|| < o] < o] + |o] + - + |2al.

Todistus. On selvid, ettd |z;| < /a3 + ... + 22 = |z|.

Koska
T =x1€] + ... +Tpey,

niin kolmioepédyhtilon perusteella

|z| = |z1e1 + ... + zpen| < Jzier]| + ..+ |zpen|
= |z1|ler] + ... + |xnllen] = 21| + - + |20)-

Seuraavaksi kisittelemme suppenemista avaruudessa R".

Olkoon z1, xs, ... jono pisteitd avaruudessa R, eli
xIr; = (xi,ly ...,l’i’n), Z = 172,

Huomaa, ettd tissd x; on yksittdinen vektori, ei koordinaatti. Viittaamme
vektorijonoon 1, s, ... merkinnalld (x;).
Olkoon zy € R™ vektori. Jono (z;) suppenee eli konvergoi kohti pistetti
Zg, JOS
‘SL’Z' — Io‘ — 0, (2)

kun i — oo. Toisin sanoen, jokaiselle etédisyydelle r € R, on olemassa i siten
ettd kaikille j > ¢ pétee
|z; — zo| < 1.

Télloin sanomme, ettéd piste zp on jonon (x;) raja-arve. Huomaa, ettd kaa-
vassa 2 kiytetddn tavallista reaalilukujen raja-arvoa; pisteiden x; etdisyys
pisteestd xy lahestyy nollaa, kun ¢ ldhestyy daretonti, eli kasvaa.

Kéytdmme lyhyempdd merkintdd z; — z¢, ¢ — oo. Joskus kirjoitamme
jopa vain etta x; — xg.

Lause 1.5. Jono (x;) suppenee kohti pistettd y jos ja vain jos jokainen pis-
teiden x; koordinaattien muodostama reaalilukujono (z; ;) suppenee kohti y:n
vastaavaa koordinaattia y;. Tarkemmin, x; — y jos ja vain jos x;; — Y,
jokaisella koordinaattipositiolla j € {1,...,n}.

Todistus. Olkoot U, U, ..., 2, reaalilukujonoja. Tieddmme, ettd ehdoista
Uy — 0, v, = 0, ..., z,, — 0 seuraa u,, + v, + ... + z,, — 0. Oletetaan, ettd



x;; — y; jokaisella j. Téaten |z;; —y;| — 0, kun i — oco. Koska tdmé pétee
kaikilla koordinaattipositioilla j, niin

|zi1 —yi| + .o+ |Tin — Yn| = 0,
kun ¢ — oo. Téten Proposition 1.4 nojalla
lz; —y| < |ziz— |+ ... +|Tin — yn| = 0,

kun ¢ — oo. Tésté seuraa ekvivalenssin yksi suunta.
Oletetaan, ettd x; — y. Valitaan jokin koordinaattipositio j € {1,...,n}.
Proposition 1.4 nojalla

iy — yj| <l —y[ — 0.
Ekvivalenssin toinen suunta seuraa tasta. L]

Jos vektorijonolla (x;) on raja-arvo, se on yksikésitteinen Lauseen 1.5 seké
reaalilukujonojen raja-arvon yksikésitteisyyden nojalla.

Pistejono (x;) hajaantuu eli divergoi, jos se ei suppene. Lauseen 1.5 no-
jalla vektorijono x; hajaantuu tasmaélleen silloin, kun ainakin yksi reaalilu-
kujonoista (z;;), j € {1, ...,n}, hajaantuu.



2 R™:n metrista topologiaa
Jos x € R™ ja r > 0, niin joukkoa
Bz, r) ={y eR"[|ly —a| <r}

kutsutaan R™:n x-keskiseksi ja r-siteiseksi avoimeksi palloksi. Joukko B(0, 1)
on avoin yksikkopallo.

Olkoon A C R” joukko. Joukko A on suljettu, jos jokaisella suppenevalla
jonolla (x;), missd z; € A kaikilla i ja x; — xo, pitee xo € A. Télloin
sanotaan, ettd A sisdltéi kaikki rajapisteensa.

Joukko A C R" on awvoin, jos R™ \ A on suljettu.

Lause 2.1. Joukko A C R" on avoin jos ja vain jos jokaisella v € A on
olemassa sellainen r > 0, ettd B(z,r) C A.

Todistus. Oletetaan, ettid jokaisella x € A on olemassa sellainen r > 0, etté
B(z,r) C A. Osoitamme, ettd R" \ A on suljettu.

Olkoon (z;) jono pisteitd x; € R™ \ A siten ettd x; — (. Osoitetaan,
ettd xg € R™\ A. Tehdéan vastaoletus, ettd zo € A. Téaten olettamuksemme
nojalla B(zo,7) C A jollakin r > 0. Koska x; € R™ \ A pétee kaikilla ¢, niin
x; € B(xo,r) pitee kaikilla i. Néin ollen |x; — x| > r kaikilla 4, joten luvulle
r el lyody sellaista positiivista kokonaislukua k, ettd |z; — xo| < r kaikilla
j > k. Taten z; 4 o, mikd on ristiriita.

Ekvivalenssin toinen suunta jiatetddn harjoitustehtivaksi. O]

Olkoon A C R" joukko. Joukon A reuna 0A on joukko
0A={zeR"|Vr>0(Blz,r)NA#D A Bla,r)N(R"\A4) £0) }.

Toisin sanoen, joukon A reuna A on joukko, jonka jokaisen pisteen jokainen
palloympéristo leikkaa sekd joukkoa A ettd joukon A komplementtia. Jos
joukko A on suljettu, niin 9A C A (harjoitustehtévi). Toisaalta, Lauseen 2.1
nojalla, jos A on avoin, niin reunan 0A pisteet eivit koskaan ole joukon A
pisteita.

Lause 2.2. Olkoon A C R" joukko. Tdlloin reuna OA on suljettu ja joukko
AUOJA on suljettu.

Todistus. Harjoitustehtéva. O]

Joukkoa JA U A kutsutaan joukon A sulkeumaksi. Merkintd A tarkoittaa
joukkoa 0A U A.



Joukko A C R™ on rajoitettu, jos on olemassa sellainen reaaliluku r, etté
A C B(0,7). Joukko A C R™ on kompakti, jos jokaisella jonolla (z;) siten
ettd r; € A, on sellainen osajono (), ettid z;, — o ja 19 € A. Eli jokaisella
jonolla A:n pisteité on osajono, joka konvergoi kohti jotakin A : n pistetti.t

Lause 2.3. Joukko A C R" on kompakti jos ja vain jos A on suljettu ja
rajoitetiu.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Olkoon A C R"™ joukko ja a € A piste siten ettd jollekin r € R pétee
B(a,r) N A = {a}. Télléin piste a on joukon A erakkopiste.

Funktio f : A — R, missd A C R", on reaaliarvoinen funktio avaruudessa
R™. Tallaisia funktioita kisiteltdessd auttaa taustaintuition rakentamisessa
funktioden f : R? — R kuvaajien visualisointi. Funktion

f:R* =R
kuvaaja on joukko

{ (z.y. f.y) | (x,y) €R* }.

Yleisemmin, olkoon n € N ja C' C R". Olkoon h : C' = R funktio. Funktion
h kuvaaja on joukko

{ (@1, ., xn, 2) | (1,...,2,) € C, h(x1,...,xp) = 2 }.

Esimerkki 2.4. Olkoon A = R?\ {(0,0)}. Olkoon f : A — R funktio siten
ettd f(z) = In|x|. Luonnostele funktion f kuvaaja.

!'Huomaa, ettd midritelmin mukaan vektorijonot y; ovat aina direttémid jonoja; osa-
jono y;, on myos vektorijono, joten sekin on méiritelmin mukaan déretén jono.
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3 Usean muuttujan funktioiden
differentiaalilaskentaa

3.1 Raja-arvot, jatkuvuus ja osittaisderivaatat

Olkoon A C R™ joukko ja z, € A piste, joka ei ole joukon A erakkopiste.
Télloin (ja vain télléin) funktiolla f : A — R™ on raja-arvo a pisteessé xo,
jos kaikilla jonoilla (z;), missd x; € A, x; — xg ja x; # xo, pitee f(x;) —
a. Funktion f madrdamé reaalilukujono (f(z;)) siis suppenee tésséd kohti
pistettd a, kun (z;) suppenee kohti pistettd .

Propositio 3.1. Joukossa A on olemassa jono x; — o, T; # xo, jOS ja vain
jos xqg et ole joukon A erakkopiste ja lisdksi xo € A.

Todistus. Jos joukossa A on vaaditut ehdot tayttdva jono ja xy on joukon
A erakkopiste, saadaan ristiriita, silld erakkopisteelld zy on jokin ympéristo
B(zg, ) siten ettd B(xo, 7)NA = {zo}. Téten jono (x;), missd x; € A\{xo}, ei
voi supeta raja-arvonaan xy. Jos taas zo ¢ A, niin ry € R™\ A. Joukko R\ A
on suljetun joukon A komplementtina avoin, joten Proposition 2.1 nojalla on
olemassa jokin avoin pallo B(zg,r) C R™\ A johon piste ¢ kuuluu. Koska
A C A, niin on selviid, etti jono (;), missi z; € A, ei voi supeta raja-arvoon
Zo-

Toiseen suuntaan, oletetaan etti xq ei ole joukon A erakkopiste ja o € A.
Koska zy € A, niin zyp € A U dA, joten jokaisesta pallosta B(wg,r) lydtyy
jokin joukon A piste a’, ja koska x ei ole joukon A erakkopiste, 16ytyy aina
sellainen a’, joka ei ole xy. Valitsemalla aina lyhyempid séteitd r pallolle
B(xg, ), voidaan siis muodostaa jono (z;) siten ettd z; € A, z; # o ja
T; — Xg. ]

Olkoon A C R” joukko ja f : A — R funktio. Funktio f on jatkuva
pisteessd zy € A, jos funktiolla f on raja arvo a pisteessi xg ja lisiksi f(x¢) =
a.

Huomaa, ettd madritelmiemme nojalla funktiolla f : A — R ei ole raja-
arvoa joukon A erakkopisteissé, eiké f siis ole jatkuva erakkopisteissain. Kir-
jallisuudessa on myds toisenlaisia raja-arvon maéritelmié, jotka eroavat ylla
annetusta mairitelméastd patologisissa tapauksissa, kuten erakkopisteissé.

Merkinn&lld

limg—e, f(x) = a

tarkoitamme, ettd funktiolla f on raja-arvo a pisteessi xg
Madrittelemme, ettd funktio f : A — R on jatkuva joukossa B C A jos
se on jatkuva jokaisessa joukon B pisteessa.



Tutustumme seuraavaksi osittaisderivaatan kisitteeseen. Intuition tasol-
la usean muuttujan reaaliarvoisen funktion f osittaisderivaatta pisteessi xg
on tavallinen derivaatta, joka saadaan tarkastelemalla funktion f kulkua pis-
teessd xp vain yhdessd suunnassa. Kaiken lisdksi tdmé yksi suunta on aina
jonkin kantavektorin e, maaraama suunta.

Olkoon A C R" avoin joukko. Olkoon f : A — R reaaliarvoinen funktio.
Olkoon xy € A jokin piste. Koska A on avoin, niin f on maéiritelty jossakin
avoimessa pallossa B(zg,7) € A. Taémi seuraa Propositiosta 2.1. Kiinnite-
tadn jokin koordinaattipositio k£ € {1, ..., n}. Funktio, joka kuvaa reaaliluvun
h reaaliluvulle f(xo + heg), on mééritelty ainakin avoimella valilld (—r,r),
silld f on méairitelty pallossa B(zo,7). Jos on olemassa raja-arvo

f(xo + hey) — f(xo)
h )

lim 0

sitd kutsutaan funktion f osittaisderivaataksi muuttujan xy suhteen pisteessd
xo. Osittaisderivaattaan muuttujan z;, suhteen pisteessi xy viitataan merkin-

noilla
of (56’0)
8xk ’

Olkoon g : R? — R funktio ja zy € R? piste. Tarkastellaan funktion ¢
rajoittumaa méarittelyjoukkoon

O f(xo) =

A= {scR¥|s=x9+re, r€R}.

Olkoon p : A — R funktion ¢ rajoittuma méérittelyjoukkoon A, eli funktio
p: A — R toteuttaa ehdon p(x,y) = g(x,y) kaikilla (z,y) € A. Maéritelladn
funktio ¢ : R — R siten ettid

q(r) = g(rex +xo2e2) = g(r,zp2).

Funktio ¢ on siis funktio, joka saadaan funktiosta ¢ kiinnittdmélla toisen
koordinaattiposition koordinaatti arvoon z 2 ja antamalla ensimmaéisen koor-
dinaattiposition vaihdella. Oleellisesti g on siis sama kuin p, koska p(z,y) =
q(z) kaikilla (z,y) € A.

Funktion ¢ : R — R derivaatta ¢'(z 1), jos sellainen on olemassa, saadaan
kaavasta

q(xoq1 +h) —q(xoq)

q'(xo1) = limuo

h
g(zo1 + h,x02) — g(xo1, To2)

= limp—o

= 019(o).



Havaitsemme, ettd osittaisderivaatan madrittdminen on oleellisesti tavallisen

derivaatan médrittamista.
Olkoon A C R™ avoin joukko ja f : A — R reaaliarvoinen funktio. Nyt

siis 0; f(xo) l6ydetddn tarkastelemalla funktiota
t f(To1s s 0 j—15 1 T0,j415 -5 Ton),s

joka on maédritelty jollakin avoimella valilla S = (x¢,; — 7, 2o, + 7). Olkoon
tamé funktio p : S — R. Nyt 0, f(xo) = p'(x0)-
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3.2 Differentioituvuus

3.2.1 Funktioiden méiarittely tangenttien ja tangenttitasojen
avulla

Tarkastellaan funktiota f : R — R, joka saadaan yht&losta
f(@) = q+ k.

Téssé k, g € R. Kyseessd on suora, jonka kuvaaja kulkee pisteen (0, ¢) kautta.
Suoran kulmakerroin on k. Intuition tasolla kulmakerroin kertoo suoran muu-
tosnopeuden (ja muutoksen suunnan), kun z muuttuu. Jos esim. liikumme
pisteestd xg € R pisteeseen € R, on y-suunnassa tapahtuva muutos

k(x — xo).
Tarkastellaan sitten funktiota ¢ : R? — R, joka saadaan yhtilosti
f(z,y) = g+ kiz + kay.

Tassé siis q, k1, ko € R. Téméa yhtdlo méardd tason, jonka kuvaaja kulkee
pisteen (0,0, q) kautta. Kertoimet k; ja ko kertovat tason muutosnopeuden
z-suunnassa. Kerroin k; kertoo muutosnopeuden z-suunnassa x-suuntaisen
muutoksen suhteen ja ks muutosnopeuden z-suunnassa y-suuntaisen muu-
toksen suhteen. Huomaa, ettd voimme kirjoittaa

flz,y) = g+ kix+ky = g+ (ki,k2) - (z,y),

missi (ki, ko) - (x,y) tarkoittaa vektoreiden (kq, ko) ja (z,y) tavallista piste-
tuloa. Jos merkitsemme k = (k1, k2) ja T = (z,y), voimme kirjoittaa tason
yhtilon suoran yhtilod muistuttavaan muotoon?

f@) = q+k- -7 (3)

Kun liikutaan pisteestd (xg, 7o) pisteeseen (z,y), on muutos z suunnassa
selvisti summa

ky(z —x0) + ka(y —yo) = k~((x,y)—(a:0,y0)) = k- (z— 7o),

missd T = (z,y) ja Top = (zo,Yo). Termi ky(z — xy) antaa z-suunnan muu-
toksen, joka syntyy liikuttaessa z-suunnassa, ja termi ks(y — yo) antaa z-
suunnan muutoksen, joka syntyy liikuttaessa y-suunnassa. Vektori k£ on siis

’Huomaa, etti tissd kiytimme selkeyden vuoksi vektoreiden péilleviivausmerkintis,
vaikka yleensd emme sitd kayté.
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erddnlainen yleistetty kulmakerroin, joka kertoo tason muutosnopeuden seki
r-suunnan etti y-suunnan suhteen.

Yleisesti, funktion f : R® — R kuvaaja avaruudessa R™"! on n-ulotteinen
taso, jos f on muotoa

f(x1, 29, ..yxn) = ag+ a1xy + asxs + ... + apr, = ap+a-7,

missd @ = (aq, ag, ..., ay) ja T = (T1, T2, ..., Tpy)-

Olkoon g : R — R differentioituva funktio. Tarkastellaan funktion kulkua
pisteessi 2y € R. Funktiolla g on kulmakerroin ¢'(z¢) pisteessi xo. Funktion
g pisteen (zg, g(xo)) kautta kulkevan tangentin yht&lo on

y = g(xo) + g'(0)(x — o).

Olkoon T" C R? timin tangentin kuvaaja. Olkoon p : R — R funktio,
jonka arvo pisteessd x antaa pisteiden (xg, g(x¢)) ja (z, g(x)) kautta kulke-
van suoran ja tangenttisuoran 7' kulmakerrointen erotuksen, eli jos pisteiden
(20, 9(z0)) ja (x,g(x)) kautta kulkevan suoran kulmakerroin on k(z), niin

p(x) = k(z) = g'(x0).

Funktio p siis antaa wvirheen suoran 71" kulmakertoimessa, kun approksimoi-
daan funktion g arvoa pisteessi x tangentin 7" avulla: tangentin yhtaloa kiyt-
tamalld saatu arvio funktion g arvolle pisteessi x on g(zg) + ¢'(z0)(x — x),
kun taas oikea arvo pisteessi x on

9(x) = g(wo) + (gl(mo) —l—p(m))(:v — )
= g(z0) + ¢'(w0)(x — 20) + p(z)(x — 20) (4)

Funktio p siis antaa kulmakertoimen virheen jokaisessa pisteessi x. Yhtalon
4 voi my6s kirjoittaa muotoon

g(wo+h) = g(xo) + g'(w0) b+ hp(xo + h). (5)

Tata yhtalod voidaan vield yksinkertaistaa kiyttamélla virhefunktion p si-
jasta seuraavalla tavalla méaariteltyd, jossakin mielessi luonnollisempaa vir-
hefunktiota v: maaritelldéin v(h) = p(xo + h) kun h on positiivinen, ja
v(h) = —p(xzo + h) kun h on negatiivinen. Tlld uudella virhefunktiolla v
on oleellisesti sama rooli kuin virhefunktiolla p. Yhtilo 5 saadaan nyt kui-
tenkin seuraavaan yksinkertaiseen muotoon:

g(zo+h) = g(xo) + g'(x0) b+ 1| v(h). (6)
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Taustaintuitio tAméan yhtilon takana on siis oleellisesti tdysin sama kuin yh-
talon 4, kuitenkin silld erolla ettd virhefunktio v toimii hieman eri tavalla
kuin virhefunktio p: Funktiolla v on se luonnollinen ominaisuus, etti se an-
taa jokaisessa pisteessd h positiivisen arvon, jos tangentin 7" antama arvio
funktion g arvosta g(z¢+h) on liian pieni, ja negatiivisen arvon, jos tangentin
T antama arvio funktion g arvosta g(xo + h) on liian suuri.?

Nyt siis kaikilla x € R pétee

g(zo+h) = g(xo) + g'(xo) h+ |h| v(h). (7)

Taméi voidaan kirjoittaa my6s muotoon

g(x) = glwo) + ¢ (w0)(x — o) + |2 — mo| V(2 — 0). (8)

Suora y = g(xo) + g(zo)(xr — x¢) on siis funktion g tangentti pisteessi x.
Reaaliluku v(z — x() kertoo miten tangentin kulmakerroin poikkeaa pistei-
den (xg, g(z0)) ja (z, g(x)) kautta kulkevan suoran kulmakertoimesta; funktio
v antaa positiivisen arvon, jos tangenttisuoran arvo pisteessid x on pienem-
pi kuin ¢(z), ja negatiivisen arvon, jos tangenttisuoran arvo pisteessi z on
suurempi kuin g(z).

Yhtaloa 8 vastaava yhtélo 10ytyy samaan tapaan myo6s funktioille g : A —
R, missd A C R™, n > 1. Tangenttisuoraa vastaa nyt n-ulotteinen tangent-
titaso. Olkoon ¢ : R™ — R mielivaltainen funktio. Olkoon k£ € R"™ mielival-
tainen yleistetty kulmakerroin. Nyt siis yhtalé y = a + &k - x on n-ulotteisen
tason yhtalo: tissi siis y viittaa reaalilukuun ja z vektoriin joukossa R™,
katso yhtalo 3. Valitsimme siis yleistetyn kulmakertoimen k mielivaltaisesti,
riippumatta funktiosta g. Selvésti on olemassa virhefunktio v : R® — R siten
ettd yhtélo

g(z) = g(xo) + k- (r—x0) + |z —20|v(T — T0) (9)

patee kaikilla z € R™. Taman yhtalon oikean puolen kaksi ensimmaéistd ter-
mid méadraivit tason t(x) = g(zo)+k-(z—10), joka kulkee pisteen (zo, g(zo))
kautta. TAméan tason ei tarvitse olla "tangenttitaso" funktiolle g. Virhefunk-
tio v kuvaa virhettd kulmakertoimessa, kun aproksiomoidaan funktion ¢ ar-
voa g(x) pisteessd x kiyttdmélla tasoa t(x) pitkin kulkevaa suoraa. Funktio
v siis kertoo miten pisteiden (zg,t(z0)) ja (z,t(z)) kautta kulkevan suo-
ran kulmakerroin poikkeaa pisteiden (xo, g(xo)) ja (x, g(x)) kulkevan suoran
kulmakertoimesta. Virhefunktio v on téssi tiysin analoginen yksiulotteisessa
tapauksessa késitellyn virhefunktion kanssa.

3Lissksi sydtteend funktioon v on intuition tasolla poikkeama h pisteestd xg, kun taas
syotteend funktioon p on intuition tasolla uusi tarkastelupiste xo + h.
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3.2.2 Differentioituvuuden méairitelmi

Olkoon f : R — R funktio. Nyt siis tarkastelemme avaruuden R = R!
funktiota f. Tieddmme, ettd jos f:ll4 on derivaatta pistesssi z € R, niin f
on myos jatkuva pisteessd x. Usean muuttujan reaaliarvoisten funktioiden
tapauksessa tilanne on monimutkaisempi.

Tarkastellaan funktiota ¢ : R? — R, joka méiéritelliin paloittain annetun

ehdon
1, kun z; =0 tai zo =0,
g(xlva) =

—1  muulloin.

perusteella. Havaitsemme, ettid 0,¢(0,0) = 0 ja d2g(0,0) = 0, eli funktiolla g
on molemmat osittaisderivaatat pisteessd (0,0). On kuitenkin helppo néhda,

ettd funktiolla g ei ole raja-arvoa pisteessa (0,0). Esim. jos z; = (;, 0),
niin z; — 0 ja g(x;) — 1, mutta toisaalta, jos y; = (%, %), niin y; — 0 ja
g(y;) — —1. Usean muuttujan reaaliarvoisella funktiolla voi siis olla kaikki
osittaiset derivaatat jossakin pisteessd x, vaikka funktio ei olekaan jatkuva
pisteessa x. Osittaisten derivaattojen olemassaolo ei kuitenkaan tarkoita, etté
kyseinen funktio olisi differentioituva eli derivoituva kyseisessé pisteessa. Alla
méirittelemme, mitd tarkoittaa, ettd usean muuttujan reaaliarvoinen funktio
on differentioituva (eli derivoituva) jossakin pisteessa.

Olkoon D C R" avoin joukko. Olkoon f : D — R funktio ja zy € D piste.
Funktio f on differentioituva eli deriwoituva pisteessi g, jos on olemassa
vektori k € R” ja funktio v : R™ — R siten ettd kaikilla x € D pétee

flz) = flzo) + k- (z—x0) + |2 — x0|v(2 — 20),

ja lisdksi patee lim, ., v(r — xo) = 0. Vertaa tatd yhtalod yhtdloon 9.
Havaitsemme, ettd milld tahansa k£ € R™ pétee

f(x) = flzo) + k- (v —20) + |7 — 20| V(T — 20),
kun méaaritelldan

f(x) = f(wo) — k- (v — )

|z — 20

v(r —xy) = ,
kun = # x¢ ja v(x — x9) = 0 kun = = xz,. Oleellinen osa funktion f
differentioituvuuden maéritelméd onkin ehto lim, ., v(x — z9) = 0. Intui-
tion tasolla, funktio f on differentioituva pisteessé xg, jos jokin taso t(x) =
f(zo)+ k- (x—x0) antaa arvion funktion f arvolle f(x) pisteessi x siten ettd
tason madradman suoran kulmakertoimen virhe v(z — z¢) ldhestyy nollaa,

14



kun z ldhestyy pistettd xo. Tason t kulku on siis sitd lahempéné funktion g
kulkua, mitéd lahemmaéksi pistettd zy tullaan.

Olkoon f: D — R, missd D C R", derivoituva pisteessi zy. Toisin sanoen
nyt on olemassa k € R” ja funktio v : R™ — R siten etti

f(x) = [flwo) + k- (z —w0) + |z — wo| v(z — 20),

ja lisdksi v(z — zg) — 0 kun x* — x,. Vektoria k kutsutaan funktion f
gradientiksi pisteessi xo. Merkintd V f(zq) tarkoittaa funktion f gradienttia
k pisteeessi x.

Gradientti V f(xo) on siis vektori. Havaitsemme, ettd kaava

h— Vf(xy)-h
madrittelee lineaarikuvauksen L : R™ — R siten etté
L(h) =V f(zo) - h.
Merkintd f’(zg) tarkoittaa lineaarikuvausta L. Toisin sanoen,
f'(xo)(h) = Vf(xo)-h = L(h).

Huomaa, ettd f'(zq) on yleistetty kulmakerroin.

3.2.3 Gradientin ominaisuuksia

Lause 3.2. Olkoon D C R" avoin joukko ja f : D — R derivoituva funktio
pisteessd xog € D. Tdlloin 0, f(xo) on olemassa kaikilla j < n, ja

Vf(zo) = (01f(w0),0af(z0), ..., O f(0)).

Todistus. Kasitellddan luennolla. ]

Havaitsemme, ettd jos funktio f on derivoituva pisteessi g, niin Lauseen
3.2 nojalla differentioituvuuden méaéritelméssé esiintyvé vektori k = V f (o),
eli gradientti, madrdytyy yksikésitteisesti. Tamé seuraa siité, ettéd osittaisde-
rivaatat 0, f(xo) ovat yksikéisitteisia.

Lause 3.3. Olkoon D C R" avoin joukko ja f : D — R funktio. Jos f on
differentioituva pisteessd xo € D, niin f on jatkuva pisteessd xg.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O
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Havaitsimme aikaisemmin, ettii vaikka funktiolla g : R? — R olisikin ole-
massa molemmat osittaisderivaatat 0;g(xg) ja dag(xo) jossakin pisteessé o,
on silti mahdollista ettd funktio g ei ole jatkuva pisteessi xq. Téten osittais-
derivaattojen olemassa olosta pisteessi xq ei seuraa derivoituvuutta pisteessi
Zo; muuten paatyisimme ristiriitaan Lauseen 3.3 kanssa.

Tarkastellaan pisteessd xy € R™ derivoituvaa reaaliarvoista funktiota f.
Kuvaus ¢ : R® — R siten ettd

t(x) = flxo) + Vf(zo) - (x — o)

méardd tason, jonka voidaan ajatella aproksimoivan kuvausta f pisteen xg
ldhelld mielivaltaisen tarkasti, sitd tarkemmin mitd lihempéné pistettd xg
ollaan. Tamé johtuu siitéd ettd derivoituvuuden méiritelmén nojalla

f(@) = flxo) + V(o) - (x = x0) + |2 = wolv(x — 20),

missd v(x — z9) — 0 kun z — x. Kuvauksen f aproksimoituvuus tasoku-
vauksella ¢ on usein hyodyllinen ominaisuus sovelluksia ajatellen, silli ta-
sokuvauksia on yleensd helppo kisitelld. Kuvauksen ¢ kuvaajaa kutsutaan
funktion f tangenttitasoksi pisteessi (xo, f (o))
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3.3 Derivointi ja differentioituvuus: sdantoji

Olkoon A C R" avoin joukko. Méaritellddn ettd funktio f : A — R kuuluu
luokkaan £(A), kun seuraavat ehdot toteutuvat.

1. Kaikki osittaisderivaatat 0; f (zo) ovat olemassa jokaisessa pisteessi zo €

A.

2. Osittaisderivaattojen méadraaméit funktiot ovat jatkuvia joukossa A.

Seuraava lause on hyodyllinen tutkittaessa onko jokin annettu funktio
derivoituva jossakin annetussa pistejoukossa.

Lause 3.4. Jos funktio f : A — R kuuluu luokkaan L'(A), niin f on deri-
voituva joukon A jokaisessa pisteessd.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Olkoon A C R™ avoin joukko. Olkoon V' C R vilija h : A — V ja
g : V — R funktioita. Tutkitaan yhdistetyn funktion f = goh derivoitumista.
(Nyt siis g o h(x) = g(h(z)) kaikille x € A. Funktion g o h méirittelyjoukko
on A.)

Maarataan funktio 0, f. Osittaisderivaatan maaritelman mukaan

go h(l‘o + tel) —go h(on)

alf(x0> = lim;_o / .

Koska A on avoin joukko, funktio ¢(t) = g o h(xo + te;) on mééritelty jolla-
kin avoimella valilld (—r, ), missd r > 0. Kdyttamalld tuttua yksiulotteista
ketjusiddntod, saadaan

©'(0) = ¢'(h(xg+ 0ey)) d1h(zo+ 0e1) = ¢'(h(xg))01h(xg).
Havaitsemme etta lisdksi

. h +tey) — h ,
51f<$0) = hmt—»Ogo (xo 6;) 7° (xo) = 90(0)

Niin ollen pédttelemme, ettd 0y f(xg) = ¢'(h(xo))O1h(xo). TAmA tietenkin
vaatii, ettd derivaatat ¢'(h(xo)) ja O1h(xg) ovat olemassa.

Késittelimme osittaisderivaattaa 0, f. Muut osittaisderivaatat 0;f kési-
tellidin samaan tapaan. Johdimme siis sdéannoén

9if(x0) = g (h(20))dih (o).

Olkoot A, B C R" avoimia funktioita ja w : A — B ja h: B — R funk-
tioita. Kun n > 2, niin funktio w on wvektoriarvoinen funktio. Funktion w
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arvot ovat joukossa B C R". Téllaisia funktioita voi kisitelld reaaliarvoisten
funktioiden avulla. Kantavana ideana téssd on maéritelld funktion w koord:-
naattifunktiot, jotka ovat reaaliarvoisia funktioita.

Olkoon 7 < n. Nyt funktiolla w on i:s koordinaattifunktio w; : A — R.
Funktio w; on madritelty siten etta kaikilla z € A pitee

wz(ﬂﬂ) = y; kun w(x) = (ylw--ayiflayi?yzﬁrla"'>yn) € B.

Eli funktio w; palauttaa syotteelld x € A vektorin w(z) i-koordinaatin.
Tarkastellaan funktion f = h o w derivoitumista. Voimassa on seuraava
lause, jonka todistuksen sivuutamme.

Lause 3.5. Oletetaan ettd kaikki koordinaattifunktiot w; ovat derivoituvia
pisteessd xo € A ja funktio h on derivoituva pisteessi w(xg). Talldin funktio
f=how on derwoituva pisteessi xg, ja lisiksi

0 f (xo) = Z 03h(w(xo)) Diw; (o).

Olkoon A C R"™ avoin joukko ja V C R vili. Olkoot ¢ : A — R ja
u: V — A funktioita. Nyt siis vektoriarvoinen kuvaus u méérittelee koor-
dinaattifunktiot u; : V — R. Mairittelemme, ettd u on jatkuva pisteessa x €
V', jos jokainen koordinaattifunktio u; on jatkuva pisteessd x € V. Funktio
u on jatkuva jos se on jatkuva jokaisessa pisteessd x € V. Talloin kutsumme
funktiota u poluksi.*

Maarittelemme, ettd funktion u derivaatta pisteessi x € V on vekto-
ri (u)(z),...,ul,(x)). Téssd oletetaan ettd jokainen tavallisista derivaatoista

/

w,(z) on olemassa.

Lause 3.6. Olkoon zo € V piste. Oletetaan ettd u'(xg) on olemassa. Ole-
tetaan lisiksi, ettd g : A — R on derivoituva pisteessi u(xg). Tarkastellaan
funktiota h = gowu : V — R. Funktiolle h patee

W (o) = Vg(u(xo)) - u'(wo).

Todistus. Harjoitustehtéva. O

*Funktio u voi esimerkiksi kuvata avoimen vilin (0,1) pisteet avaruudessa R? sijat-
sevan yksiulotteisen kidyrdsegmentin pisteiksi. Nimitys polku on siis varsin osuva nimitys
funktiolle wu.
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3.4 Vektoriarvoisten funktioiden differentioituvuus

Olkoon A C R". Olkoon f : A — RP funktio. Téssé siis n,p € N,. Olkoon
o € A. Nyt jokaisella x € A pétee

f(@) = (fil2), s fo(@),

missd funktiot f; : A — R ovat funktion f koordinaattifunktiot. Funktio f on
jatkuva pisteessé xg, jos jokainen koordinaattifunktio f; on jatkuva pisteessi
9. TAma on yhtédpitavid sen kanssa, etta jokaisella joukon A jonolla x; — xg

pétee f(x;) = f(xo).
Funktio f on differentioituva eli derivoituva pisteessi xg, jos on olemassa
lineaarikuvaus K : R — RP ja funktio v : R® — RP siten ettd kaikille

x = (zo+ h) € A pitee
f@o+h) = [flzo) + K(h) + |hlv(h),

missd v(h) — 0, kun A — 0.

Jos f on derivoituva pisteessd xg, niin lineaarikuvaukseen K viitataan
merkinndlla f’'(zg), eli K = f'(xo). Muista, ettd kuvaus L : R" — R? on
lineaarikuvaus, jos L(h + k) = L(h) + L(k) ja L(rh) = rL(h) pétee kaikille
h,k e R"jar e R.

Seuraava lause todistetaan oleellisesti samoin kuin tapauksessa p = 1.

Lause 3.7. Olkoon f: A — RP derwoituva pisteessi g € A C R™. Nyt
1. Funktio f on jatkuva pisteessd xg.
2. Lineaarikuvaus f'(x¢) on yksikdsitteinen.
3. Koordinaattifunktiot f;, i < p, ovat derwoituvia pisteessd x.
Seuraava lause on yleisempi versio lauseesta 3.2.

Lause 3.8. Olkoon funktio f : A — RP derivoituva pisteessd ro € A C R™.
Nyt

Orfi(xo) Oafi(xo) ... Onfi(wo)

O1fo(xo) Oafa(wo) ... Onfo(wo)

f(wo) =

Orfy(w0) Oofy(zo) .. Oufy(0)
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Todistus. Maaritelmén mukaan f’(zo) : R®™ — RP on lineaarikuvaus. Tie-
didmme, ettd jokaisella lineaarikuvauksella R™ — RP? on esitysmatriisi, joka

on (p x n)-matriisi. Nyt siis

ki ki ... ki

ko1 koo ... kop
f’(%) =

kpr kpa oo Kpn

Taten vektoreille b = (hq, ..., h,) € R™ patee

]{11 k12 .. kln hl
k21 ]{ZQQ .. ]{Zgn h2
f'(wo)h = '
T AV

— (kunhy 4 o A+ kb, o kprhy + o+ K.

Koska f on derivoituva pisteessi xg, niin derivoituvuuden mairitelméassa

esiintyvé ehto
fxo +ter) — f(zo) = f'(zo)(ter) + |ter|v(ter),

pétee mielivaltaiselle t € R siten ettd (xg + te;) € A. Jakamalla puolittain
t:114 ja vetoamalla kuvauksen f'(z() lineaarisuuteen, saamme tdmén kaavan

muotoon

(f1($0 +ter) — f(wo), -, fp(wo +ter) — fp(l’o)>

~ | =

= f'(zo)e1 + |§—’v(tel),
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missa t # 0. Koska

f(xo)er + %U(tel)

kll k’lg kln 1
k21 k22 kgn 0
t
— +uv(t€1)
t
by Ky oor k) \O
|t]
= <k117k217"'7kp1)+70<t61)7

paittelemme, etta

(5 (Ao -+ te2)) = 7o), - 5 (oo +te1) — fy(ao)))

t
= (klh k?gl, ey kpl) + gv(t61>.

Ottamalla téstd molemmin puolin raja-arvo lim, o, ja pitden mielessi etté

fi(wo +ter) + f(xo)
t

limy 0

= Ofj(xo),
ja lisdksi ettd v(te;) — 0 kun ¢ — 0, pddttelemme, etté

(61f1(x0),81f2(a:0), ceny 81fp(x0)) = (k’ll,l{fgl, ceey ,k’pl)

Kasittelimme koordinaattisuunnan e;. Muut suunnat késitelladn samalla ta-
valla. O

Lause 3.9. Olkoot funktion f : A — RP koordinaattifunktiot f; - A — R
derivoituvia pisteessi xqg € A C R™. Tdlloin f on derivoituva pisteessi xg € A

Todistus. Kasitellddan luennolla. OJ

Lauseiden 3.7 ja 3.9 perusteella f on derivoituva pisteessid x( jos ja vain
jos koordinaattifunktiot f; ovat derivoituvia pisteessi xg.

Lause 3.10. Olkoot f : A — B ja g : B — R" funktioita. Jos f on diffe-
rentioituva pisteessd xqy ja g on differentioituva pisteessd f(xq), niin go f on
differentioituva pisteessi xo. Nyt pitee myos (go f) (xo) = ¢ (f(z0)) [ (x0).
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Téssé lauseessa siis ¢'(f (o)) f'(zo) tarkoittaa lineaarikuvausta, joka saa-
daan yhdistamélla lineaarikuvaukset ¢'(f(x¢)) ja f'(zo). Kéytdnnossa tdma
tarkoittaa lineaarikuvausten ¢'(f(zo)) ja f'(xo) esitysmatriisien kertomista.

Sivuutamme lauseen 3.10 todistuksen. Aikaisemmin esittdmamme ketju-
sadnnot seuraavat tasta yleisemmasta ketjusadnnosta.
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3.5 Suunnattu derivaatta ja geometrinen tulkinta gra-
dientille

Osittaiset derivaatat 0;f(xq) kertovat funktion f kuvaajan ominaisuuksista
ainoastaan kantavektorien e; méairadmissd suunnissa. Suunnatun derivaatan
avulla funktion kulkua voi tarkastella myds muissa suunnissa.

Olkoon f : A — R funktio, missa A C R" on avoin joukko. Olkoon
zo € Ajau € R" missi |u| = 1. Funktion f suunnattu derivaatta pisteessd
Ty suuntaan u on

f(zo + tu) — f(xo)

fulzo) = 0uf(x0) = limy—g r ;

kun kyseinen raja-arvo on olemassa.

Suunnattu derivaatta siis kertoo funktion kuvaajan muutosnopeudesta
vektorin v méirddmaissd suunnassa. Tapauksessa n = 2 ndhdidn selvisti,
ettd suunnattu derivaatta f,(zo) antaa kulmakertoimen funktion f kuvaajan
ja suunnan v maaradmaille kayrille pisteessa xy ja suunnassa u.

Lause 3.11. Kun f on derivoituva pisteessd xg, niin

0uf(l’0) = Vf(xo) " u,
ja
0uf (o) < [V f(20)]-
Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Lause 3.11 paljastaa gradientin keskeisen ja mielenkiintoisen ominaisuu-
den. Oletetaan, ettd f : R? — R on differentioituva funktio pisteessi xy € R2.
Oletetaan lisiksi, ettd V f(zg) # 0. Olkoon u vektori, joka osoittaa samaan
suuntaan kuin vektori Vf(xzg), ja liséksi |u| = 1. Lauseen 3.11 nojalla nyt
patee

Ouf(xo) = Vf(xg)-u.

Olkoon v vektorien u ja V f(xy) vilinen kulma, eli ¢ = 0. Koska pistetulon
méaritelmén nojalla

Vf(wo) -u = |Vf(xo)|lulcos b = |V f(x)lcosO = |V f(xo)l,

niin paittelemme, etté

Ouf (o) = |V f(zo)l.
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Koska lauseen 3.11 nojalla patee lisdksi etta

10uf (z0)| < |V f(w0)]

kaikille vektoreille v € R? siten etté |v| = 1, niin péiittelemme, etté funktion
f kuvaajan kasvunopeus pisteessi xy on maksimi vektorin u méardd- més-
sd suunnassa. Koska valitsimme, ettd u osoittaa samaan suuntaan vektorin
V f(xo) kanssa, padttelemme ettd gradientti V f(xg) osoittaa sen xy-tason
suunnan, mihin funktion f kuvaaja kasvaa nopeimmin. Gradientti siis iden-
tifioi differentioituvan funktion kuvaajan jyrkimmén kasvusuunnan.
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3.6 Korkeamman kertaluvun osittaisderivaatat

Olkoon A C R™ avoin joukko. Tarkastellaan reaaliarvoista funktiota f : A —
R. Jos osittaisderivaatta 0;f(z) on olemassa jokaisessa pisteessid x € A, saa-
daan funktio 0;,f : A — R. Funktio 0;f voidaan mahdollisesti my&s derivoi-
da toiseen kertaan, esim. muuttujan z; suhteen. Talloin muodostuu toisen
kertaluvun osittaisderivaatta 0;0;f. Vastaavasti voimme muodostaa toisen
kertaluvun osittaisderivaatan 0,0, f. Otetaan kiyttoon merkinti

Jos funktiolla f on olemassa kaikki toisen kertaluvun derivaatat 0;;f :
A — R ja myos tavalliset ensimmaéisen kertaluvun osittaisderivaatat, ja kaik-
ki funktiot 0;; f ja 0;f ovat jatkuvia joukon A jokaisessa pisteessd, sanomme,
ettd f kuuluu luokkaan £2(A). Vastaavasti, jos funktiolla f on olemassa kaik-
ki kolmannen kertaluvun osittaisderivaatat ja tatd pienempien kertalukujen
osittaisderivaatat, ja namé kaikki ovat jatkuvia A:ssa, sanomme, ettd f kuu-
luu luokkaan £3(A). Jos funktiolla f on olemassa kaikki jokaista kertalukua

olevat osittaisderivaatat, ja ndmé ovat jatkuvia joukossa A, sanomme, etti
f kuuluu luokkaan £>(A).

Lause 3.12. Olkoon A C R? avoin joukko ja f: A — R funktio, f € L*(A).

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Lause 3.12 yleistyy tapauksesta A C R? tapaukseen A C R" suoraviivai-
sesti. Oleellisesti sama todistus toimii myds tédssa yleisemmésséd tapauksessa.
Siis seuraava lause pitee.

Lause 3.13. Olkoon A C R"™ avoin joukko ja f : A — R funktio, f € L*(A).
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3.7 Adériarvot

Olkoon A C R” joukko ja f : A — R funktio. Funktiolla f on lokaali eli
paikallinen maksimi pisteessa xg € A, jos on olemassa jokin r > 0 siten ettd

f(z) < f(zo) kaikilla x € AN B(xg, 7).

Piste xg on aito lokaali maksimi, jos ylla oleva epéyhtélo on aito epayhtald,
kun x # z.

Piste a € A C R"™ on joukon A sisdpiste, jos on olemassa jokin avoin pallo
B(a,r) C A. Merkinté int A viittaa joukon A sisépisteiden joukkoon.

Lause 3.14. Olkoon A C R" joukko ja f : A — R funktio. Olkoon xy € A
joukon A sisdpiste ja funktion f lokaali ddriarvopiste. Oletetaan, ettd osit-
taisderivaatta O;f(xo) on olemassa. Tdlloin 0; f(xy) = 0.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Olkoon A C R™ avoin joukko ja f: A — R funktio siten ettd f € £1(A).
Pisteet x € R" siten etta

Vfx) = (0f(z),....0.f(x)) = (0,...,0) = 0,

ovat funktion f kristtisid pisteitd, ja kriittisissd pisteissd x saatuja funktion
f arvoja f(x) kutsutaan f:n kriittisiksi arvoiksi.

Kun f € £L'(A), missi A on avoin, niin lauseen 3.14 nojalla funktion f
lokaalit ddriarvot ovat funktion f kriittisid pisteiti.

Kisitelldin seuraavaksi tapausta n = 2, eli avaruuden R? osajoukoilla
méariteltyjen funktioiden lokaaleja dériarvoja. Yksityiskohtaiset todistukset
sivuutetaan titd erikoistapausta kisiteltiessa.

Aloitetaan toisen asteen Taylorin kehitelmdstd.

Lause 3.15. Olkoon A C R? avoin joukko ja f : A — R funktio siten etti
[ € L3(A). Olkoot (x0,y0), (xo + h,yo + k) € A pisteitd. Tdilldin

f(zo+h yo + k) = f(20,0) + 01f (20, yo)h + 0o f (20, yo) K
(anf(%ayo)h + 2012f (o, Yo) hk + Oxa f (0, Yo ) K*)
+ (B2 + K2 V(b k),

missd V(h,k) on jokin funktio siten ettd on olemassa jokin avoin kuula
B(0,7), jossa V' on rajoittettu. Toisin sanoen, on olemassa jokin luku s € R
siten ettd |V (u,v)| < s kaikille (u,v) € B(0,r).
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(Sivuutamme tdmén lauseen todistuksen.) Olkoon f : A — R funktio,
missi, A C R? on avoin joukko ja f € L3(A). Olkoon (xg,%0) funktion f
kriittinen piste, eli V f(xo, o) = 0. Taylorin kaavasta saadaan

f(xo+h,yo + k) = f(x0,90)
+ %(311f(550, yo)h2 + 2812f(930> yo)hk’ + a22f($o, yo)kQ)
+ (B2 + k)2 U(h k). (10)

Funktio U(h, k) on rajoitettu jossakin kuulassa B(0,r). On helppo osoittaa,
e’F’.céi kun 11 f(xo,y0) > 0, Oaaf (0, %0) > 0, O12f (z0,yo) = 0ja (h, k) — (0,0),
o (h2+ k22 U(h, k)
5 (011 f (o, yo)h? + 2012 f (0, yo) hk + Doa f (0, yo) k?)
< - (h2+k2)2 ¢

3 ( O11f (o, yo)h? + 2012 f (z0, yo) hk + Osa f (0, yo)k;Q)

missé ¢ € R on jokin vakio (funktio U on rajoitettu pallossa B(0,r)). Télloin
on olemassa jokin palloympéristd B(0,t) siten etti

| —0,

3 1
[(R*+ k)2 U(h, k)| < \5(311f(l‘07y0)h2+2(912f(1307y0)hk+822f($07y0)k’2)’

kaikille (h, k) € B(0,t). Taten f(xo,yo) on lokaali minimi, kun 01 f(xo, yo) >
0, O1af(z0,y0) = 0 ja Oaaf(x0,y0) > 0. On myds muita tapauksia, jossa
vastaavanlainen pédttely koskien pisteen (zq,yo) dériarvoluonnetta voidaan
tehda. Oleellista on tarkastella termin

O f (o, yo)h® + 2012.f (20, yo) hk + Oaa f (0, yo) K

kiyttaytymistd, kun (h, k) — 0.
Tarkastellaan siis polynomia

Q(h,k) = ah®+2bhk +ck?®, a,b,c € R,

vertaa kaava 10. Funktion ) kuvaajat ovat puodrdhdysparaboloidi- tai satu-
lamuotoisia. (My6s esim. funktion Q(h, k) = 0 kuvaaja luokitellaan kyseisté
muotoa olevaksi.) Liséksi patee @(0,0) = 0. Funktion @) kuvaajan ja tason
h = r € R kuvaajan leikkaus on aina paraabeli (tai suora). Sama pétee
muuttujalle k.

Olkoon a = 011 f(xo,%0), b = O12f(x0,%0) ja ¢ = Osaf (0, yo). Funktion
f kuvaajan #riarvoluonne pisteessé (o, yo) riippuu vakioiden a, b, ¢ arvoista,
esim. néiden vakioiden positiivisuudesta/negatiivisuudesta, etc. On mahdol-
lista tehdi seuraavat johtopaitokset (emme osoita téitd), kun f € L2(A),
f:A— R, A avoin.
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. Piste (zg,y0) on aito lokaali minimi, jos pétee ettd Q(h,k) > 0 kun

(h, k) # (0,0). Sanomme, etti @ on posititvisesti definiitti, jos Q(h, k) >
0 kun (h, k) # (0,0).

Piste (9, y0) on aito lokaali maksimi, jos pétee ettd Q(h, k) < 0 kun
(h, k) # (0,0). Sanomme, etti @) on negatiivisesti definiitti, jos Q(h, k) <
0 kun (h, k) # (0,0).

Q(h, k) on indefiniitti, jos se saa seki positiivisia ettd negatiivisia ar-
voja. Talloin (zg,yo) el ole ddriarvokohta, vaan satulapiste.

Q(h, k) on positiivisesti semidefiniitti, jos Q(h,k) > 0 kaikilla (h, k) ja
lisiksi Q(h, k) = 0 jollakin (h, k) # 0. Télloin siitd, onko piste (xo, yo)
lokaali d&riarvo, ei voida suoraan padtelld mitdan. Tapaus on tutkittava
erikseen.

Q(h, k) on negatiivisesti semidefiniitti, jos Q(h,k) < 0 kaikilla (h, k)
ja lisiksi Q(h, k) = 0 jollakin (h, k) # 0. Téssékiadn tapauksessa siité,
onko piste (zg,yo) lokaali dériarvo, ei voida suoraan péételld mitéén.
Tapaus on tutkittava erikseen.

Funktiota Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck? kutsutaan toisen asteen neliomuo-
doksi. Voidaan osoittaa (emme osoita), ettd seuraavat ehdot pétevét.

1
2
3
4

Q on positiivisesti definiitti joss a > 0 ja ac — b* > 0.
Q on negatiivisesti definiitti joss a < 0 ja ac — b* > 0.
Q on indefiniitti joss ac — b* < 0.

@ on semidefiniitti joss ac — b? = 0.

Funktiolla f on absoluuttinen eli globaali minimi pisteessi zo € A, jos

f(z) > f(xo) kaikilla z € A.

Pisteessd xy on aito absoluuttinen minimi, mikéli tdssd kaavassa pitee aito
epayhtdlo kaikilla x # 9. Absoluuttinen maksimi mairitelldéin vastaavalla
tavalla.

Lause 3.16. Olkoon A C R"™ kompakti ja epdtyhjd joukko. Olkoon f : A —
R jatkuva funktio. Tdlloin funktiolla f on vihintddn yksi absoluuttinen mi-
nimipiste ja vahintddn yksi absoluuttinen maksimipiste.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O
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3.8 Polut ja pinnat

Maéritettelemme, ettd joukko V' C R on wdli, jos kaikille r, s, t € R pétee
(rteVijar<s<t) = seVl.

Olkoon V' C R mika tahansa vili. Jos funktio f : V' — R" on jatkuva, se on
polku. Sivusimme polun kisitetté jo osiossa 3.3. Vilin V ei tarvitse olla avoin
joukko. Polkuja kisiteltdiessi intuitio on, ettd esim. polku g : [0,4] — R3
kulkee suuruudeltaan 4 yksikkod (esim. sekuntia) olevan "matkan" funktion
g kuvaa, eli joukkoa

{g9(x) eR*|z € [0,4]}

pitkin. Matka tehdiin avaruudessa R3. Matka alkaa pisteestd g(0) ja padttyy
pisteeseen g(4). Esim. piste ¢g(2) saavutetaan, kun matkaa on tehty tdsmél-
leen 2 yksikkod (sekuntia). Huomaa, ettd funktion kuva ei ole sama kuin
funktion kuvaaja.

Olkoon a,b € R, a < b. Olkoon f : (a,b) — R? polku. Oletetaan, etti
f € L£'((a,b)). Tarkastellaan pistettid ¢ € (a,b). Huomaa, ettd f(t) vastaa
polun kuvaajan z-suuntaista muutosnopeutta pisteessi f(t) € R?. Samaan
tapaan, f5(t) vastaa polun y-suuntaista muutosnopeutta pisteessi f(t) € R
Kun f/(t) # 0, vektori f’(t) siis antaa suunnan, jossa polun f kuvan tangentti
pisteessi f(t) kulkee. Néin ollen mééritettelemme, ettd polku

r— f&)+ f'()r, reR

on funktion f tangentin polku pisteessd f(t), kun f’(t) # 0. Sama mééritelma
patee myos poluille, joiden maalijoukko on R", n # 2.
Havaitaan ettd

FOF = (fi)* + f5(6)),
joten | f'(t)| voidaan tulkita polun f "kulkijan vauhdiksi" pisteessd f(¢). Kul-
kijan nopeus pisteessd f(t) on vektori f'(t). (Nopeudella on suunta; vauhti

on skalaari).
Olkoon A C R? awvoin nelid, eli

A= (a,b) x (c,d),

missi a < bjac < d. Olkoon f : A — R? jatkuva funktio. T#lléin funktio f on
A-pinta. Nimitys johtuu siité, ettd funktion f voidaan ajatella maérittelevin
2-ulotteisen "pinnan"

{f()[zeA}

avaruuteen R3.
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Kiinnitetddn yo € (¢, d). Funktio
T = f(xvyO)a x € (CL?b)

on polku, jonka voidaan ajatella kulkevan funktion f maardamalld pinnalla.
Vastaavasti, jos kiinnitetddn xg € (a,b), funktio

yr= f(l'(),y), y e (C7d)

on polku pinnalla f.

30



3.9 Kaanteiskuvauslause

Olkoon ¢ : A — B jokin funktio ja C' C A. Merkinta ¢ [ C viittaa funktioon

{(@y) |zeC, qlx)=y }.

Funktio ¢ [ C on funktion ¢ rajoittuma joukkoon C.
Olkoon A C R™ avoin joukko. Tarkastellaan funktioita f : A — R", ja
kysymysté, onko funktiolla f olemassa kddnteiskuvaus, eli kuvaus

f1f(A) — A
siten ettd f~!(f(x)) = z kaikille x € A. Téssé siis
f(A) = {f(@)[ze A}

Huomaa, ettd kidnteiskuvauksen olemassa olo on yhtéapitavia sen kanssa ettd
f:+A— f(A) on bijektio.

Sanomme, ettd funktio f on lokaalisti kddntyvd pisteessi xo € A, jos on
olemassa jokin palloympéristd B(xg,r) siten ettd funktio

f r B<x07 T) : B(.To, T) - f(B(‘rOa T))
on bijektio. Téssé siis

f(B(xo,7)) = { f(x) | * € B(xo,7) }.

Funktio f on lokaalisti kddntyvd, jos se on lokaalisti kiantyvé jokaisessa pis-
teessa xp € A.

Olkoon A C R™ avoin ja f : A — R” kuvaus. Oletetaan, ettd kuvaus f
on derivoituva pisteessid xg € A. Maaritelladn kuvaus K : A — R" siten ettd

K(z) = f(zo) + f'(zo)(z — x0).
Sanomme, ettd kuvaus K on funktion f aproksimaatiokuvaus pisteessi xg.

Propositio 3.17. Jos kuvauksen f'(zg) : R" — R™ determinantille
det(f'(xo)) pdtee det(f'(xq)) # 0, niin aproksimaatiokuvauksella K on kddn-
teiskuvaus

K™ (y) = @0+ (f'(x0) " (y — f(20)).

Todistus. Kasitelldan luennolla. ]

Proposition 3.17 nojalla vaikuttaisi silté, ettd jos funktiolle g : A — R"
pétee det(g'(xo)) # 0 pisteessid xy € A, niin tdlldin funktio g on lokaalisti
kiddntyva pisteessd xg. Lisdksi vaikuttaisi, ettd jos det(g¢'(z)) # 0 jokaisessa
pisteessd, x € A, niin tilléin ¢ on lokaalisti kddntyvé; seuraava lause osoit-
taakin tdméan. Sivuutamme lauseeen todistuksen.
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Lause 3.18. Olkoon A C R" avoin ja f : A — R" kuvaus, f € L'(A).
Oletetaan, ettd kaikilla x € A pdtee det(f'(x)) # 0. Talldin f on lokaalisti
kdantyvd. Funktiolla f on siis jokaisessa pisteessi x jokin ympiristé B(x,r)
siten ettd funktio

f1B(@,r) : Blx,r)— f(Bz,r))
on bijektio. Joukko f(B(zo,7)) on avoin. Funktio
=AW | (z,y) e f1Bxr)}
on luokassa L1(f(B(z,r))). Lisiksi pitee

VW) = (f')

T&mi lause on nk. kddnteiskuvauslause. Determinanttia det(f’(x)) kut-
sutaan funktion f Jacobin determinantiksi eli jacobiaanikst pisteessi x.
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3.10 Lagrangen kertoimet

Olkoon A C R" joukko ja f : A — R funktio. Olkoon ¢ € R reaaliluku.
Joukko

{reAlflx)=c}

on funktion f tasa-arvo joukko.

Lause 3.19. Olkoon A C R? avoin ja f : A — R funktio, f € LI(A). Olkoon
v : (a,b) — R? polku. Olkoon ~(t) = (x(t),y(t)), missi z,y : (a,b) — R
ovat funktioita siten ettd f(x(t),y(t)) = ¢ € R. Polku v siis kulkee tasa-
arvojoukossa f(x,y) = c. Oletetaan, etti v,y € L*((a,b)). Tdlldin

Vi) -~'(t) = 0 kaikilla t € (a,b).

Toisin sanoen, vektori V f on kohtisuorassa tasa-arvojoukossa kulkevaan pol-
kuun ~v € LY néihden.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Olkoon A C R avoin joukko ja f : A — R reaaliarvoinen funktio. Olete-
taan, ettd f € L£1(A). Tutkitaan funktion f #driarvoja joukossa

Ao = {(z,y) € Al g(z,y) =0},

missd g : A — R on reaaliarvoinen funktio, g € £'(A). Funktion f (lokaali)
adriarvo joukossa Ay tarkoittaa funktion f [ Ay (lokaalia) ddriarvoa.

Tarkastellaan funktioiden f ja ¢ kuvaajia avaruudessa R® ja pistetti
(xo,90) € Ap. Tarkastelumme on epdformaali; tarkoituksena on rakentaa
nk. Lagrangen kertoimiin liittyva taustaintuitio. Monia patologisia ilmioita
jatetddn tassa tarkastelussa huomioimatta.

Tutkitaan tilannetta, jossa jollekin pisteen (zg, o) palloympéristille B C
A on mahdollista mééritelld polku v : (a,b) — Ay siten etta

Y((a,b)) = {~(t) |t € (a,b) } =AyNB.

Toisin sanoen, tasa-arvojoukon A, ymparistossd B oleva osa on polku 7.
(Tarkemmin, Ay N B on polun 7 kuva.) Oletetaan ettd /(z) # 0 kaikilla
x € (a,b).

Oletetaan, ettd polku 7 kulkee pisteesséd s € (a,b) siten ettd funktion f
tasa-arvojoukko (eli "korkeuskéyrd") ei ole pisteessd y(s) polun ~ suuntai-
nen. Talléin funktiolla f [ Ag ei voi olla lokaalia dériarvoa pisteessd 7(s),
silld funktion f arvon on "noustava" tai "laskettava' kyseisessd pisteessi.
Oletetaan ettd funktiolla f | Ay on ddriarvo pisteessd (g, o). Polun v on
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kuljettava funktion f pisteen (xg,yo) kautta kulkevan tasa-arvokdyrdn suun-
taisesti.
Polku v méiriad polun 3 : (a,b) — R3,

Bt) = (n(t), (), fF(¥(1)),

joka vastaa polkua ~, mutta kulkee funktion f kuvaajaa pitkin avaruudessa
R3. Olkoon

C = {(z,y,f(z,9) | f(z,y) = f(z0, %) },

eli C on tasa-arvojoukon f(x,y) = f(xo,yo) kuva funktion f suhteen. Funk-
tion f kuvaajalle piirretty "korkeuskdyrd" C' ja polku g kulkevat samaan
suuntaan pisteessi (zo, Yo, f (o, o))

Polku 7 siis kulkee funktion f tasa-arvokayrin

{ (x,y) e Al f(z,y) = f(wo,90) }

suuntaisesti dédriarvopisteessi (zg,yo). Olkoon ¢ € R reaaliluku siten ettéd
v(t) = (z0,yo). Vektori +/(t) médrééd polun v suunnan pisteessa (g, yo). Toi-
saalta, madritelman mukaan v kulkee funktion g tasa-arvojoukossa. Vektori
7/(t) on siis g:n tasa-arvojoukon suuntainen pisteessi (xg, yo). Téaten v/(t) on
kohtisuorassa vektorin Vg(xg, 1) kanssa Lauseen 3.19 nojalla. Téten, kiyt-
tden vield kerran Lausetta 3.19, pddttelemme, etté

Vf(xoﬂ/o) = )\Vg(xoa yo),

missid A € R. Adiriarvopisteessi siis funktioiden f ja ¢ gradientit ovat saman-
suuntaiset (tai vastakkaissuuntaiset).

Taméi tarkastelu antaa taustaintuition seuraavalle lauseelle, jonka muo-
dollisen todistuksen sivuutamme.

Lause 3.20. Olkoon A C R? avoin joukko ja f : A — R seki g : A — R
funktioita, f,g € L'(A). Olkoon Ay = { (z,y) € A | g(z,y) = 0 }. Jos
funktiolla f | Ao on lokaali ddriarvokohta pisteessd (xo,y0) € Ao ja lisiksi

Vg(xo, yO) 7é 07 nin
Vf(xo,yo) = )\v.g(anyO)

jollekin A € R.

Lukuja X\ kutsutaan funktion f Lagrangen kertoimiksi.
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4 Usean muuttujan funktioiden integraalilas-
kentaa

4.1 Kaksinkertaiset integraalit

Olkoot a < b ja ¢ < d reaalilukuja. Joukko
R={(r,y) eR*|a<z<b c<y<d} = [a,b] x [c,d]

on reaalilukujen a, b, ¢ ja d rajoittama suljettu suorakaide. Olkoon f : R —
R jatkuva reaaliarvoinen funktio. Tavoitteenamme on maaritelld funktion f

integraali
|y dedy = [ [ ste.y oy

suljetun suorakaiteen R yli.

Aloitetaan méadrittelemélld suorakaiteen R = [a,b] X [c,d] ositus. Suo-
rakaiteen R ositus saadaan vilien [a,b] ja [c, d | osituksista. Vilin [a, b] ositus
on ddrellinen joukko

P = {xg,x1, ..., T},

missa
a=x9<x1<..<xpy=">0

Vastaavasti, vilin [c, d] ositus on dérellinen joukko

P2 = {y07y1a"'7yN}7

c=yY <y <..<y,=d.

Karteesinen tulo
P = P xP = {(l’i,yj)|37i€P17 yj€P2}

on suorakaiteen R ositus. Ositus P siis koostuu pisteista (z;,y;).
Ositus P jakaa suljetun suorakaiteen R pienempiin suljettuihin suorakaitei-
siin
Ry = {(v,y) |zin<a<a, gy <y<y |
Jatkuva funktio f saa maksimi- ja minimiarvonsa jokaisella suljetulla suo-
rakaitella R;;. Olkoot M;; ja m;; maksimi- ja minimiarvot suorakaitella R;;.

Summa o
Z Z Mij (pinta—ala(Rij))

i=1 j=1
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on osituksen P yldsumma Uy(P) funktiolle f. Summa

m n

Z Z m;; (pinta-ala(R;;))

i=1 j=1

on osituksen P alasumma L;(P) funktiolle f.
Voidaan osoittaa, ettd jos f on jatkuva, niin on olemassa tdsmaélleen yksi
luku I joka toteuttaa ehdon

Ly(P) < I <U(P)

jokaisella osituksella P.
Olkoon R suljettu suorakaide ja f : R — R jatkuva funktio. Olkoon I
reaaliluku, joka toteuttaa ehdon

Ly(P) < T <U(P)

jokaisella suorakaiteen R osituksella P. Miarittelemme, etté

/R fa.g) dody = [ /R f(z,y) dady = 1.

Olkoon R suljettu suorakaide ja f : R — R on jatkuva. Oletetaan, ettd
f(z,y) > 0 jokaisella (x,y) € R. Funktion f kuvaaja z = f(z,y) vastaa
pintaa suorakaiteen R yldpuolella. Tarkastellaan suorakaiteen R ja pinnan
z = f(x,y) viliin jadvin alueen T tilavuutta.’®

Olkoon P suorakaiteen R ositus, joka méadrittelee pienemmét suorakaiteet
R;;. Jokaisen pienemmén suorakaiteen I7;; ja funktion f kuvaajan véliin jaa
pienempi pylvismainen alue T}; siten etta

m;; (pinta-ala(R;;)) < tilavuus(T3;) < M;;(pinta-ala(R;;)).

Téssd m;; on funktion f minimiarvo joukossa R;j, ja M;; on funktion f
maksimiarvo joukossa I?;;. Néin ollen

L;(P) < tilavuus(T") < Us(P).
Koska tama pétee kaikille osituksille P, pdattelemme etté

tilavuus(7T) = /Rf(x,y) dxdy.

Edelleen péittelemme etté

pinta-ala(R) = /1 dzdy = /da:dy = //dwdy.
R R R

5Tissd yhteydessd voi hersitd kysymys, mité tilavuudella tarkoitetaan. Useissa tarkas-
teluissa yksinkertaisesti mddaritelladn, ettéd tilavuus = [, f(z,y)dzdy, kun f on jatkuva.

36



Esimerkki 4.1. Lasketaan integraali

/y—2+xd93dy,
R

missd R = [1,4] x [1,3].

Olkoon P, = {xg, 1, ..., T, } mielivaltainen suljetun vélin [1,4] ositus, ja
Py, = {yo,y1, ..., Yo} mielivaltainen suljetun vilin [1,3] ositus. Maaritelladn
suljetun suorakaiteen R = [1,4] x [1,3] ositus P = P X P,.

Funktio f saa maksimiarvon M;; ja minimiarvon m,; jokaisella suorakai-
teella

Ry = {(z,y) |zii <o <, vior y<y )

Havaitsemme, ettd M;; = y; — 2 + x; ja m;; = y;—1 — 2 + x;—1. Merkitdan
Ax; = x; — 21 ja Ay; = y; — yj—1. Nyt

Ly(P) = ZZ (Yj—1 — 2+ zi1)Ar Ay;,
i=1 j=1
= zm:z": i — 2+ ;) Az Ay;.
i=1 j=1

Jokaisella 7, j patee

1 1
Yj-1— 2+ xi-1 < 5(% +yj1) —2+ 5

2(951‘ +xio1) <y — 2+ ;.

Taten

n

n 1
P) <y ( (Y +yj-1) 2+§($i+xz’—1))Al’z‘A%‘ < Up(P).

=1 j=1

Summa
n

1 1
(5(2% + yj_l) — 2+ 5(1’1 + ZEi_1>>AJ]Z‘ij

m
=1

J=1
voidaan kirjoittaa muotoon

m

ZZ < (v + yj—1 )AJJiij
=1 j=1
i=1 j=1
+ZZ < (x; + o 1)>Axiij.
=1 j5=1
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Ensimmainen néistd kolmesta termistd saadaan muotoon

ZZ ( (y; + yj— 1))Ax¢ij ZZ —y_,)Ax;

7j=1 =1
(Zyj — 2 1) (ZA@) =9 -1)(4—1) =12
(Huomaa, ettd y7 | — 4> + ¥ 141 — ¥y = Y: 1 — ¥Y;1)- Toinen kolmesta
termista tulee muotoon
S ey
i=1 j=1
- —2(2 Aa:l-> (Z ij) = 24 —1)(3—1) = 12
i=1 j=1
Kolmas termi tulee muotoon
m n 1
—(x; + xi_ )AmiA .r —x DA

1

_ 2(2:1: — a2 1><ZA%)— 16— 1)(3 — 1) = 15.

Li(P) <12 —12+415 < Us(P),

eli
Ly(P) <15 < Uy(P)

patee mielivaltaisella osituksella P. Téalla perustella

/ y—2+xdedy = 15,
R
joten onnistuimme laskemaan tdmén integraalin suoraan integraalin maari-

telmén perusteella. Niin ei kuitenkaan yleensé tehda. [

Tutkitaan seuraavaksi integraaleja fQ f(z,y) dedy, missi Q) ei ole suora-
kaide.

Joukko S C R? on nollajoukko, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa sellainen
(mahdollisesti dérellinen) jono suorakaiteita R; = [a;, b;] X [¢;, d; ], ettd

S C URi;
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ja suorakaiteiden R; pinta-alojen summa on korkeintaan e, eli

Zpinta—ala(Ri) < e
i=1

Joukko S on siis nollajoukko, mikéli mielivaltaisen pienelle pinta-alan ylara-
jalle 16ytyy kokoelma suorakaiteita, joiden yhdiste peittda joukon S, ja lisdksi
suorakaiteiden yhdisteen pinta-ala on pienempi kuin annettu ylaraja.

Olkoon Q C R? rajoitettu ja suljettu joukko. Olkoon reuna 92 nolla-
joukko. Olkoon f : © — R jatkuva funktio. Olkoon R jokin suorakaide
[a,b] X [¢,d] joka peittdd joukon €, eli patee ettd Q@ C R. M&aritellddn funk-
tio fr : R — R siten, ettd

f(z,y)  kun (2,y) € Q,

0 muulloin.

fR ({L‘,y) = {

Olkoon P suorakaiteen R ositus, joka jakaa R:n pienempiin suorakaiteisiin
Rij,ie{l,....,m}, j € {l,...,n}. Mairitellddn
M;; = sup{reR|r= fg(z,y) jollain (z,y) € R;; }
ja
mi; = inf{r e€R|r= fr(zr,y) jollain (z,y) € R;; }.
Summa, o
Z Z M;; (pinta—ala(Rij))
i=i j=1
on osituksen P ylisumma Uy, (P) funktiolle fz. Summa

m

Z Z m;; (pinta-ala(R;;))

i=i j=1

on osituksen P alasumma Ly, (P) funktiolle fr. On mahdollista osoittaa,
ettd on olemassa tasmélleen yksi reaaliluku I siten, etti kaikille suorakaiteen
R osituksille P patee

LfR(P) < I < UfR(P)'

Méaarittelemme etta

Ah@w“@:/éh@wm@
://Qf(x,y) d:ﬂdy:/gf(@y) drdy = 1.
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On helppo ndhda, ettd kaikille joukon €2 peittaville suorakaiteille R’ ja R”
patee er fR’ (Ia y) dl’dy = fRH fR” (l’, y) dl’dy

Sovelluksissa joukon €2 reuna 0f) vastaa usein kahta tai useampaa kiyrai
y = g(x), z = h(y) jne., missid ¢ ja h ovat jatkuvia funktioita. Joukko 2 on
kdyrien rajoittama alue.

Kun funktio f on ei-negatiivinen joukossa €, integraali

/ f(x,y) dedy
Q

on joukkojen Q ja z = f(x,y) viliin jadvan kappaleen T tilavuus, eli

tilavuus(7') = /Qf(x,y) dxdy.

Lisaksi
pinta-ala(2) = /1 dedy = / dxdy.
Q Q

Olkoon €2 suljettu ja rajoitettu joukko, ja olkoon 0f2 nollajoukko. Olkoot
f,9 : © — R jatkuvia funktioita. Integraalille voidaan todistaa seuraavat
ominaisuudet.

1.
/Qaf(x,y)—i—bg(x,y) dxdy = a/ﬂf(x,y) dxdy + b/Qg(:c,y) dxdy.
2. Jos f > 0 joukossa €2, niin
| sty dady = o0
3. Jos f < g joukossa €2, niin

/f(fuy) dxdy < /g(x,y) dady.
Q Q

4. Olkoot €y, ..., €, sellaisia suljettuja ja rajoitettuja joukkoja, etta jokai-
nen 0€2; on nollajoukko, ja lisdksi ©; N Q; C 0€; N 08 kaikilla 7 ja
j # 1. Olkoon Q =y U ... U,. Talloin

/Qf(a@y) drdy = f(z,y) dedy + ... + f(z,y) dxdy.

9} Qn
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4.2 Kaksinkertaisten integraalien laskeminen iteroitui-
na integraaleina
Epityhji joukko Q C R? on sddnnéllinen, jos se on rajoitettu ja suljettu
ja 09 on nollajoukko. Kéyrien y = g(z), * = h(y) jne. rajoittamien siin-
nollisten joukkojen Q tapauksessa integraali [, f(z,y) dzdy on usein helppo
maarittad kayttamalla iteroituja integraaleja. Tama tarkoittaa integroimista
ensiksi esim. muuttuja x suhteen ja tdmén jilkeen muuttujan y suhteen.
Olkoot a,b € R, a < b, reaalilukuja ja g : [a,b] — R ja h: [a,b] = R
jatkuvia funktioita siten ettd g < h, eli g(x) < h(x) kaikilla x € [a, b]. Téll6in
sanomme, ettd sddnnollinen joukko

H={(r,y) eR*|a<z<b, glx)<y<h(r)}
on tyyppid 1. Sddnndllinen joukko
K={(r,y) eR* |a<y<b, gly) <z <h(y)}

on tyyppia 11
Olkoon € tyyppié I oleva joukko jota rajoittavat jatkuvat funktiot ¢ ja
h, g < h, vélilla [a, b]. Toisin sanoen,

Q= {(r,y) eR?*|a<x<h glx)<y<h(x)}

Olkoon f : 2 — R jatkuva funktio. On mahdollista osoittaa, ettd tilldin

Fa) dody = [ [ fa) dody = ([ fa) dy)do
Q Q a ~Jg(z)

Ensiksi siis integroidaan f(x,y) muuttujan y suhteen pisteestd y = g(z)
pisteeseen y = h(x). Niin saatu tulos integroidaan muuttujan x suhteen
pisteesti a pisteeseen b.

On helppo ymmértad tdméan kaavan taustalla oleva geometrinen intuitio.
Olkoon T joukkojen Q ja z = f(z,y) rajoittama kolmiulotteinen kappale.
Nyt

tilavuus(7) = /Qf(x,y) dxdy.

Toisaalta, pisteessd © € [a, b] antaa integraali

h(z)
/ flz,y) dy
g(x)
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pinta-alan A(x), joka vastaa kappaleen T' poikkileikkausta yz-tason suuntai-
sella tasolla pisteessd x. Tamaé integraali siis antaa pinta-alan x:n funktiona,
eli siis

h(x)

Az) = f(x,y) dy.

9(x)

Havaitsemme, ettd

b b, rh(z)
/ f(z,y) dedy = tilavuus(T) = / Az) de = / </ f(z,y) dy) dx.
Q a a 9(x)
Olkoon 2 tyyppia II oleva joukko jota rajoittavat jatkuvat funktiot z =
g(y) jax = h(y), g < h, vililld [c, d]. Toisin sanoen,
Q= {(r,y) eR*[c<y<d, gly) <z <h(y) }.
Olkoon f : Q2 — R jatkuva funktio. On mahdollista osoittaa, ettd talldin

F) dedy = [ [ ) dody = [ ([ Gy do)dy.
/ /] Al )

9(y)

Ensiksi siis integroidaan f(x,y) muuttujan x suhteen pisteestd x = g(y)
pisteeseen z = h(y). Niin saatu tulos integroidaan muuttujan y suhteen
pisteesté ¢ pisteeseen d.

Esimerkki 4.2. Lasketaan integraali

/ zt — 2y dady,
Q

missi  on tyyppia I oleva joukko vililla [—1,1], jota rajoittavat funktiot
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y=—2?jay=a%

1 T
/x4—2ydxdy:/ (/ x4—2ydy)da:
Q -1 —z2
1 x
- / [az‘ly — yQ} dx
—1 —x?

- /_l (2F —x4) — (—a° —x4) dx
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4.3 Riemannin summat

Olkoon  C R? siadnnéllinen joukko. Joukon Q sddnndllinen ositus on direl-
linen jono €2y, ..., 2, siten ettd seuraavat ehdot pitevit.

1. Joukot 2 ovat sddnnollisia.
2. Jokaiselle 7 ja j # i péatee €; N §; C 092, N 09Q;.
3. Joukko Q on joukkojen €, ..., Q,, yhdiste, toisin sanoen, Q = [J;_, ;.

Merkintad {€2;} viittaa joukon  sddnnolliseen ositukseen. Osituksen {€;}
normi ||{€;}|| on
max{ d(%;) |1 <i<n},

missd d(£2;) = sup{ |z —y| | z,y € Q; }, eli siis joukon Q; pisteiden vélisten
etdisyyksien supremum.
Funktion f:Q — R Riemannin summa on mielivaltainen summa

Z f (x4, y;)pinta-ala(€2;),
i=1

eli summa, jossa on n € N kappaletta tuloja
f(z;, y;)pinta-ala(€;),

missi piste (z;,y;) € €; on jokin piste joukossa ;. Joukot €2; muodostavat
jonon €2, ...,€),, joka on joukon €2 sdanndllinen ositus.

Huomaa, etté yksittéista ositusta €1y, ..., 2,, kohden voi olla olemassa usei-
ta Riemannin summia, silld pisteet (z;,v;) € €; voidaan valita monella eri
tavalla. Liséksi eri ositukset €2y, ..., Q,, ja €, ..., Q) voivat johtaa erisuuruisiin
Riemannin summiin.

Olkoon ¢ > 0 jokin reaaliluku. Jos joukon 2 sddnnolliselle ositukselle {€2;}
pétee |[{§2;}|| < 6, sanomme ettd ositus {€;} on d-ositus.

Seuraava lause karakterisoi integraalin fQ f(z,y) dxdy funktion f Rie-
mannin sumimien raja-arvona.

Lause 4.3. Olkoon Q0 C R? sddnndéllinen joukko ja f : Q — R jatkuva
funktio. Tdlloin kaikille € > 0 on olemassa jokin & > 0 siten, ettd jokaiselle
joukon Q) sdanndélliseen d-ositukseen liittyville Riemannin summalle S pdtee

|S—/Qf(:1:,y) dxdy | < e.

Integraali fQ f(z,y) dxdy siis saadaan Riemannin summien raja-arvona,
kun sddnnoéllisen osituksen normi ldhestyy nollaa.
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4.4 Integrointi napakoordinaatistossa

Reaalitason R? piste (z,y) paikannetaan napakoordinaatistossa antamalla
pisteen (x,y) etdisyys eli sidde r origosta sekid vektorin (z,y) ja positiivisen
x-akselin vélinen kulma 6. Eli, napakoordinaatit identifioivat pisteen (x,y)
antamalle sille etdisyyden ja suunnan.

Kaikkien napakoordinaattien joukko on joukko R x R. Napakoordinaat-
ti (r,0) vastaa tavallisen karteesisen koordinaatioston pistettid (z,y) € R?
mikali

1. r? =22+ %
2. rcosf =z,
3. rsinf =y.

Huomaa, etté (1, 0) ja (r, 0+2n7) vastaavat samaa tavallisen xy-koordinaatiston
pistettd. Liséksi, r saa olla my6s negatiivinen. Piste (r,#) voidaan ilmaista
my0s pisteend (—r, 0 + 7).

Esimerkiksi napakoordinaatiston piste (2, ) vastaa zy-tason pistettd (0, 2).
Toisaalta, zy-tason pistettd (—1,0) vastaa napakoordinaatiston piste (1, ),
ja my0s esim. piste (1,3m).

Olkoot « ja 3 reaalilukuja siten ettd o < f < a + 27. Olkoon

p:la, Bl =R

funktio, jonka jokainen arvo on ei-negatiivinen. Tarkastellaan napakoordi-
naattipisteiden

C={(r0)|a<8<p, 0<r<p)}

joukkoa. Esimerkiksi jos p(#) = 1 kaikilla 6, a = —F ja 8 = 7, niin joukkoon
C kuuluvat ne napakoordinaatit, jotka vastaavat xy-tason suljetun yksikko-
pallon oikeanpuoleista puolikasta, eli joukkoa

{(z,y) eR* |2 +¢y* <1, 2>0}.

Tyyppia
{(ro)|a<0<B 0<r<p@)}

oleva napakoordinaattijoukko identifioi xy-tason origokeskisen sektorimaisen
alueen, jonka keskuskulma on a:sta [f:aan, ja jota rajoittaa kiyrdn p(0) ku-
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vaaja napakoordinaatistossa.® Y1l olevassa esimerkissi p(f) = 1 kaikilla 6,
eli funktion p kuvaaja on yksikkéympyran kehédn osa kulmien « ja £ valilla,
mutta tietenkin p(6) voisi olla monimutkaisempikin funktio.

Olkoon « ja [ reaalilukuja siten ettd o < f < o + 27, ja olkoon

p:lo, ] =R
jatkuva ei-negatiivinen funktio. Olkoon I' joukko napakoordinaatteja,
I = {(n0) |a<f<p 0<r<p))

Olkoon €2 se joukko zy-tason pisteiti, jotka vastaavat joukon I' koordinaatte-
ja. Joukko € on siis sektorimainen origokeskinen alue, jota rajoittaa funktion
p(0) kuvaaja napakoordinaatistossa. Joukon 2 pinta-ala saadaan kaavasta

B
pinta-ala(Q) — / L(0(6))” db.

Perustelemme véitteen lyhyesti. Ositetaan vili [«, 5] osituksella
P = {00a017"'79n—17‘9n}

siten, etta
a=0<bth<..<0,,1<6,=p.

Tarkastellaan sektorimaista aluetta €2; kulmien 6,_; ja 6; vilissi, jota rajoit-
taa funktion p kuvaaja. Jatkuva funktio p saa valilla [0;_1, §;] maksimiarvon
R; ja minimiarvon r;. Olkoon 6; — 6, 1 = A#f;. Nyt

RIA;.
2 7 — 2 K3

(Muista, ettd r-siteisen sektorin pinta-ala on %7’26, kun keskuskulma on 6.)
Téaten joukon () pinta-ala A toteuttaa yhtélon

Ly(P) < A < Ug(P),

5Huomaa, ettd funktion p kuvaaja napakoordinaattien avulla ymmairrettyni, ei ole sa-
ma kuin funktion p tavallinen kuvaaja ymmaérrettyna karteesisessa koordinaatistossa. Kun
jokin funktio p on eksplisiittisesti spesifioitu funktioksi, jossa muuttujana on kulma 6,
niin tyypillisesti tarkastelemme funktion p kuvaajaa napakoordinaatistossa. Napakoordi-
naatistossa funktion p(f) = 1 kuvaaja on yksikkdympyrédn kehé (tai kehdn osa), kun taas
karteesisessa koordinaatistossa funktion p(f) = 1 kuvaaja vastaa funktion f(z) = 1 ku-
vaajaa.
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missé f on funktio joka saadaan kaavasta f(6) = 1(p(0))*. Téssi Ly(P) ja

Uy (P) viittaavat tavallisen integraalin ala- ja ylasummiin reaalivalilld [o, 8 ].
Koska
Li(P) < A < Ug(P),

patee mielivaltaiselle ositukselle P, paattelemme etti

B B
A= [ seras = [ S0 .

Olkoon « ja [ reaalilukuja siten ettd o < f < «a + 2w, ja olkoon p; :
[a, ] = R ja p1 : [o, 8] — R jatkuvia ei-negatiivisia funktioita, p;(6) <
p2(0) kaikilla 6 € [«, 5]. Olkoon I' joukko napakoordinaatteja,

I'={(n0)a<0<p, p(0) <r<p()}

Olkoon (2 se joukko zy-tason pisteitd, jotka vastaavat joukon I' koordinaat-
teja. Joukko 2 on siis funktion p, rajoittama origokeskinen sektorimainen
alue, josta on poistettu funktion p; rajoittama origokeskinen sektorimainen
alue, eli €2 on funktioiden p; ja p, kuvaajien viliin jadva alue. Tyyppid 2
olevaa sdadnnollistd joukkoa sanotaan polaarista tyyppid I olevaksi joukoksi.
Selvisti patee

A1

pinta-ala(€) = / 5 (007~ (91(6))?) b,

Tavallisen yksiulotteisen integraalilaskennan teorian perusteella pitee, et-

ta
3 (007 =) = [ "

Taten

A1

pinca-ala(@) = |3 ((pa(0))" ~ (pn(6)?)as
a = oY drdf = drdf
—/a/pl(e)rr—/rrr.

pinta-ala(Q2) = /r drdf.
r

Téaten siis

Tamé yhteys auttaa usein laskemaan integraaleja, joita olisi muuten vaikea
laskea. Integroitava kaava muuttuu ideaalitapauksessa huomattavasti alku-
peraista yksinkertaisemmaksi.
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Luennolla osoitamme, etti

/f(x,y) dxdy = /f(rcos@,rsin@)r drd®.
Q r

Taméa koordinaattimuunnoskaava on avuksi useissa integrointia vaativissa

tilanteissa.

Esimerkki 4.4. Mairitetdan integraali

/ xy dxdy,
Q

missé €2 on suljetun yksikkdpallon ensimméinen neljénnes.
Nyt siis

Q= {(z,y) eER*| Va2 +y>? <1, 2>0,y>0}.

Taten

}.

ro| 3

I ={(rd)eR?| 0<r<1,0<0<

Téaten
/ xy dxdy = /(r cos 0)(rsin@)r drdf
Q

r
Lt 21

:/ /r3cosﬁsin9drd9.:/ —cosfsing db
o Jo o 4

I

[NIE]

0
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4.5 Kolminkertaiset integraalit ja koordinaattimuunnok-
set

Olkoon a; < as, by < by ja ¢; < ¢y reaalilukuja. Maéritellaan laatikko
R={(ny2)eR |ay<r<ay by <y<by, c;<r<c}
Olkoon

P1 = {ZEQ,ZL’l, ,ZEm}

vélin [ay, ag | ositus. Vastaavasti, olkoot

P2 = {y07y17"'7yn}
ja

P3 = {ZQ, L1y eeny Zl}
vélien [by, ba ] ja [c1, co ] ositukset. Nyt joukko

P = P1 X P2 X P3
on laatikon R ositus pienempiin laatikoihin
Rij = { (z,y,2) |zica <2<z, yj-1 <y <y, 21 <2<z }.

Olkoon f : R — R jatkuva funktio. Jokainen laatikko R;;, on rajoitettu ja
suljettu joukko, joten f saa maksimi- ja minimiarvon jokaisessa laatikossa
Riji.. Merkitkoon M, funktion f maksimiarvoa joukossa R;j, ja merkit-
kéon m,j, funktion f minimiarvoa joukossa R;;,. Olkoon Az; = z; — x4
ja vastaavasti Ay; = y; — y;—1 ja Azp = 2, — 2,1 Méadritellddn funktion f
ylasumma

m n l

U Py = 33 My <tilavuus(Rijk)> = 33 MpAnayAz,

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
ositukselle P. Analogisesti, mééritelldin funktion f alasumma

m n l

Lf(P) = ZZZmijk<tilavuus(Rijk)> = ZZZmZJkAxZAy]AZk

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

ositukselle P. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa tdsmalleen yksi luku 7 siten
etta
Li(P) < I < Uy(P)
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patee kaikille laatikon R osituksille P. Maarittelemme, ettd kyseinen luku /
on funktion f integraali laatikon R yli, eli

/Rfdxdydz = ///Rfdxdydz = I

Joukon A C R3 reuna 0A on nollajoukko, jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa
sellainen mahdollisesti darellinen jono laatikoita

R; =la;,b; ] % [¢;, di ] X [es, fil,
etta

0A ¢ (R,
=1

ja laatikoiden R; tilavuuksien summa on korkeintaan e.

Olkoon © C R? rajoitettu ja suljettu joukko. Olkoon reuna Of) nol-
lajoukko. Olkoon f : €@ — R jatkuva funktio. Olkoon R jokin laatikko
[a,b] X [c,d] x [e, f] joka peittdd joukon Q, eli pétee ettd Q C R. Madri-
tellddn funktio fr : R — R siten, etta

f(z,y,2) kun (z,y,2) € Q,

0 muulloin.

-]

On mahdollista osoittaa, ettd on olemassa tdsmaélleen yksi reaaliluku siten,
ettd kaikille laatikon R osituksille P pétee

Lyy(P) < I < Upy(P).

Méarittelemme, etté

/Rf(x,y,z) dzdydz:///R f(z,y, 2) dedydz
_ / / /Q P, ) dadyds — /Q Py, 2) dadyds = 1.

Tallaiselle kolminkertaiselle integraalille pétee

///dxdydz = /dxdydz = tilavuus(Q).
0 0

Olkoon ©Q C R? suljettu ja rajoitettu joukko. Olkoot f : Q@ — R ja
g : {0 — R jatkuvia funktioita. Téall6in voidaan todistaa seuraavat ehdot.
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/Qaf(x,y,z) +bg(x,y, z) dedydz
= a/gf(a:,y,z) drdydz + b/Qg(:v,y, z) dxdyd:z.
2. Jos f > 0 joukossa (2, niin
/Qf(x,y,z) dxdydz > 0.
3. Jos f < g joukossa (), niin
/Qf(x,y,z) drdydz < /Qg(x,y, 2) dzxdydz.

4. Olkoot €y, ..., €, sellaisia suljettuja ja rajoitettuja joukkoja, etta jokai-
nen 0€2; on nollajoukko, ja lisdksi ©; N Q; C 0€; N 0€; kaikilla 7 ja
j # 1. Olkoon Q =y U ... U,. Talloin

/f(x,y, 2) dedydz = f(z,y, z) dedydz +...+/ fx,y, z) dedydz.
Q o Q

Sovelluksissa integrointialue 2 on usein yksinkertaisten yhtaléiden avulla
maéadriteltyjen pintojen rajaama yhteniinen alue. Tall6in on tavallisesti mah-
dollista méarittad integraali [, f(x,y, z) dedydz kolminkertaisten iteroitujen
integraalien avulla.

Olkoot a; ja as > ap reaalilukuja. Olkoon Q,, C R? tyyppid I oleva,
jatkuvien funktioiden ¢; ja go rajoittama alue siten, ettd

1. a; <2 < ay,

2. g1(z) <y < gafx).

Olkoot ¥y : €y — R ja ¢ : €y — R jatkuvia funktioita siten ettd
U1(x,y) < o(z,y) kaikille (z,y) € Q. Olkoon T' C R® miéritelty siten
etta

1. a; <2 <ay,

[N}

- g1(z) <y < golx),

- hi(z,y) < 2 < oz, ).

w
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Kéytdnnon sovelluksissa integrointialue 7' on usein ilmaistavissa tdllaisessa
(tai vastaavassa) muodossa. Voidaan osoittaa, etté

/Tf(x,y,z) drdydz = / //T f(z,y,2) dedydz
— /wa(/jﬂx’y) f(z,y,2) dz)da:dy.

1(-737y)

Joukko (2, méadrdytyy x:84 ja y:td koskevista ehdoista a; < = < ay ja
g1(x) <y < go(x), joten kaksinkertaisten integraalien ominaisuuksien perus-
teella saamme yhtalon

az  rg2(z)  p2(zy)
/f(x,y,z) drdydz = / / / f(z,y, 2) dzdydzx.
T a1 Jgi(z) JYi(zy)

Integroimme siis ensiksi muuttujan z suhteen, sitten muuttujan y suhteen ja
viimeiseksi muuttujan x suhteen.

Esimerkki 4.5. Olkoot g, : [0,2] — R ja g2 : [0,2] — R funktioita siten
ettd g1(x) = 0 ja go(x) =  kaikilla z € [0,2]. Olkoon Q,, C R? joukko siten
etti 0 <x <2 ja

g(x) =0 <y <z = gsx).

Olkoot vy : Qyy — R ja 9y : Q,y, — R funktioita siten ettd i;(z,y) = 0
ja Yo(z,y) = 4 — 2? kaikille (z,y) € Q. Olkoon T' C R? joukko siten ettd
ehdot 0 <2 <2, 0<y<zja(r,y) <z < (x,y) toteutuvat.

Olkoon K joukon T'méaaradamé kolmiulotteinen kappale, jonka tiheys p (eli
massa per tilavuus) pisteessi (z,y,z) € T madraytyy yhtdlostd p(x,y, z) =
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xyz. Lasketaan kappaleen K massa m.

m = / xyz drdydz
T

2 T 4—g?
= / / / xyz dzdydx
o Jo Jo
2 T 2
1 9 4—x
= —TYZz dydzx
/0 /0 [2 }0

1 2 T
= —/ / r(4 — 2*)%y dydx
2Jo Jo

1 2
= Z/ 234 — 2%)? dx
0
1 2
= 1/ 2%(16 — 82% + 2*) dw
0
1 4 1 412
e P _8]
it a-l )
8
= 3

Kolminkertaisia integraaleja on usein helppo maarittaa siirtymalla sylin-
terikoordinaatistoon. Sylinterikoordinaatit identifioivat pisteen (z,y,z2) € R?
antamalla napakoordinaatit zy-tasossa, korkeuskoordinaatin z pysyessa en-
nallaan. Eli pistettd (z,y, z) vastaa sylinterikoordinaatistossa piste (r, 6, z),
missé (r,0) on pisteen (x,y) napakoordinaattiesitys. Lisdksi médrittelemme,
ettd sylinterikoordinaattiesityksessd r > 0 ja 6 € [0, 27 |. Huomaa, ettd kos-
ka kulma 0 vastaa kulmaa 27, niin esim. koordinaatit (1,0,1) ja (1,2m,1)
vastaavat samaa pistetta.
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Joukon T' C R? toteuttaessa sopivat sdannollisyysehdot”, voidaan osoit-
taa, ettd on voimassa yhteys

///T f(z,y,2) dedydz = ///s f(rcosf,rsind, z)r dzdrd®,

missd S on integrointialueen T tarkoituksenmukainen esitys sylinterikoordi-
naatistossa. Téstd yhteydestd on hyotyd useissa integrointia vaativissa ti-
lanteissa. Esim. integrointi z-akselin suhteen symmetristen joukkojen yli on
usein helppo tehdé sylinterikoordinaatistossa.

Kolminkertaisia integraaleja maaritetdan usein myos pallokoordinaatis-
tossa. Pallokoordinaatit identifioivat pisteen (x,y,2) € R® antamalla napa-
koordinaatit xy-tasossa, ja lisiksi kulman ¢ suhteessa positiiviseen z-akseliin.
Eli pistettd (x,y, z) vastaa pallokoordinaatistossa piste (r, 6, ¢), missé (r,0)
on pisteen (z,y) napakoordinaattiesitys ja ¢ on positiivisen z-akselin ja vek-
torin (x,y, z) vélinen kulma. Vaadimme, ettd r > 0, 6 € [0,27] ja ¢ € [0, 7].
Uutta kulmaa ¢ kutsutaan napakulmaksi; tuttu napakoordinaatistokulma, 6
on atsimutaalikulma.

Joukon T C R? toteuttaessa sopivat sadnnollisyysehdot®, voidaan osoit-
taa, ettd on voimassa yhteys

///T f(z,y,2) dvdydz

= /// f(rsin ¢ cos 0, rsin ¢ sin 6, r cos ¢)r? sin ¢ drdfdep,
S

missd S on integrointialueen 7' tarkoituksenmukainen esitys pallokoordinaa-
tistossa. Lisdksi pétee

tilavuus(T) = / / /S r?sin ¢ drdf de.

Transformaatiot karteesisista integraaleista napakoordinaatistossa (seké
sylinteri- ja pallokoordinaatistossa) tehtdviin integraaleihin ovat seurausta
yleisemmastd muuttujan vaihtoon littyvésti teoriasta.

Olkoot D C R? ja D’ C R? avoimia joukkoja, I' := D ja Q := D’
rajoitettuja ja suljettuja joukkoja, ja 0D ja 0D’ nollajoukkoja. Olkoon w :
' — Q) funktio siten, ettd w | D on bijektio ja koordinaattifunktiot w; [ D ja

"Emme kisittele kyseisii sdsnnollisyysehtoja tarkemmin. Kyseiset ehdot toteutuvat
tyypillisissd sovellustilanteissa. Esim. &irellisen monen jatkuvan pintafunktion rajaama
yhteindinen rajoitettu alue toteuttaa vaaditut sdannollisyysehdot.

8Ks. sylinterikoordinaatteja koskeva alaviite.
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wy | D' ovat luokassa £!(D).? Olkoon f: ) — R jatkuva funktio. Tiettyjen
teknisten lisdehtojen vallitessa voidaan osoittaa, ettd talldin

//Qf(:v,y)da:dy = //Ff(wl(u,v)wg(u,vm det w'(u, v) | dudv.

Tassa siis
U/(U,’U) _ (alwl(uav> 82’(1)1(”,?]))

Oywe(u,v) Ogwy(u,v)

eli detw’(u,v) on funktion w Jacobin determinantti pisteessi (u,v). Lisdksi
voidaan osoittaa, etté

pinta-ala(Q) = // | detw'(u,v) |dudwv.
r

Esimerkki 4.6. Lasketaan integraali | [, (z+y)? dzdy, missd Q on suorien
r+y=0,z4+y=1,2x —y =0 ja 2xr —y = 3 rajoittama alue. Tarkaste-
lemalla joukkoa () rajoittavia suoria, paddymme koordinaattimuunnokseen
xy-koordinaatistosta uv-koordinaatistoon siten, ettd u =z +y jav =2x —y
patevit. Tamé kuvaa alueen 2 suorakaiteeksi uv-koordinaatistossa, jota ra-
joittavat u-akseli, v-akseli sekd suorat u =1 ja v = 3.

Seuraavaksi esitimme x:n ja y:n muuttujien u ja v funktioina ylla olevien
yhtéloiden perusteella. Saamme

utv = (z+y)+@2z—y) = 3

sekd
2u—v = (2z+2y) — (2x—y) = 3y,
joten
u+tw

T3

ja
 2u—w

Yy = 3

Méarittelemme kuvauksen w : I' — (0 siten, etté
w(u,v) = (wl(u,v),wg(u,v)) = (x(u,v)7y(u, v)) = (u ;_ v, 2u3— U).

9Merkintd f | A viittaa funktioon, joka saadaan funktiosta f rajoittamalla méafrittely-
joukko joukkoon A.
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Kuvauksen Jacobin determinantti on

u+v u+v u+v
A a3 ("
det w'(u,v) = det = det
2u —wv 2u —wv U+
oY) a2 ("
mistd saamme ettd det w'(u,v) = —=. Téten

3
// (x +y)? dedy = //u2|detw'(u,v)|dudv
0 r
3 1
= 1// u? dudv
3Jo Jo
1 3 1 )
L[

1
3
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4.6 Kayraintegraalit

Polut ovat vektoriarvoisia jatkuvia funktioita v : V' — R", jotka kuvaavat
reaalivilin V' C R avaruuteen R". Késittelimme polkuja osiossa 3.8. Polku
v: V — R" on sadnndllinen, mikili seuraavat ehdot toteutuvat.

1. Jokainen koordinaattifunktio 7; : V" — R on jatkuvasti derivoituva
joukossa V| eli toisin sanoen v on jatkuva, ja v/(t) on olemassa jokaisella
sisdpisteelld ¢ € int V ja jokaisella ¢, ja lisdksi jokainen funktio 7/ on
jatkuva joukossa int V.

2. Jokaisella t € int V pitee ~'(t) # 0, eli ainakin jollekin koordinaatille i
pétee 7. (t) # 0.
Kuten havaitsimme osiossa 3.8, vektori 7/( (74(2), ..., 7, (t)) miaria suun-

t) =
nan, johon polku v kulkee pisteessi 7(t), kun ¢ kasvaa, eli kuljettaessa pis-
teestd y(t) eteenpéin.

Esimerkki 4.7. Mairitellidn polku v : [—1,1] — R? siten ettd () = 0
ja 2(t) = t2. Taméi polku kulkee y-akselilla. Polun kuva lidhtee liikkeelle
pisteesti (0,1) € R? pitkin y-akselia ja kohti origoa. Kun t = 0 € [—1, 1], niin
v(t) = (0,0). Téssé pisteessi polun kulkusuunta muuttuu #killisesti, ja polku
alkaa lilkkua takaisin kohti pistettd (0, 1), joka saavutetaan viimein, kun
t = 1. Koska +(0) = (0,0), polku v ei ole sédénnollinen. Polun kulkusuunta
muuttuu dkillisesti pisteessa v(0).

Polun v : V' — R” kuva, eli joukko
{seR"|s=n~(t) jollekin t € V' }
voi olla my6s toisen polun ¢ kuva.

Esimerkki 4.8. Olkoon ~ : [0,1] — R? polku siten etti y(z) = (z,2?).
Olkoon ¢ : [0,2] — R? polku siten ettd §(z) = (iz, 2?). Néilld poluilla on
tasmalleen sama kuva, nimittdin kiyra

C ={(58)€eR?|0<s<1}.
Kiyrd C on siis paraabelin y = 22 kuvaaja vililli x € [0, 1].

Sanomme, ettd polut v ja d parametrisoivat saman kiyrin. Polkua § voi-
daan myo6s kutsua polun ~ vaihtoehtoiseksi parametrisoinniksi.

Olkoot a ja b > a seki c ja d > c reaalilukuja. Olkoon A C R avoin joukko
s.e. [c,d] C A. Olkoon 1 luokkaan £'(A) kuuluva bijektio 1) : A — R siten,
ettd kaikille z,y € [c, d] pétee

r<yeP(x) <Py).
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Olkoon ¢ funktion # rajoittuma joukkoon [c, d], eli ¢ on funktio ¢ : [¢,d] —
[a,b] siten, ettd ¢(z) = ¥ (z) kaikilla = € [¢,d]. Talloin sanomme, etté ¢ on
saanndéllinen parametrimuunnos. Olkoon v : [a,b] — R™ sddnnollinen polku
ja ¢ :[c,d] — [a,b] sddnnollinen parametrimuunnos. Sanomme, ettd polku

yop:le,d] — R"

on polun v sddnndéllisesti vathtoehtoinen parametrisointi.

Kayraintegraalit ovat integraaleja, joissa integrointialueena on jokin kiyra
avaruudessa R". Késittelemme tapauksia, jossa integrointialueena on jonkin
sadnnollisen polun v : [a,b] — R"™ kuva. Kéyréintegraaleja on kahta eri
padtyyppid. Yhdelle niistd kiytetdin merkintid fw f dr ja toiselle fy F-dr.
Kisittelemme ensiksi jalkimmaistd tyyppid olevia kidyriintegraaleja. Nama
ovat saaneet alkunsa fysiikasta, ja fysiikassa nimenomaan tydon késitteesté.

Olkoon F' : R® — R? funktio, joka antaa jokaisessa avaruuden R? pis-
teessd s vektorin F'(s). Funktio F' voi kuvata esim. voimaa, joka vaikuttaa
avaruudessa R?; voiman suunta ja suuruus vaihtelee pisteesti toiseen. Vekto-
rin F'(s) pituus vastaa voiman suuruutta pisteessé s, ja vektorin F'(s) suunta
luonnollisesti pisteessd s vaikuttavan voiman suuntaa. Esimerkiksi tuulen ai-
heuttamaa tyontévoimaa voidaan kuvata talla tavalla. My6s tuulen nopeus
on luonnollista kuvata funktiona joukolta R?® joukolle R3. Tillaista funktio-
ta F kutsutaan vektorikentiksi. Reaaliarvoinen funktio 7' : R* — R on
skalaarikenttd. Esim. ldmpdtila on tyypillinen skalaarikentta.

Jos kuljemme suoraviivaisen matkan r voiman F' suunnassa, on voiman F'
tekemd tyo (esim. tuulen tekemé, kulkuamme edistévi tyontotys) méiritel-
man mukaan W = Fr. Jos kuitenkin kuljemme monimutkaista reittid, joka
kulkee useassa kohtaa s € R? eri suuntaan kuin vektorikentsin F' : R? — R3
madradméi voima F(s) € R® on voiman F tekemi tyé monimutkaisempi
maarittaa.

Olkoon v(t) = (11(t),12(t),73(t)), t € [0,1], kulkemamme polku. Tarkas-
tellaan pisteitd () € R® ja y(t + h) € R?, missd h on pieni. Pisteessd (1)
vaikuttava voima on F'(vy(t)). Koska h on pieni, on vektori

k=(y(t+h)—~() eR’

likimédraisesti samansuuntainen kulkusuuntamme kanssa. Voiman F' tekema
ty0 pisteestd () pisteeseen (¢ + h) voidaan siis laskea likimé&éraisesti ker-
tomalla voimavektorin F'((¢)) komponentti vektorin & suunnassa vektorin k
pituudella, eli likim&ardisesti patee

W(t+h)—W(t) = F(y(@)- (v +h) —~(1)),
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missd W : [0,1] — R on funktio siten ettd W (x) on tehty tyo pisteestd y(0)
pisteeseen v(x). Mitd ldhempéné h on nollaa, sitd tarkemmin yhtalon tulisi
pated. Kun yhtilo jaetaan puolittain h:lla, saadaan

W(t+h) -WE) o, FOy(#) - (vt +h) —7(1)

t h

Tyo6 méaaritelladn funktioksi W siten etté ylla olevan yhtalon molempien puo-
lien raja-arvot ovat samat, kun h — 0, eli méaritelldin

Wi(t) = F(y(t)-7'(1).

Lisdksi asetetaan W (0) = 0, eli polun v alussa tehtyné oleva ty6 on olematon.
Téaten polulla v pisteeseen fy(t ) saavuttaessa kertynyt ty0 saadaan yhtélosta

W(t)=Wi(t / W'(t) dt = / F(y(t)) -+/(¢) dt.
Tehty tyo pisteessd «(t) siis médritellddn yhtalolla

Wi = [ " F() (@) dt.

Esittamamme ylld olevaan méaaritelmain padtyva ajatusketju johtaa kdyrain-
tegraalin f7 F - dr miiritelméin.

Olkoon F : R® — R3 vektorikentti, joka on jatkuva sidnnéllisen polun
v : [a,b] — R3 kuvajoukossa. Méirittelemme, etti

/WF(T)-dr - LF-dr - /ab F(y(t) -+ (t) dt.

Olkoon C polun 7 : [a,b] — R3 kuvajoukko, eli
C={reR®|r=n(t) jollekin t € [a,b] }.

Jotta integraalin fﬁ/ F' - dr ominaisuudet vastaisivat integraalin méiritelmén
taustalla olevaa intuitiota, olisi toivottavaa, ettd integraalin va - dr arvo
ei riippuisi polun v parametrisoinnista. Eli sopivien sdannéllisyysehtojen to-
teutuessa tulisi polun v suunnassa kulkevien polkujen 9, joiden kuva on C,
johtaa samaan kiyrédintegraalin arvoon kuin polun v. Seuraava lause osoittaa,
ettd néin onkin.

Lause 4.9. Olkoon F : R3 — R3 vektorikenttd, joka on jatkuva sddnndéllisen
polun v : [a,b] — R® kuvajoukossa. Olkoon § : [c,d] — R3 polun
sadnnollisesti vaihtoehtoinen parametrisointi. Talloin

/F-dr:/F~dr.
o' é
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Todistus. Kasitelldan luennolla. OJ

Jos v on polku, joka koostuu ddrellisestd jonosta toisiaan seuraavia sain-
nollisia polkuja 1 @ [a1,a0] — R, . ) Y @ [an, Gny1] — R3, missi
Yi(aiy1) = viy1(a;1) kaikilla ¢, niin méérittelelmme etta

/F-dr = /F-dr+...+/F-dT.
8l Y1 Tn

Sanomme, ettd polku 7 on paloittain sidnnollinen. Polun v méirittelyjoukko
on siis vali [ay, ap11 .

Olkoon 7 : [a,b] — R3 sidéinnéllinen polku. Miéritelldin polku ~_ :
[a,b] — R3 siten ettd y_(t) = vy(a + b — t). Tilléin polulla v_ on sama ku-
vajoukko kuin polulla v, mutta polku v_ kulkee kuvajoukossa piinvastaiseen
suuntaan suhteessa polkuun ~. On helpohko osoittaa, etti

/F-dr:—/ F - dr.
7y o

Tama onkin intuitiivista, ottaen huomioon kiyriintegraalin fw F-dr méaaritel-
maan johtanut taustaintuitio, jossa voimaa vastaava vektorikenttd F' tekee
tyon fv F - dr polulla 7.

Lause 4.10. Olkoon D C R? avoin joukko. Olkoon vy : [a,b] — R? paloittain
sadannollinen polku, jonka kuvajoukolle C' pitee C' C D. Olkoon f: D — R
funktio, f € LY(D). Tdlléin

/ Viodr = () - f(r(a)).

Todistus. Kasitelldan luennolla. OJ

Lause 4.10 sanoo, ettéd vektorikentéin V f polulla v maardama integraali ei
riipukaan kuljetusta polusta v, vaan ainoastaan funktion f arvoista paatepis-
teissi y(a) ja y(b). Talld yhteydelld on mielenkiintoisia seurauksia fysiikassa.

Kisitelladn sitten kiyrdintegraaleja f7 fdr, missd f on reaaliarvoinen
funktio.

Olkoon 7 : [a,b] — R3 siéinnollinen polku. Olkoon

C={~(t)|telab]}

kiyrdn v kuva. Oletetaan ettd v on bijektio. Joukon C ositus on &direllinen
joukko pisteité
P = {’V(to)’ 7(t1>7 ey V(tn)h
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missi jokainen alkio ¢; on vélin [a, b] piste, to = a ja t,, = b, ja lisdksi pitee
to <t < .. <t
Maaritellaan
Lp(C) = d(y(to), 7(t1)) + d(v(t1),v(t2)) + .. + d(y(ta=1), (tn)),

missi d(y(t;),y(ti+1)) on pisteiden ~(¢;) ja y(t;11) vélinen etaisyys. M&&ritel-
ldan

pituus(C) = sup{ Lp(C) | P on C'n ositus },
missad sup viittaa pienimpéin ylarajaan, eli supremumiin. Mitd tihedmpi osi-
tus P on, sitd tarkemmin suorat segmentit pisteistd ~y(¢;) pisteisiin y(¢;11)
kulkevat polun v tangenttien 7/(¢;) médrddmissd suunnissa. Segmentti pis-
teestd y(t;) pisteeseen 7(t;41) on pituudeltaan

2

V Onltie) = () + (altiss) = 32(t)) + (altis) — 1a(t))’.

joka voidaan kirjoittaa muodossa

\/(71(ti+1) — 71(tz')>2 n (72(ti+1) — 72(ti))2 + (73(ti+1) — Vg(ti)y (tig1—t;).

tiv1 — 1 tiv1 — t; tiv1 — b

Kun ositusta hienonnetaan, eli kun (¢;41 —t;) = A;t — 0, niin

Y1 (tig1) — n(t:)
tiy1 — 1

— 'Y{ (ti)v

ja samoin koordinaattifunktioille vo ja ~ys. Pisteiden ~y(¢;) ja v(t;41) vélissa
olevan segmentin pituus ldhestyy néin ollen arvoa

VAL E)? + 75 (8:)2 4+ 74 (t)2 At.

Voidaankin osoittaa, etté

b
pituus(C) = / VAR TR T 508 dr.

Olkoon A joukko siten ettd jokaiselle ¢ € [a,b] pétee v(t) € A. Olkoon
f A — R jatkuva funktio. Pyritddn méaarittelemain integraali fw fdr siten
ettd sen geometrinen tulkinta vastaa sen "aidan" pinta-alaa, jonka korkeus
pisteessd y(t) of f(y(t)). Téssd aidan pinta-ala lasketaan aidan yhdeltd puo-
lelta
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Segmentti pisteestd (t;) pisteeseen 7y(t;11) kontribuoi "aidan" pinta-
alaan likiméérin termin

2

FOED (1 (tir) = 1)) + (ation) — 12(t0)* + (s(tie) — 10(t:))

verran. Tarkkuus paranee, kun A;t — 0. Tadsmaélleen samaan tapaan kuten
ylla péaatelladn ettd tdmé termi ldhestyy termia

VA + ()2 + 74 (t)2A,

kun A;t ldhestyy nollaa. Ndin ollen madrittelemme, etté

Lfdr=/abf VA A+ A dt
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4.7 Greenin lause

Olkoon 7 : [a,b] — R? paloittain sdéinnollinen polku. Sanomme ettd v on
suljettu, mikali vy(a) = ~v(b). Polku siis pééttyy alkupisteeseensi. Polku « on
yksinkertainen, mikali kaikille s,t € [a,b] siten ettd s < t pétee ehto

Y(s) =(t) & (s=ant=b),

eli polku ei leikkaa itsedan muualla kuin paitepisteissa. Esim. ellipsit ovat tal-
laistein polkujen kuvajoukkoja, mutta esim. kahdeksikot eiviat. Mikéli paloit-
tain sddnnollinen, yksinkertainen ja suljettu polku v "kiertda vastapaivaan",
polku on positiivisesti suunnistettu. Talldin polun v sisédpuolelleen sulkema
alue on aina polun vasemmalla puolella polun kulkusuuntaan ndhden. Sulje-
tun ja yksinkertaisen polun sisddn sulkeutuvaa aluetta kutsutaan polun maa-
radmaéksi alueeksi; myOs polun itsensd pisteet kuuluvat polun maaraamain
alueeseen. '

Lause 4.11. Olkoon v paloittain sddnnéllinen, yksinkertainen, suljettu ja
positiivisesti suunnistettu polku. Olkoon §2 polun v mdadrddmda alue. Olkoon
D avoin joukko siten ettd Q C D. Olkoon F : D — R? vektorikenttd siten
ettd molemmat koordinaattifunktiot Fy ja Fy ovat luokassa L'(D). Tdilloin

/Fd’F = //(Bng—agFl)dxdy
o1 Q

Todistus. Luennolla esitimme todistuksen erikoistapauksessa, joka kattaa
tyypillisimmét sovellustilanteet. O

Taustaintuitio Greenin teoreeman takana liittyy vektorikenttiin ' : R? —s
R? liittyvéidn rotaatioliikkeesseen. Tarkastelemme tét# tarkemmin luennolla.
Greenin lause voidaan ndhdé myos analyysin peruslauseen (integraali alueen
yli méédrdytyy alueen rajalla saaduista arvoista) yleistyminé reaalisuoralta
reaalitasoon.

4.8 Pintaintegraalit

Pintaintegraalien teoriaa kisittelemme luennolla.

10T 5554 esitetyt polun kulkuun liittyvit mééritelméit voidaan esittdis astetta muodol-
lisemmin ja tdsmaéllisemmin. Kisittelemdmme maaritelmat kuitenkin riittévit tarkoituk-
siimme, ja ovat sovelluksia ajatellen muutenkin yleensa riittévit.
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4.9 Divergenssi ja Roottori

Vektorikentdn F' divergenssi pisteessid x mittaa kenttdidn F' liittyvaa, pis-
teestd x poispiin suuntautuvaa virtaustendenssia. Esimerkiksi jos kentédn F
nuolikaaviossa on pistessa x pisteesti jokaiseen suuntaan poispiin osoittavia,
verrattain pitkid nuolia, on kentdn F' divergenssi pisteessd x verrattain suuri.

Olkoon © C R? joukko ja F' : Q — R? funktio. Funktion F divergenssi
V - F maéritellaan kaavalla

V- F = 01F1 + 82F2 + 83F3.

Divergenssi V- F' on siis reaaliarvoinen funktio. Divergenssille V- F' kiytetdin
myo0s merkintdd div F'. Késittelemme tdméan kaavan ja divergenssin intuitii-
visen tulkinnan yhteyden luennolla.

Vektorikentdn F' roottor: pisteessd x mittaa kentdn F' pyOrtymisté eli ro-
taatiotendenssii pisteessi x. Kentén pyortyméa xy-tasossa koodataan vekto-
rilla, joka on kohtisuorassa xy-tasoa kohtaan ja osoittaa oikean kiiden sdinnon
madrdamadn suuntaan: vektori osoittaa oikean kiden peukalon madrdaamaan
suuntaan, mikili vektorikenttd F' pyortyy oikean kdden muiden sormien maé-
raamalld tavalla. Tama vektori on roottorin z-komponentti, joka siis mittaa
kentédn F' pyortyméad xry-tasossa. Roottorivektorin /' muut komponentit méa-
ritellddn vastaavalla tavalla.

Funktion F' roottori V x F' mééritellaan kaavalla

VXF = (82F3 — 83F2, 83F1 — 81F3, 81F2 — 82F1).

Roottorille V x F' kiiytetdan myos merkintda curl F'. Roottorin intuitiivisen
tulkinnan ja ylla olevan kaavan vilistd yhteyttd kisitelldin luennolla.
Roottori on helppo muistaa seuraavassa determinanttimuodossa.

€1 €2 €3

V X F(I,y,Z) = a1 82 a3 )

Fl(ZL‘,y,Z) F2<x7yv Z) Fg(ﬁ,y,Z)

missé e, es ja eg ovat standardit kantavektorit (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0,1).
Usein vektoreille eq, es ja ez kiytetdan merkint6ja ¢, 5 ja k. Y14 oleva deter-
minatti on siis vain muistituki.

Propositio 4.12. Olkoon f : R3 — R reaaliarvoinen funktio siten etti f €
L2(R3). Télliin
VxVf =0.
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Todistus. Proposition kdytdnndossa triviaali todistus késitellddn luennolla. [

Propositio 4.13. Olkoon F : R® — R? vektorikenttd siten, ettd jokainen
koordinaattifunktio on luokassa L*(R3). Tdlloin

V(VxF) =0.

Todistus. Kasitellddan luennolla.
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4.10 Gaussin ja Stokesin lauseet

Tutustumme seuraavaksi Gaussin lauseeseen. Gaussin lausetta kutsutaan
myos divergenssilauseeksi. Lause kertoo vektorikentdn F' kokonaisvuon um-
pinaisen pinnan S C R3 Lipi, eli integraalin

// F-ndo,
s

lausuttuna pinnan S rajoittaman joukon kokonaisdivergenssiné, eli integraa-

lina
/// V - F dxdydz,
T

missd T' on umpinaisen pinnan S rajoittama joukko.

Olkoon ©Q C R? avoin joukko. Olkoon F : Q — R3 vektorikenttd siten
etti F' € L£L'(Q). Olkoon U C R? avoin joukko, ja T = U kompakti jouk-
ko, T'C Q. Olkoon S C R3 joukko, joka on yhdiste #irellisestii kokoelmasta
S1, ..., S, saannollisid parametrisoituja pintoja, jotka leikkaavaat ainoastaan
reunoillaan. Oletetaan, ettd pinnat S; ovat suunnistettuja pintoja siten et-
ti S = OT. Olkoon m : S — R3, funktio, joka antaa jokaisessa pisteessi
(z,y,2z) € S pinnan S ulkonormaalin, eli yksikkdnormaalin, joka osoittaa
pois péin joukosta U. Oleelliseti tiillaisten reunaehtojen vallitessal! pitee

//SF~ﬁda = ///TV~Fd9cdydz.

Tama on Gaussin lause, eli divergenssilause. Tamaé lause sanoo, ettd vektori-
kentédn F kokonaispoisvirtaama (eli kokonaisdivergenssi) yli joukon T on tés-
maélleen sama kuin virtaama joukon 7" reunan lapi pois péin joukosta T'. Lause
voidaan tulkita Greenin lauseen korkeampiulotteiseksi analogiaksi. Huomaa
liséiksi, ettd Gaussin lause voidaan ndhdéd (kuten Greenin lausekin) analyysin
peruslauseen yleistyména korkeampiulotteiseen tapaukseen. Gaussin lause-
han sanoo, kuten analyysin peruslausekin, ettd integraali integrointialueen
yli madrdytyy integrointialueen reunalle kumuloituvista arvoista.

1 T4ssi antamamme reunachdot eiviit muodosta tisméllistd ja yksiselitteisesti tulkitta-
vaa kokonaisuutta. Emme kiy 1api Gaussin lauseen tdsmallisid taustaehtoja; niiden muo-
toileminen vaatisi tarkempaa tarkastelua. Y14 annetut reunaehdot ovat kuitenkin tyypil-
listen sovellustilanteiden kannalta yleensé riittdvan selvit.
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