LUKUTEORIAA

1 Jakajat ja jadnnokset
Luonnollisten lukujen joukko
N ={0,1,23,..}

on hyvinjdrjestetty, eli jokaisessa epatyhjédssé joukossa J C N on pienin alkio.
Otetaan kdyttoon merkinta

Z,={1,2,3,..},
jolla siis viitataan positivisten kokonaislukujen joukkoon. (Joukko
Z=A.,-2,—-1,0,1,2,...}
on kokonaislukujen joukko.)

Lause 1.1 (Jakoyhtild). Olkoon d € Z. positiivinen kokonaisluku. Jokaisella
x € Z on olemassa yksikdsitteiset q,r € 7 siten, ettd

r=qd+r,
missd 0 < r < d.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O
Maaritelmi 1.2. Oletetaan, ettd x € Z ja d € Z., ja ettid

r=qd+r,

missd ¢ € Z ja 0 < r < d. Talléin sanomme, ettd r on x:n jakojiannds
jaettaessa d:lld. Otetaan kiyttoon merkintd r = [z]4. Jos d on selvi asiayh-
teydestd, voimme kiyttad myos merkintdd r = [xz].

Esimerkki. Tarkastellaan lukua 2807. Tama luku voidaan esittaa muodossa
2807 = 2-10°+8-10>+0- 10" +7-10°,

eli luvun 10 potenssien summana. Luvun 2807 esitys kymmenjdarjestelmdssd,
eli desimaalijirjestelmissi, perustuu esitykseen luvun 10 potenssien summa-
na.



Esitetddn seuraavaksi luku 2807 vastaavalla tavalla luvun 8 potenssien
summana.
2807 =5-8"+3-846-8 +7-8,

eli luku 2807 esitettyna 8-jirjestelméssi on 5367. [J
Esimerkki. Esitetdan luku 2807 luvun 16 potenssien summana.

2807 =10-16* +15- 16" + 7- 16".

Merkitdin A =10, B=11, C =12, D =13, F =14, F = 15. Luvun 2807
esitys 16-jirjestelméssi on nyt AF'7. [J

Esimerkki. Esitetdén luku 53 bindérijirjestelméssi. Esimerkki késitelladn
luennolla. [

Esimerkki. Lasketaan 8-jarjestelméan lukujen 312 ja 702 summa. Késitelladn
luennolla. [

Lause 1.3. Olkoon b € N\ {0,1} ja = € Z,. Talléin on olemassa sellaiset
yksikasitteiset luvut dy, dy, ...,dy € N, ettd

= dpb® + dp_ V¥ L+ db,
missd d, # 0 ja 0 < d; < b; kaikilla i € {0, ..., k}.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O
Lauseen 1.3 esitys
r = dib* + dp_ b+ L+ doh”

antaa jonon (dg,dy_1,...,dy), joka vastaa luvun z esitystd b-jarjestelmissa,
huomaa kuitenkin, ettd esim. luvun 2807 esitys 16-jirjestelméssd on AF'7,
missi A = 10 ja F' = 15, ja tétd vastaava jono on (10,15,7), mutta luku
10157 ez ole luvun 2807 esitys 16-jarjestelméssé.

Maaritelmi 1.4. Olkoot a, b, ¢ € Z lukuja siten, ettd a = be. Talloin luku b
on luvun a jakaja (tai tekijd). Sanotaan, ettd luku b jakaa luvun a. Merkitdén
b|a (lue: b jakaa a:n).

e l|a, —1]a,ala, —ala.
e 0la & a=0.

e bcla = ba.



albjablc) = alc.

albjaalc) = YA\ peZ(al| b+ pc).

albjabla) = a= =b.

albjaalb+1) = a==+l.

2 Kongruenssit ja jadannosluokat

Maiaédritelma 2.1 (Gauss). Olkoon d € Z, ja a,b € Z. Jos d|b — a, niin
sanomme, etti a ja b ovat kongruentteja modulo d. Merkitdén a = b (mod d).
Mikali d on tunnettu asiayhteydesti, voimme kdyttdd myos merkintda a = b.

Esimerkki
e 5|23 — 3, joten 3 =23 (mod 5).
e 7|56 — 28, joten 28 = 56 (mod 7).
e 4|8+ 20, joten —20 = 8 (mod 4).
Lause 2.2. Relaatio = (mod d) on ekvivalenssirelaatio, toisin sanoen
1. a=a,
2.a=b =b=a,
3. (a=bjab=c) = b=c.
Todistus. Kasitelldan luennolla. ]

Miké on luvun a € Z ekvivalenssiluokka relaation = (mod d) suhteen, eli
mitkéd luvut b € Z toteuttavat ehdon a = b (mod d)?

r=a(modd) & d|r—a
& x—a = kd jollakin k € Z
& x = a+ kd jollakin £k € Z,

joten a:n ekvivalenssiluokka on joukko
{r €Z|x=a+kdjollakin k € Z } = a+ kZ.
Esimerkiksi luvun 5 ekvivalenssiluokka modulo 12 on joukko

{..,=7,5,17,39,.. } = 5+ 127Z.



Lause 2.3. Olkoon d € Z. Tdlloin
a=0b(mod d) < [a]lq= [ba-

Todistus. Kasitelldadn luennolla. O]

Jos a € Z, niin [a];p on sama kuin a:n viimeinen numero. Téaten

a=0bmod 10 < a:n ja b:n viimeiset numerot ovat samat.
Josa€ZjadeZ,, niin
a+dZ = {ze€Z||x]a=alq }.

Tata ekvivalenssiluokkaa sanotaan luvun a jadnndsluokaksi modulo d.
Korollaari 2.4. Olkoon d € Z. Tdlldin

1. a =la]g (mod d).

2. Mikdli 0 < a<b<d, niina=0b (mod d) < a=0b.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O

Lause 2.5. Olkoon d € Z.. Oletetaan, etti x1 = x2 (mod d) ja 11, = Yo
(mod d). Talloin

1. 21+ y1 = 22+ Yo (mod d),
2. x1y1 = xay2 (mod d).
Todistus. Kasitellddn luennolla. O
Korollaari 2.6. Olkoon d € Z. positiivinen kokonaisluku. Jos x,y € Z, niin
1 [z 4+ yla = [[z]a + [Y]dla
2. [zyla = [[z]alylaa-
Todistus. Kasitellddn luennolla. O
Esimerkki. [132011], = [[13]2°11], = [120M], = 1.

Esimerkki (Toistuva nelidinti). Lasketaan "tehokkaasti" [12'1],;. Esimerkki
kiisitellddn luennolla.



3 Suurin yhteinen tekija

Luvun 24 positiiviset tekijit ovat 1,2,3,4,6,8,12,24. Luvun 36 positiivi-
set tekijat ovat 1,2,3,4,6,9,12,18, 36. Lukujen 24 ja 36 yhteiset positiiviset
tekijat ovat 1,2,3,6,12. Suurin yhteinen positiivinen tekiji on 12. Kaikki
positiiviset yhteiset tekijat ovat luvun 12 tekijoité.

Maaritelma 3.1. Olkoon m,n € Z kokonaislukuja. Luku d € N on lukujen
m ja n suurin yhteinen tekijd, jos

1. d|mjad|n,
2. (pImjapln) = pld
Néiden ehtojen patiessi merkitddn d = syt(m,n).
Jos lisiksi d” = syt(m,n), niin kohdan 1 nojalla
d|m, d|n, d'|m, jad'|n.

Kohdan 2 nojalla siis

dld" jad'|d.
Téten d’ = +d (HT), joten d = d’, silld d,d’ € N. Téten syt(m,n) on
yksikdsitteinen.

Esimerkki. Jos m € N, niin syt(m,0) = m:
1. m|m jam]|O0,
2. (p|mjapl0) = p[m.

Enta syt:n olemassaolo? Olkoot m,n € Z kokonaislukuja. Havaitsemme,
etta

(plmjapln) < (p|lm|jap||n]).

Nyt jos syt(|m|,|n|) on olemassa, myos syt(m,n) on olemassa, ja
syt(m,n) = syt(|ml,|nl).

Téaten syt:n olemassaolo seuraa seuraavasta lauseesta:



Lause 3.2 (Eukleideen algoritmi). Olkoot m,n € Z, positiivisia kokonais-
lukuja siten, etta m > n. Suoritetaan jakolaskut

m=gqmn+r; (0<r; <n),
n=qri+re (0<ry<ry),
r=qra+ 13 (0 <713 <1y),
Ty = q3r3 + 14 (0 <1y < 713),

The2 = Qr—17Tk—1 + 7% (0 <71 < 13_1),

Tk—1 = qkTk-

Tdllgin syt(m,n) on viimeinen nollasta eroava jakojidnnds ry. Algoritmi
padttyy, koskan >ry >re > ... > 0.

Todistus. Kasitelladn luennolla. O
Esimerkki. Etsitddn syt(326,78). Esimerkki kiisitelld&n luennolla.

Lause 3.3. Olkoot m,n € Z kokonaislukuja. Talldin on olemassa sellaiset
A € Z, eltd
syt(m,n) = Am + un.

Todistus. Kasitelldan luennolla. ]

Havaitsemme, ettd kertoimet \ ja u eiwdt ole yksikésitteisid, silla
Am + pun = (A + kn)m + (p — km)n
patee kaikilla k € Z.

Maaritelma 3.4. Luvut a,b € Z ovat keskenddn jaottomia, mikali patee,
ettéd syt(a,b) = 1.

Lause 3.5. Olkoot a,b € Z kokonaislukuja. Oletetaan, etti a|bc. Jos a ja b
ovat keskenddn jaottomia, niin a|c.

Todistus. Kasitellddan luennolla. ]

Ratkaistaan Diofantoksen yhtilé ax + by = ¢, missd a,b € Z \ {0} ja
¢ € 7. Tehtdvana on 10ytda sellaiset z,y € Z, ettd ax + by = c.



1.) Oletetaan aluksi, ettid (zo,yo) on ratkaisu yhtalolle. Téten siis
axg + byy = c.
Télloin, jos d = syt(a,b), niin d|a ja d|b. Téten
d|azxy + by = ¢,
eli
syt(a,b) =d|c.

2.) Oletetaan, ettd syt(a,b) = d|c. Huomaa, ettd d # 0, silld a # 0 ja
b+ 0. Nyt
d|c=d jollakin ¢ € Z.

Lauseen 3.3 nojalla on olemassa sellaiset \, u € Z, etta
Aa 4 pb = d.

Téaten
dha+cdpub=<cd=rc,

=\
y = pc

on erds ratkaisu Diofantoksen yhtéilolle ax + by = c.

Olemme siis osoittaneet, ettd Diofantoksen yhtalolla ax + by = ¢ on rat-
kaisu jos ja vain jos syt(a,b) | c. Tamé seuraa kohdista 1 ja 2.

Olkoon (z,y) mielivaltainen ratkaisu yhtélollemme az + by = ¢, missi
a,b € Z\ {0}, ¢ € Z. T&llsin

joten

axr +by =c
axg + byy = ¢, missd g = A\ ja yg = pc,

joten
a(z — xo) +b(y — yo) =0,
Nain ollen, jakamalla luvulla d # 0, paatellddn, ettéd

a'(x —x9)+b'(y —yo) =0, missi a’ = g jab’ = '



Téssé siis d = syt(a,b). Luvut a’ ja b’ ovat keskendéin jaottomia (Harjoitus-
kerta 2, harjoitus 8), eli syt(a’,b’) = 1. Téten

a'(x —x0) +b'(y —yo) =0

=
a'(x —x9) = —b"(y — vo)
=
b'|a'(x — x0)
=
b' | (x —z0) (Lause 3.5)
=

x — x9 = b'm jollain m € Z
=

x = xo +mb’ jollain m € Z.

Samoin osoitetaan, ettd y = yo + na’ jollakin n € Z.
Olemme siis osoittaneet, ettéd jokainen ratkaisu yhtalollemme ax + by = ¢

on muotoa
T = X9+ mg
{y = Yo +ng,
missd m,n € Z.
Mitkd muotoa
r=x9+ mg
{y = Yo +ng

olevat luvut z ja y, missd m,n € Z, ovat sitten ratkaisuja yhtéldllemme
ax + by = ¢? Kiinnitetdin jotkin luvut m,n € Z, ja oletetaan, etté

x:xo—i—mg
Y =1yo+ng.

Nyt pétee

azx + by = a(xg + mb') + b(yo + na’)
= axy + byo + amb’ + bna’
=c+amb’ + bna’
=c+a'dmb’ +b'dna’
=c+ (m+n)a'd'd



Havaitsemme, ettd

(x,y) on ratkaisu yhtélolle

~
axr + by =c
=
c+(m+n)a'd'd=c
=
(m+n)a’d'd=0
~

n = —m (huomaa, etti a # 0 ja b # 0, joten a’ # 0 ja b’ # 0).

Téten Diofantoksen yhtdlon ax+by = ¢ (missé siis a,b € Z\ {0} ja c € Z)
ratkaisuja ovat tédsmaélleen kaikki luvut x ja y siten, etta

x:xo—l—m%
Yy ="yo—my

jollekin m € Z. Téssé xg = A’ ja yo = pc’. Luvut A ja u ovat vakioita siten,
etta
d = syt(a,b) = \a + ub.

Esimerkki. Ratkaistaan Diofantoksen yhtdlo 36z 4+ 28y = 16. Kaytetadn
ylld olevia merkintojd parametreille a,b,c,d = syt(a,b), A, u ja ¢ = 5. Nyt
siis a = 36, b = 28 ja ¢ = 16. Etsitddn ensiksi yksittdisratkaisu Eukleideen
algoritmin avulla.

36=1-28+8,
28 = 3-8 +4,
8=2-4.

Téten d = syt(36,28) = 4. Kasittelemdlld saatua yhtdléoryhméé takaperin,
saamme

4=28-3-8
=28—-3-(36—1-28)
=4-28—-3-36
= pb + Aa.



Niin saadaan yksittdisratkaisu

{a::/\c’:—?)-c’:— -§:—3-%=—12
o - _ c __ 16 __
y=puc =4-c=4-5=4-7 =16,

eli
r=—12
y = 16.

Olemme siis 16ytaneet yksittaisratkaisun © = —12 ja y = 16. Joskus yksittéis-
ratkaisun voi helposti 16ytdéd suoraankin, esimerkiksi yhtdlomme 36z 4 28y =
16 tapauksessa havaitaan helpohkosti, ettd myos x = 2 ja y = —2 on yksit-
taisratkaisu yhtalollemme.

Kun olemme 16yténeet yksittiisratkaisun yhtélollemme, saamme yleisen
ratkaisun seuraavasti.

xz—lQ—i—%m
y =16 — gm, m € 7,

eli

r=—12+Tm
y =16 — 9m, m € Z.

Tama on yleinen ratkaisu yhtélolle 36z + 28y = 16. Vaihtoehtoisesti, ldhte-
maélla liikkeelle yksittaisratkaisusta

r=2
y:_Qa

{x:2+7m

paadytdan yleiseen ratkaisuun

y=—2—9m, m € Z.

On helppo n#hdé, ettd muotoilemamme yleiset ratkaisut ovat (totta kai)
samat.

4 Alkuluvut
Maaritelma 4.1. Kokonaisluku p > 1 on alkuluku, jos

vde N(d|p = de{1,p}).
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Esimerkki. 2,3,5,7 ja 11 ovat alkulukuja. Toisaalta, 6 = 2 - 3, joten 6 ei ole
alkuluku.

Esimerkki. Ongelma: etsi vélin [0, n] alkuluvut. Tehtévi voidaan suorittaa
Erastotheneen seulan avulla. Erastotheneen seulan kiytto késitellidn luen-
nolla.

23.8.2008 suurin tunnettu alkuluku oli 2#3112699 _ 1 Luvussa on noin 13
miljoonaa numeroa.
Lemma 4.2. Jokainen luku n € N\ {0,1} on joko alkuluku tai voidaan
esittid alkulukujen tulona.
Todistus. Kasitellidn luennolla. O]
Lause 4.3 (Eukleides). Alkulukuja on ddrettémdin monta.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O

Lause 4.4 (Eukleideen Lemma). Olkoot a,b € Z kokonaislukuja ja olkoon p
alkuluku. Jos p|ab, niin p|a tai p|b.

Todistus. Kasitellddan luennolla. OJ

Lause 4.5 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen luku n € N\ {0, 1} voidaan
esittdd jarjestystd vaille yksikdsitteisesti alkulukujen tulona.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Suurin yhteinen tekija - uusi nakokulma

Lause 4.6. Olkoot py,...,p, eri alkulukuja. Olkoot ji, ..., 7, € N luonnollisia
lukuja. Talloin

dlplt-...pr e d=ph. . pt,
missd 0 < k; < j; aina, kun i € {1,...,7}.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O]
Olkoot m,n € N. Kirjoitetaan
m=pit P jan=pitL ey

missd pq,...,p. ovat eri alkulukuja ja t¢,...,%.,51,...,5. € N sekd r € N.
Lauseen 4.6 perusteella

(almjaaln) & a=py-..-p7,

missd 0 < k; < t; ja 0 < k; < s; pétee kaikilla ¢ € {1,...,r}. Toisin sanoen,
0 < k; < min{t;, s;} kaikilla ¢ € {1, ...,r}. Talla perusteella voidaan paitella,
ettd seuraava lause péitee.

11



Lause 4.7. syt(m,n) = pmmitvsih . . pmindtese} [
Miaritelladn, ettd lukujen m ja n pienin yhteinen jaettava

maz{t1,s1} | maz{tr,sr}

pyj(m,n) =p P
Vaihtoehtoisesti voitaisiin méaaritelld, ettd e = pyj(m,n) jos
1. mlejan]|e,

2. (m[ljanl|l) = ell.

Esimerkki. Etsitain syt(280,600) ja pyj(280,600). Luvun 280 alkulukuha-
jotelma on 23 -5 - 7. Luvun 600 alkulukuhajotelma on 23 -3 - 52. Téten

1. 280 =23-3%.51. 71,
2. 600 =2%.3'.5%.70,
Taten
1. syt(280,60) =23 - 3°. 51 . 70 = 40,
2. pyj(280,60) = 23 - 3. 52 . 71 = 4200.

Lause 4.8 (Fermat'n pieni lause). Olkoon p alkuluku. Tdilldin, jos a € Z on
kokonaisluku siten etti syt(a,p) =1, niin a?~* =1 (mod p).

Todistus. Kasitellddn luennolla. O
Esimerkki. Etsi [100%%]gy. Esimerkki kisitelldin luennolla.

Lause 4.9. Jos p on alkuluku, niin kaikilla a € Z pétee a? = a (mod p).
Todistus. Kasitellddn luennolla. O

Esimerkki. RSA-salaus perustuu ylla kisiteltyihin maaritelmiin ja lausei-
siin. Kasittelemme RSA-salauksen teoriaa luennolla.
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RYHMATEORIAA

Kertausta

Olkoot A ja B joukkoja. Tulojoukon
AxB = {(z,y)|z€ A, ye B}

osajoukot ovat relaatioita.

Kuvaus eli funktio f : A — B on relaatio siten, etti jokaiselle x € A on
olemassa tésmalleen yksi alkio y € B siten ettd (z,y) € f. Tatd merkitddn
kirjoittamalla f(z) = y.

Kuvaus f on injektio, mikili kaikki joukon A alkiot kuvautuvat eri al-
kioille, eli ehto

r#y= f(r)# f(y)

patee kaikilla z,y € A.

Kuvaus f : A — B on surjektio, jos jokaisella y € B on olemassa jokin
x € A siten, ettd f(z) =v.

Kuvaus f on bijektio jos se on sekéd injektio ettd surjektio. Jos f on bi-
jektio, silli on olemassa kidnteiskuvaus f~! siten, ettii kaikilla y € B piitee

[ y) =z, missé f(x) =y.
5 Permutaatiot

Maaritelm4 5.1. Olkoon X joukko. Bijektiota f : X — X sanotaan joukon
X permutaatioksi.

Kaytetddn merkintaa
Sx={f|f:X — X on X:n permutaatio }.

Jos X = {1,2,...,n}, kiytetddn merkintas S, = Sy. Lisdksi, jokaiselle a €
Sy, kilytetdan merkintdd

o — 1 2 ... 0n
—\a(l) a2) ... «an)/)’
Havaitsemme, ettd funktioiden yhdiste-operaation o on laskutoimitus per-
mutaatioille: jos f,g € Sx, niin f o h on permutaatio siten, etti

(f o h)(x) = f(h(x)).

13



On helppo osoittaa, ettd esimerkiksi (f o h)™t =h~to f~1 (HT).
(123
“~ 231
1 2 3
b= (2 1 3)

ovat permutaatioita joukossa Ss, niin

Esimerkki. Jos

ja

ja

Havaitsemme, ettd permutaatiot f, g, h € Sx toteuttavat laskusdanot
1. foidxy =1idxof=/F,
2. fofl=f"1lof=rdy,
3. folgoh)=(fog)oh,

missi idy on identiteettifunktio, eli idx(y) = y kaikilla y € X. Laskusdén-
tojen todistaminen jitetddn harjoitustehtiviksi.

Maaritelma 5.2. Permutaatio o € .S, on k-sykli, jos on olemassa sellaiset
eri luvut iy, ..., € {1,...,n}, ettd

a(iy) =g, alis) =iz, ...,a(ig_1) = i ja a(ix) = i1,
eli toisin ilmaisten,
11 > lg F> 03 .. b1 —> I A Tk F> 21,
jalisdksi a(j) = j aina, kun j & {iy, ..., i }. Tall6in merkitddn oo = (44 4z ... iy).

Esimerkiksi
1 2 3
<3 1 2):(132):(321):(213).

Tallaista kuvausta kutsutaan 3-sykliksi. Huomaa, ettd

(31 2)2@2=(3 5 1)

14



Erilliset syklit, eli syklit joissa ei ole samoja alkioita, kommutoivat. Esi-
merkiksi

(132)0(45) = (45) 0 (132).

Esimerkki. Jokainen o € S, on yhdistetty kuvaus erillisistd sykleista. Esi-
merkki késitelldén luennolla.

2-sykleji sanotaan transpositioiksi. Transpositio on siis permutaatio (k 1),
joka kuvaa kaksi alkiota toisikseen ja jattdd muut alkiot itsekseen.

Esimerkki. Olkoon (3789) € Sy permutaatio. Nyt
(3789) = (37)0(78) 0 (89).

Esimerkki. Yleisesti, jokainen permutaatio a € 5, voidaan esittdd yhdis-
tettynd kuvauksena transpositioista. Tadméa perustuu siihen, ettd jokainen
a € 5, voidaan edeltdvin esimerkin nojalla esittdd yhdistettynd kuvauksena
erillisistd sykleisté, ja toisaalta jokainen sykli taas voidaan esittdéd yhdistet-
tynd kuvauksena transpositioista sdannon

(Zl Zk) == (Zl 22) O (ZQ 23) ©o ... © (Zk:—l Zk)
mukaisesti, mikd osoitetaan luennolla.

Miiritelmi 5.3 (Permutaation merkki). Olkoon o € S,,. Sanotaan, etté
pari (7, 7) on a:n vaihto, jos i < j, mutta a(j) < a(i). Jos k on a:n vaihtojen
lukumédra, niin a:n merkki on

Esimerkki. Jos

(1 23
*=\2 3 1)

niin a:n vaihdot ovat {(1,3), (2, 3)}. Talléin

Esimerkki. Jos
(1 2 3 45
“= 3215 4)

niin c:n vaihdot ovat {(1,2), (1,3),(2,3), (4,5)}. Télloin



Lause 5.4. Jos a € S, niin

ic; !

Todistus. Havaitsemme aluksi, etti kaksioiden {7, j} C {1,...,n} joukko
gt lijed{l,..n}, i#5}

voidaan yhté hyvin kirjoittaa muotoon
{{i,gy 14,5 €{1,...n}, i <j}.
Jokainen kaksio {i,j} C {1,...,n} esiintyy tulossa
v=]]j—i
i<j
termind j — ¢ tdsmaélleen kerran: tulo x onkin havainnollista kirjoittaa muo-

toon
T = 11 j—i.

{03} C{1,m}, i<j
Koska funktio o : {1,...,n} — {1,...,n} on bijektio, havaitsemme, ettd kak-

sioiden {a(7),(j)} C {1,...,n} joukko on tidsmilleen sama kuin kaksioiden
{i,7} € {1,...,n} joukko. Taten joko

T = I1 a(j) —a() = [Jal) - a)

{a(i),a(s)} C{1,..,n}, i<j i<j
tai
= [1 o) -al) = [[et) - o)
{a(i),a(i)} C{1,..n}, i<y i<j
Tulon
v=]]j—i
i<j

termit 7 — ¢ ovat aina positiivisia; tulon
[IeG) - a6
i<j
termi «(j) — () on negatiivinen joss (i, 7) on a:n vaihto. Néin ollen havait-
semme, etta
[TeG) —at) =c(@) []i-i
i<j 1<j
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Téten ‘ .
8(0[) _ H O./(]; : ZO'/(Z> )
Lause 5.5. Jos a, f € Sy, niin e(ao ) = e(a)e(B).

Todistus. Lauseen 5.4 perusteella

i< J—i
_ 1} a(ﬁﬁ({;; - ggg(m ﬁ(jj} = Zﬁ(z)
S R
=
Riittaa siis todistaa, etté
[[oUa)=alB) _ppe6)=e)

1<J 1<J

Havaitsemme aluksi, ettd kaikilla permutaatioiden « ja § méarittelyjoukkoon
{1,...,n} kuuluvilla alkioilla z,y patee

a(z) —oly) _ oly) —alz)

r—y y—x

joten kaikilla 7,5 € {1,...,n} pétee

a(B(i) —a(B() _ a(Bl)) — (B(i))
B(i) = B() B —BGE)
Koska f on bijektio, kaksioiden {£(), 8(j)} joukko on tdsmélleen sama kuin

kaksioiden {3, j} joukko. Néin ollen (vertaa Lauseen 5.4 todistus) havaitsem-
me, ettd

)
B(I) — B) g

1<J

11 a(B(j)) — a(B() _ 11 a(j) — afi)

i<j
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Lause 5.6. Jos 7 = (k1) € S, niin e(1) = —1.
Todistus. Kéasitelldan luennolla. OJ

Lause 5.7. Josa € S,, ja & = 1y 0...0T,, missd T, ..., T, ovat transpositioita,

nn
e(a) = (1)
Todistus. Seuraa suoraan lauseista 5.5 ja 5.6. O
Jos () = 1, niin sanomme, ettd o on parillinen. Jos e(«) = —1, niin
sanomme, ettd « on pariton. Esimerkiksi jos a = (213) € Sz, niin a =

(21) o (13). Yleisesti, jos a € S,, on k-sykli, niin

koska
(lek) = <21 22) o) (ZQ 23) o0...0 (Zk,1 Zk)

Huomioi, ettd parittoman pituiset syklit ovat parillisia.

18



6 Ryhman maaritelma

Olkoon G joukko. Sanomme, etti kuvaus * : Gx G — G on (kaksipaikkainen)
laskutoimitus joukossa G. Kaytetddn merkintda (g, h) = g*h, kun g, h € G.

Maaritelma 6.1. Olkoon G joukko ja * laskutoimitus joukossa G. Télléin
pari (G, %) on ryhmd, jos seuraavat ehdot pétevét.

1. Laskutoimitus * on littdnndinen, eli kaikille r, s,t € G pétee

rx(sxt)=(r=*s)*t.

2. On olemassa sellainen alkio e € G, etté kaikille s € G pétee
e*xSs=S8%e=Ss.
Téalloin sanomme, ettd e on neutraalialkio.

3. Jokaisella alkiolla s € G' on olemassa sellainen alkio t € GG, ettid
sSxt=1xs5=e¢.
Sanomme, ettd t on alkion s kddnteisalkio. [

Jos lisiksi pétee, ettd laskutoimitus * on vathdannainen, eli kaikilla s,t €

G pétee
skt =1xs,

niin G on Abelin ryhmd (Niels Henrik Abel 1802 - 1829). Vaihdannaisuutta
kutsutaan myos kommutatiivisuudeksi.

Mikéli S on joukko, merkinté |S| tarkoittaa joukon S alkioiden lukuméé-
rad. Esim. [{1,2,6}] = 3. Jos (G, ) on ryhmé, niin lukua |G| kutsutaa ryh-
mén (G, %) kertaluvuksi. Mikili laskutoimitus * on asiayhteyden perusteella

tunnettu, voimme puhua myos ryhmésta G, milld tietenkin tarkoitetaan ryh-
mid (G, *).

Esimerkki. (Z, +) on ryhmé, missi
1. 0 on neutraalialkio.
2. —x on alkion x kidédnteisalkio.
3. Liitannaisyys patee.

Lisdksi  + y = y + x pétee kaikilla z,y € Z, joten (Z,+) on Abelin ryhmaé.
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Esimerkki. Olkoon Q* = Q \ {0}. Havaitsemme, ettd (Q*,-) on ryhma.
1. 1 on ryhmén neutraalialkio.
2. % on alkion z kddnteisalkio.
3. Liitannaisyys patee.

Lisdksi « - y = y - x pétee kaikilla x,y € Q*, joten (Q*,-) on Abelin ryh-
mé. Ryhméa kutsutaan rationaalilukujen multiplikatiiviseksi ryhmdksi. Olio
(Q,+) on rationaalilukujen additiivinen ryhmé.

Esimerkki. Olkoon X joukko. (Sx, o) on ryhmé. Ryhméa kutsutaan joukon
X symmetriaryhmdksi.

1. Identiteetikuvaus idx : X — X on ryhmén neutraalialkio.
2. Kuvauksen f kiinteisalkio on kiiinteiskuvaus f—1.
3. Liitannaisyys patee.

Esimerkki Tutkitaan ryhméé S3 ja konstruoidaan ryhmén kertotaulu. Esi-
merkki késitelldan luennolla.

Lause 6.2. Olkoon (G, ) ryhmd. Tdlloin,
1. neutraalialkio e on yksikdsitteinen,
2. jokaisen alkion s € G kddnteisalkio on yksikdsitteinen.
Todistus. Kasitellidn luennolla. O

Méidritelma 6.3. Ryhmién (G, *) alkion x € G kidnteisalkiolle kiytetddn

merkintad z 1.

Lause 6.4. Olkoon (G, ) ryhmd. Talloin kaikilla x,y € G pdtee

(rxy) t=y txa .

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Ryhmiéssé (G, %) on voimassa supistussadnto: kaikilla x,y,z € G pétee
implikaatiot
Tkz=Yy*xz = T =1,

ZxT=2%Y = T =1.
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Tamé& nahdédan helposti:

TxZ=Y%*z

= (zx2)*27" -1

=(y*xz)xz
S a*(zxz ) =yx(zx27h)
= Tke=1Yyxe

= x=1.
Toinen supistussdanto todistetaa vastaavasti.

Lause 6.5. Olkoon (G, x) ryhmd. Olkoon g € G ryhmdn alkio. Tdlloin kuvaus
v: G — G,z gxx, on bijektio. Vastaavasti, kuvaus ¢’ : G — G, x — xxg,
on bijektio.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Téastd lauseesta seuraa suoraan, ettd jokainen joukon G alkio esiintyy
ryhmién (G, %) kertotaulun jokaisella rivilld tdsmélleen kerran. Sama koskee
sarakkeita: jokainen joukon G alkio esiintyy ryhmén (G, *) kertotaulun jo-
kaisessa sarakkeessa tdsmaélleen kerran.

Esimerkki. Selvitetdén kokoa |G| = 2 ja kokoa |G| = 3 olevien ryhmien
rakenne ja kertotaulut. Esimerkki kisitellidn luennolla.

Maié&ritelma 6.6 (Alkioiden tulot). Olkoon (G, *) ryhmé ja zy, zs...,x, € G
ryhmén alkioita. Merkintd x; % x9 * ... x ,, viittaa laskutoimitukseen, joka
lasketaan seuraavasti.

1. Aluksi lasketaan z; * xo.
2. Kun on maééiritetty x, % x9 % ... ¥ x5_1, niin voidaan maarittaa

Ty % Lo % ..k T = (T1 % To *k .. % Tp_1) * Tg.

Laskutoimitukseen xq * x4 * ... * x,, viitataan termilld fulo.

Huom, ryhméteoriassa puhutaan toisinaan alkioiden tuloista, vaikka tar-
kasteltaisiinkin esim. additiivista ryhméa (Z, +).

Miaritelmi 6.7 (Positiivinen potenssi). Olkoon (G,*) ryhmé ja z € G
ryhmén alkio. Madritellaan

1. 2% =e,

2. "t = 2" x .
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On mahdollista osoittaa, etta 21" = ™2™ ja (x™)" = ™. TAma4 jéte-
tddn haasteeksi motivoituneille lukijoille. Vinkki: todista ensin ensimménen
laki kiiyttden sopivaan induktio-oletukseen perustuvaa induktiota ja Mé&ari-
telméa 6.7. Todista tdméan jalkeen toinen laki kiyttden sopivaan induktio-
oletukseen perustuvaa induktiota, ensimmaisté lakia ja Madritelmai 6.7.

7 Ryhmat ja kongruenssi

Olkoon d € Z, positiivinen kokonaisluku. Luvun a € Z ekvivalenssiluokka
on

{zeZ|rz=a(modd)}={zve€Z|r=a+kd, keZ}
=a+dZ
= a:n jaannosluokka
={zeZ]lr]a=la]a }-
Otetaan kiyttoon merkinté
a=ay=a+dZ.
Kaikilla a,b € Z siis pétee, etti
Ga=bsa=b(modd) < d|b—a.
Lause 7.1. Jddnnisluokat mod d ovat 0,1,...,d — 1. O
Otetaan kiyttoon merkintd Zg = {0,1,...,d — 1}. Esimerkiksi
Zy» ={0,1,...,11},

missé

., —12,0,12,24, ..}
.., —11,1,13,25,..}

11=1{.,—1,11,23,35,..}

Maaritellddn yhteenlasku joukossa Z, asettamalla

a+b=a-+b.
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Téama laskutoimitus on siis kuvaus + : Zg X Zg — Zq, (T,7) — x + y. Tar-
kastetaan, onko laskutoimitus + hyvin mddritelty, eli toisin sanoen, pateeko,
ettd jokaisella (@, 5) € Zg X Z4 on olemassa tasmalleen yksi ¢ € Z, siten, ettd
@+ b = ¢. Riittid osoittaa, etti

(@b)=(a,b)=a+b=d+V.
Oletetaan, ettd (a,b) = (a/,b). Titen @ = o’ ja b = b'. Niin ollen
a=d (modd)jab=1 (mod d).
Lauseen 2.5 nojalla ndin ollen

a+b=d+b (mod d),

joten

at+b=d+V.
Niin ollen yhteenlasku on hyvin maéaritelty operaatio.

Lause 7.2. Olio (Z4,+) on Abelin ryhmd.

Todistus. Todistimme edelld, ettd laskutoimitus + on hyvin mééritelty jou-
kossa Z,4. Riittdd siis todistaa, ettd (Zg, +) toteuttaa ryhméin médritelmén
vaativat lait sekd lisidksi vaihdannaisuuslain.
1.) Liitdnniisyys pétee, silld kaikilla a, b, c € Z,
a+(b+e)=a+b+c
—a+(+c) c)
= (a +0b) +
+b+
+b)

N’—\@
+QI

2.) Neutraalialkio on 0: kaikilla a € Z pitee

a+0

Il
l

a+0
ja

S]]
Il
o

0+ +a

Il
ol

3.) Alkion @ € Zg4 vasta-alkio on —a, koska
a+—a=a+(—a)=0ja
—a+a=—a+a=0.
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4.) Vaihdannaisuus pétee:

G+b=a+b=b+a=>b+a.
O

Viahemmalldkin tyolla olisi selvitty: esimerkiksi olisimme voineet todistaa
vaihdannaisuuden ensiksi ja sitten vasta késitelld kohdat 2 ja 3.
Miaritelladn sitten myos kertolasku joukossa Z, siten, etté

@-b=ab.
Osoitetaan, ettd kertolasku - on hyvin méaéritelty. Oletetaan siis, ettd (a, 5) =
(a/,b'). Téten @ = a’ ja b = b'. Niin ollen
a=dad (modd)jab=1 (mod d).
Lauseen 2.5 nojalla ndin ollen
ab=d'b' (mod d),

joten S B

a-b=ab=dab =da -V

Niin ollen kertolasku on hyvin méaaritelty operaatio.

Havaitaan, etta S
a-b=ab=0ba=0-a,

joten joukon Z, kertolasku on vaihdannainen. Onko (Z,, <) ryhméa?
1.) Liitdnnéisyys: kaikilla a, b, ¢ € Z pétee

a-(b-c)=1a-bc

= a(bc
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3.) Kéénteisalkiot: Havaitaan ettd joukossa Z4 pitee
2.-2=4=0.

Oletetaan, ettd alkiolla 2 on olemassa kiiéinteisalkio 7 = 2. Titen

—_

-1

2.2=0 =2 '.2-2)=2".0
= 27'2-2=0
= 1.2=10
= 2= 0,

joten piaiddymme ristiriitaan. Niin ollen alkiolla 2 ei siis ole kiiinteisalkiota
joukossa Zj4. Olio (Zy, -) ei ole ryhma.

Lause 7.3. Jos @ € Zg, niin yhtdilélli @ -7 = 1 on olemassa ratkaisu T € Zqg
joss syt(a,d) = 1.

Todistus. Kasitellddan luennolla. OJ

Jos syt(a,d) = 1, sanotaan, ettd @ € Zy on alkuluokka. Otetaan kiyttoon
merkinté

v=H{a€Zq| syt(a,d)=1}.

Tarkastetaan vield, ettd alkuluokan késite on hyvin mééaritelty. Oletetaan siis,
ettd @ = b, ja tehdiiin vastaoletus, ettd a miiris alkuluokan, eli syt(a,d) = 1,
mutta b ei miirii alkuluokkaa, eli syt (b, d) # 1. Koska @ = b, niin b = a -+ kd
jollain k € Z. Téten (harjoitus 2, tehtéva 4)

syt(b,d) = syt(a + kd,d) = syt(a,d),
miké on ristiriita.
Lause 7.4. Olio (Z},-) on Abelin ryhmd
Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd olion (Zy, ) laskutoimitus on hyvin méaéri-

telty. Talld kertaa riittdd olettaa, ettd @, b € Z}, ja néin ollen osoittaa, ettd
a-b e Z; (Olemme aikaisemmin osoittaneet, ettd jos (a,b) = (a’,b’), niin
a -

b—a-b).
Koska @, b € Z}, Lauseen 7.3 nojallaa-7 = 1 ja b-7 = 1 joillekin z,y € Z.
Téaten

Né&in ollen



Merkitdan z = zy. Taten

(ab)z =1,
joten .
ab-z =1.

Niin ollen Lauseen 7.3 nojalla piittelemme, ettd syt(ab,d) = 1. Titen ab €
Z}, joten olion (Z},-) laskutoimitus on hyvin méaéritelty.

Liitdnnaisyys, neutraalialkion olemassa olo ja vaihdannaisuus on késitelty
edelld. Kédnteisalkioiden olemassa olo seuraa suoraan Lauseesta 7.3. O

8 Aliryhmait

Mééritelma 8.1. Olkoon (G, *) ryhmé ja H C G. Sanomme, ettd H on G:n
aliryhmd, jos

e€e H,
reH=a2'eH,
r,2yeH=zrxyec H. [

Esimerkki. Tarkastellaan luennolla tarkasteltua ryhméaa S = {e, p,d, 7, o, 5}
Esim. {e}, {e, p} ja {e,a, B} ovat Ss:n aliryhmii.

Esimerkki. Mikili d € N, niin dZ = { dz | * € Z } on ryhmén (Z,+)
aliryhma.

Esimerkki. Ryhmén G triviaalit aliryhmdt ovat {e } ja G.

Lause 8.2. Olkoon G ryhmd ja H C G aliryhma. Tdlloin H on ryhmd.

Todistus. Triviaali aliryhmén maaritelmén nojalla. O]

Aliryhméan H laskutoimitus on G:n laskutoimitus x rajoitettuna jouk-
koon H. Eli H:n laskutoimitus on funktio ' : H x H — H siten, etti kaikille
x,y € H patee x ¥y = z joss  x y = z. Yleensé kuitenkin viittaamme las-
kutoimitukseen *’ samalla symbolilla * kuin ryhmén G laskutoimitukseen.
Voimme siis puhua my6s ryhmén (G, ) aliryhméstd (H, x). Tarkasti ottaen
ryhmén (G, %) aliryhmé on kuitenkin (H, #"). Kun G:n laskutoimitus on asia-
vhteydesta selvd, puhumme G:n aliryhméstid H.

Esimerkki. Olemme maéaéritelleet, ettd parillinen permutaatio on permutaa-
tio, jonka merkki on 1. Otetaan kiytt66n merkinté

A,, = {parilliset permutaatiot € S, }, eli
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A, ={aeS, |ele)=1}
Talloin A,, on S,:n aliryhmi, ns. alternoiva aliryhmd:
1. Koska (id) = 1, niin id € A,,.

2. Jos a, B € Ay, niin lauseen 5.5 nojalla e(ao B) = e(a)e(f) =1-1=1.
Néin ollen o g € A,,.

3. Oletetaan, ettd o € A,. Titen e(a) = 1. Koska a o ™! = id, niin
l=¢c(laoa™)=c¢(a)e(at). Titen e(a™t) =1, joten ™! € A,.

Lause 8.3. Jos H C Z on (Z,+):n aliryhmd, niin on olemassa tdsmdalleen
yksi d € N siten, etti H=dZ ={nd | n € Z}.

Todistus. Todistetaan ensiksi luvun d yksikésitteisyys. Oletetaan siis, ettd
H = dZ = d'Z joillekin d,d’ € N. Koska d’ € dZ, niin d| d’. Koska d € d'Z,
niin d’| d. Taten d’ = +d. Koska d,d’ € N, niin d = d’.

Todistetaan sitten d:n olemassaolo. Mikili H = {0 }, niin valitaan d = 0.
Voimme siis olettaa, ettd H # {0 }. Koska joukko N on hyvinjarjestetty (eli
jokaisessa joukon N epityhjissi osajoukossa S, jokin alkio on joukon .S pienin
alkio), niin joukossa

T={keH|k>0}

on pienin luku d. Osoitetaan, ettd H = dZ.
Osoitetaan ensiksi, ettd H C dZ. Olkoon m € H jokin luku. Jakoyht&dlon
nojalla on olemassa sellaiset ¢, r € Z, etta

m = qd+r,
missd 0 < r < d. Koska H on ryhmaé, niin

deH = —qd=—(d+d+..+d) e H
= m—qde H
= ref.

Siis r € H. Mutta koska 0 < r < d, niin on padettavi, ettd r = 0, silla d on
joukon T' pienin positiivinen alkio. Taten m = qd € dZ.
Osoitetaan sitten, ettd dZ C H. Koska H on aliryvhmé, niin mikili x € H,
niin talloin
—1

r =—x€H ja v+ze€H

Koska d € H, niin myos —d € H. Koska 2d = d + d € H, niin myos
—(2d) € H. Koska 3d = (d+d)+d € H, niin myts —(3d) € H. Tété voidaan
jatkaa ilman rajoitusta, joten havaitsemme, ettd nd € H pétee kaikilla n € Z.
Nain ollen dZ C H. ]
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Kerrataan ryhmén potenssin maaritelma:

2. 2"t = 2" x 1.

Laajennetaan tatd maaritelmid asettamalla, ettd kaikille n € Z, pétee

Yleiselle potenssille (positiivinen, nolla ja negatiivinen potenssi) on mahdol-
lista osoittaa, etta x™™ = ™ x ™ ja (™)™ = 2™". TAmA jatetddn harjoi-
tustehtédviksi motivoituneille lukijoille.

Maaritelm4 8.4. Jos G on ryhmi ja g € G, niin alkion g virittdma ryhmd
on

(9) ={g" |neZ}=H{., g2 g e q ¢ ..}
Alkion g kertaluku on
ord(g) == [{g)|-

Mikéli G = (g) jollakin g € G, niin sanotaan, ettd G on syklinen ryhmi, ja
g on G'n virittaja.

Lause 8.5. Jos G on ryhmd ja g € G, niin (g) on suppein ryhmdn G ali-
ryhmd, joka sisdltad alkion g. T'dmd tarkoittaa, etta jos H C G on aliryhmd
siten, etti g € H, niin (g) C H.

Todistus. Todistetaan aluksi, ettd (g) on aliryhmaé.
1. e=g° € (g).
2. (¢9")"' =g " € {(g) aina, kun n € Z.
3. g"x g™ = g"t™ € (g) aina, kun n,m € Z.

Todistetaan sitten, ettd (g) on suppein ryhmén G aliryhmé, joka sisiltaa
alkion g. Olkoon H C G on sellainen aliryhmai, ettd ¢ € H. Koska H on
ryhmé ja g € H, niin ¢" € H aina, kun n € Z. Téaten (g) C H. O

Esimerkki. Tarkastellaan ryhmaéd S3. Kéytetdan samoja merkintojéd, kuin
luennolla esitetyssd esimerkissé, jossa konstruoitiin ryhmén S; kertotaulu.
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Kuten kertotaulun avulla on helppo ndhda, ryhméssa pétee

2
a” =P,

ad=PBoa=e,
al=eoa=aq,

o’ =aoca=p=a’

ja

a™l =4,

a72 — (052)71 571 = qa,
at=@)tT=ct=¢

Téaten (o) = {e,a, 0} ja ord(a) = 3.

Esimerkki. Tarkastellaan ryhméé (Z,+). Olkoon d € N luonnollinen luku.
Talloin (d) = dZ. Jos d = 1, niin (d) = Z, joten (Z,+) on syklinen ryhma.

Esimerkki. Tarkastellaan ryhmid Zg, (d € Zy), eli jiinndsluokkien ryh-
méd, jossa laskutoimituksena on jadnnosluokkien yhteenlasku @+ b = a + b.
Otetaan virittdjiksi alkio 1. Jos n € N, niin

1"=141+.+41=1+1+.1=n.

Lisaksi
o _

I"=1""'=n"'="n.

Taten
(T)z{ﬁ\nEZ}:Zd.

Titen Zg on syklinen ryhmé ja ord(1) = d.
Lause 8.6. Olkoon G ryhmd ja g € G alkio. Jos ord(g) € N, niin
1. ord(g) = min{n € Zy | " =e},
2. kaikilla n € Z pitee g" = e < ord(g) |n.
Todistus. Merkitain
d=min{ne€Z, | g"=e}.

Jakoyhtilon perusteella mielivaltaisella luvulla n € Z on olemassa q,r € Z
siten, ettd n = qd +r, missi 0 < r < d. Talldin ¢" = ¢4 = (¢¥) 7 g" = g".
Niin ollen, koska 0 < r < d, padttelemme, etté

(9) C{e.g,.., g™ '}

29



Taten
(9) ={e,g.....g" '}

Néin ollen ord(g) = |(g9)] < d. Jos e,g,¢% ...,g% " ovat eri alkioita, niin
ord(g) = d. Alkiot e, g, ¢°, ..., ¢* ! ovat eri alkioita, silli muuten pitisi g' = ¢/
se. 0 < i < j < d, jolloin pétisi ¢'¢ = e, mikdi on ristiriidassa luvun d
madritelméan kanssa, silld 0 < 7 — 7 < d. Tédten kohta 1 on todistettu.

Todistetaan sitten kohta 2. Oletetaan ensin, ettd ¢g" = e jollakin n € Z.
Jakoyhtdlon nojalla on olemassa sellaiset ¢,r € Z, ettd n = qd + r, missid
0 <r<d=ord(g). Téten

qd+r

1

e=g"=g""" =g"xg = (¢")xg =elxg =g
Niin ollen, koska 0 < r < d ja d on pienin positiivinen kokonaisluku siten,
ettd g¢ = e, on pidettivi ettd r = 0. Téiten d|n.
Oletetaan sitten, etti d = ord(g) | n. Taten n = n'-d jollain n’ € Z. Niin
ollen paattelemme, kiyttden hyviksi kohtaa 1, etta

i I

=gl = () = =
O

Esimerkki. Olkoon G ryhmi ja g € G. Tiedetédin, etti ¢'%' = e. Mité
on ord(g), jos g # e? Havaitaan, ettd 101 on alkuluku. Lauseen 8.6 nojalla
ord(g) | 101. Toisaalta g # e, joten ord(g) > 1. Siispd ord(g) = 101.

Lause 8.7. Syklisen ryhmdn jokainen aliryhmd on syklinen.

Todistus. Olkoon G = (g), missd g € G. Olkoon H C G aliryhmé. Jos
H = {e}, niin H = (e). Oletetaan siis, ettd H # {e }. Tarkastellaan joukkoa

S={neZ,|g"eH}#.

(Joukko S ei ole tyhji, silld jos ¢g" € H, missin < 0, niin (¢")' =g ™ € H.)
Koska N on hyvinjirjestetty, niin joukolla S on pienin alkio d. Osoitetaan,
etti H = (g?).

Olkoon ¢" € H, n € Z, jokin alkio. Jakoyhtélon nojalla on olemassa
sellaiset q,r € Z, ettd n = qd + r, missd 0 < r < d. Nyt

g" =g =g g,

joten

g =) =g = ((¢) ") € H (g%,9" € H).
Koska siis ¢" € H, niin » = 0, silld d on pienin positiivinen kokonaisluku &
siten, ettd g® € H. Néin ollen g" = g9 = (¢%)7 € {g%). O

Esimerkki. Tarkastellaan diedriryhmdad D4. Esimerkki ja siihen liittyva taus-
tamatematiikka késitellddn luennoilla.
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9 Isomorfismit ja homomorfismit

Tarkastellaan ryhmia Zs ja {e,a, f} C S3. Ryhma {e, o, 5} on siis symmet-
riaryhméan Ss aliryhmé. Piirretddn ryhmien kertotaulut (luennolla). Havait-
semme, ettd kertotaulut ovat (alkioiden nimeémistd vaille) tdsmélleen samat.

Kahta alkioiden nimié vaille samaa ryhmaé kutsutaan somorfisiksi. Maa-
rittelemme seuraavaksi isomorfisuuden késitteen tdsmaéllisesti.

Maédritelmi 9.1. Olkoot G = (G, x) ja G’ = (G’,*') ryhmid. Mikili on
olemassa bijektio f: G — G’ siten, etté kaikilla z,y € G pétee

flzy) = f(2)f(y), eli
flaxxy) = f(z)« f(y),

niin sanomme, ettd f on ryhmdisomorfismi, tai yksinkertaisesti isomorfisms.
Ryhmét G ja G’ ovat isomorfiset. Merkintd G = G’ tarkoittaa, ettd ryhmaét
G ja G’ ovat isomorfiset.

Ryhmien G ja G’ isomorfisuus tarkoittaa, ettd ryhmét ovat oleellisesti
samat: isomorfismin f voidaan ajatella vain nimedvin ryhman G jokaisen
alkion x uudelleen f(z):ksi, ryhmén laskutoimituksen pysyessi ennallaan.
Ryhmien G ja G’ matemaattinen rakenne on sama.

Esimerkki. Kaytetddn merkintaé
Ri={zeR|z>0}.

Ryhmé (R4, ) on ryhmén (R\ {0}, -) aliryhmi. Osoitamme seuraavaksi, etti
(R, -) ja (R,+) ovat isomorfiset.

Olkoon e Neperin luku. Kuvaus f : R — Ry, x — €%, on isomorfismi
ryhmien (R, +) ja (R4, -) valilla, silla

fla+y) =" =e"e = f(a)f(y),
ja lisdksi f on bijektio. [J
Esimerkki. Olkoon Dy = ({id, R, S, F'},0), missi
1. id : R? — R? on identiteettifunktio,
2. R:R? — R? on kierto kulman 7 verran,
3. S :R? — R? on peilaus z-akselin suhteen,

4. F :R? — R? on peilaus y-akselin suhteen,
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5. o on meille tassa vaiheesssa jo erittdin tuttu funktioiden yhdiste. Siis,
jos Y ja X ovat funktioita siten, ettd funktion X kuvajoukko on funk-
tion Y méarittelyjoukon osajoukko, niin Y o X on funktio, jonka méa-
rittelyjoukko on sama kuin funktion X, ja lisdksi (Y oX)(z) = Y(X(x))
kaikille funktion X mééarittelyjoukon alkioille x.

Piirtdmalld ryhmien Dy ja Z§ kertotaulut havaitaan, ettd kuvaus
f:A{id,R,S, F} — Z3
siten, etta
1. id— 1,
2. R+ 3,
3. S5,
4., F T,

on isomorfismi. Kertotaulut ovat nimedmista vaille samat. Ryhmét D, ja Zj
ovat Kleinin neliryhmida. Tésmaélleen kaikki néiden ryhmien kanssa isomor-
fiset ryhmét ovat Kleinin neliryhmié. Kleinin neliryhmien kokoelma on #so-
morfialuokka. Se sisaltda tasmailleen kaikki ryhmén D, kanssa isomorfiset ryh-
mét. Intuition tasolla algebrassa on yleensd tapana samaistaa ryhméa oman
isomorfialuokkansa kanssa: isomorfiset ryhmét ovat oleellisesti samat, joten
epamuodollisella intuition tasolla kahta isomorfista ryhméaé ei edes yleensé
ajatella eri ryhmina. [

Maaritelmi 9.2. Olkoot G ja G’ ryhmii. Kuvaus f : G — G’ on ryhmd-
homomorfismi, tai yksinkertaisesti homomorfismi, mikali ehto

flzy) = f(x)f(y)
péatee kaikilla z,y € G.
Havaitsemme, ettd isomorfismi on bijektiivinen homomorfismi.

Esimerkki. Tarkastellaan kuvausta f : Z — Z,4 siten, ettd z — 7. Kuvaus
f on homomorfismi olioiden (Z, +) ja (Zgq, +) valilla, silla

f@t+y)=r+y=T+7=f(z)+ f(y)

patee kaikilla x,y € Z.
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Lause 9.3. Olkoon G ja G' ryhmid ja [ : G — G’ ryhmdahomomorfismi.
Tdll6in

1. fle) =e’,
2. fla™h) = (f(z))~"
Todistus. Havaitaan, etté
fle) = fle-e) = f(e)f(e).

Kerrotaan puolittain alkiolla (f(e))™!. Taten ¢/ = f(e).
Kisitelladn sitten kohta 2. Havaitaan, etta

fla)f(z™h) = flz-a7") = f(e)
ja
fla™)f(x) = fla™" - 2) = fe).
Kiinteisalkion yksikésitteisyyden nojalla (f(z))™! = f(z™1). O

Maééaritelma 9.4. Olkoot G ja G’ ryhmiéd ja f : G — G’ homomorfismi.
Téalloin

1. fmydin on ker(f) ={ze G| f(z)=¢'},
2. fm kuva on im(f) :={x€G'|x= f(z) jollain z € G }.

Téassd "ker" tulee sanasta kernel ja "im" sanasta image. Ydin siséltaa
neutraalialkiolle kuvautuvat alkiot ja kuva ne alkiot, joilla on alkukuva jou-
kossa G.

Esimerkki. Tarkastellaan ryhmié (Z,+) ja (Z4,+) ja niiden vélistd homo-
morfismia f : Z — Z,4 siten, ettd x — T. Havaitaan, etta

flz)=0 & =0 & z€dZ
Téaten ker(f) = dZ. Kaikilla Zg4:n alkioilla on alkukuva, joten im(f) = Z.

Lause 9.5. Olkoot G ja G’ ryhmid ja f : G — G’ homomorfismi. Tdlloin
ker(f) on ryhmdn G aliryhmd ja im(f) on ryhmdn G’ aliryhmd.

Todistus. Ensimmaéinen viite jatetddn harjoitustehtévaksi. Todistetaan toi-
nen vaite.
Lauseen nojalla 9.3 f(e) = e’, joten e’ € im(f).
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Oletetaan, ettd x,y € im(f). T&alloin on olemassa sellaiset a,b € G, etti
f(a) =z ja f(b) = y. Téten

ry = f(a)f(b) = f(ab),

joten xy € im(f).
Oletetaan, ettd z € im(f). T&lloin on olemassa jokin ¢ € G siten, etti
f(c) = z. Téten, kiyttden hyviiksi lausetta 9.3, padtellddn, etta

= (fle) = fleh),
joten 271 € im(f). O

Lause 9.6. Olkoot G ja G’ ryhmid ja f : G — G homomorfismi. Talloin f
on injektio jos ja vain jos ker(f) = {e}.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f on injektio. Lauseen 9.3 nojalla f(e) = ¢'.
Néin ollen
x € ker(f) & f(x)=fle) & z=e.

Oletetaan sitten, ettd ker(f) = {e}. Oletetaan, ettd z,y € G ja f(z) =
f(y). Téten, kertomalla puolittain (f(y))~':114, nihddén, etti

f@)(fly) ' =e'.

Lauseen 9.3 nojalla
f)fly™) =e"

Edelleen, koska f on homomorfismi, niin

flay™) =¢.
Téaten
2y~ € ker(f) = {e},
joten
:Uy_l =e
Kertomalla puolittain y:1l14, padttelemme, ettd x = y. O

Injektiivistd homomorfismia f : G — G ' kutsutaan upotukseksi. Jos f
on upotus, ja jos lisiksi rajataan f:n maalijoukko joukoksi im(f), saadaan
bijektio f': G — im(f), z — f(x), joka on tilléin isomorfismi ryhméltd G
ryhmaélle im(f).

Esimerkki. Kuvaus f : R — C, z — z (muodollisemmin, = — (z,0)), on
ryhmén (R, +) upotus ryhmédn (C,+).

34



10 Tekijaryhmat

Esittelemme seuraavaksi jaannosluokan késitteen yleistyksen, joka koskee
ryhmié. Tarkastellaan aluksi additiivista ryhméé (Z,+). Olkoon d € Z, po-
sitiivinen kokonaisluku. Jos n € Z, niin

ﬁ:ﬁd:n+dZ.

Joukko dZ on struktuurin (Z, +) aliryhm&. Kun merkitddn dZ = H ja kiyte-
taan merkin + sijasta abstraktia laskutoimitusmerkkia *, voidaan yll& oleva
yhtalo kirjoittaa muotoon

n=nxH.

Maaritelm 10.1. Olkoon G ryhmé ja H C G ryhmén G aliryhmé. Olkoon
g € G ryhmén G alkio. Joukko

gxH=gH:={x€G|x=ghjollain h € H }

on aliryhmén H wvasen sivuluokka. (Tarkemmin, gH on alkion g maArdama,
aliryhmén H vasen sivuluokka.)

Otetaan kayttoon merkinta
G/H = {gH|geG}.
Esimerkki. Tarkastellaan additiivista ryhméa Z = (Z, +). Téllin
Z)dZ = {nxdZ |n€Z} ={n+dZ|neZ} ={n|nel} = Z.
Esimerkki. Tarkastellaan kolmiulotteisen euklidisen avaruuden additiivista
ryhméd (R3, +). Téssé ryhméssi siis
(1,22, 23) + (Y1, ¥2,y3) = (#1 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3).
Olkoon H C R3 aliryhmi
H = {(z,y,2) eR* | 2=0},
eli zy-taso. Olkoon r = (71, 7r9.73) € R3 jokin vektori. Tilléin

r+H (:C,y,Z) €eR ‘ (:C,y,Z) :T+<U7U7w) jollain (U,U,U)) GH}

{
{ (2,9,2) €R | (2,9, 2) = (r1 +u,m +v,73 + 0) jollain u,v € R}
{ (:L’,y,z) eR | Z=T3 }
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Vasen sivuluokka r» + H on siis zy-tason suuntainen, korkeudella r3 oleva
taso. Titen R3/H on xy-tason suuntaisten tasojen joukko. [J

Madritellaén seuraavaksi yleistys kongruenssirelaatiolle =. Olkoon G ryh-
mi ja H ryhman G aliryhmé. Maaritellidn relaatio ~ C G x G siten, ettd

x~y & x=yhjollain h € H.

Talloin gH = {z e G|z ~g }.
Havaitsemme, ettd ~ todella on kongruenssirelaation = yleistys, silla

a=b(mod d)
< dla—b
< a=0b+ kd, missi kd € dZ
o a=bxhjollain h e H = dZ.

Lause 10.2. Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Edellisen lauseen nojalla sivuluokat xH, missd = € GG, ovat ekvivalenssi-
luokkia. Ekvivalenssiluokat osittavat joukon G, joten seuraava lause pétee.

Lause 10.3. 1. G =J,.czH.
2. 2HNyH =0 < zH #yH.
3. 2H =yH < y=xh jollakinh e H & z 'y H. O
Otetaan kiyttoon merkinté
G : H := sivuluokkien lukuméird = |G/H |.

Lause 10.4 (Lagrange). Olkoon G ddrellinen ryhmd joa H C G ryhmdin G
aliryhmd. Tdlloin
G| = (G: H)|H|.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Esimerkki. Todistetaan seuraava moderni variantti Fermat'n pienesta lau-
seesta: jos G on #drellinen ryhmi, niin ¢/¢! = e kaikilla ¢ € G. Olkoon
d = ord(g) = |(g)|. Lauseen 8.6 nojalla g = e. Lagrangen lauseen nojalla
d| |G|, joten |G| = nd jollain n € N. Téten

g = (¢ = e
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mika olikin osoitettava.
Havaitsemme, ettd Fermat’n pieni lause seuraa suoraan tistd lauseesta.
Nimittain jos p on alkuluku, niin

*

syt(a,p) = 1= a € Z;, (missd Z; = (Z,,-) on alkuluokkaryhmé)

bS]

= a’!

= P! =

1 (uuden lauseemme nojalla)
1

(mod p).
Jos maaritellddn kertolasku
(zH) - (yH) = (zy)H

joukossa G/ H, saadaanko ryhm&? Tarkistetaan aluksi, onko nédin médritelty
kertolasku hyvin maaritelty. Riittéisi osoittaa, ettd

(xH =2'H ja yH = y/H) = (zy)H = (a"y)H.

Téama ei kuitenkaan vélttamétta pade. (HT: etsi jokin esimerkkitapaus, jossa
ehto ei toteudu, ja osoita, ettd ehto ei todella toteudu.)

Maaritelma 10.5. Ryhmén G aliryhma H on normaali, mikili tH = Hx
kaikilla = € G.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos H on normaali, on kertolasku
(xH) - (yH) = (zy)H
joukossa G/H hyvin mééritelty. Oletetaan, etta
xH=2'H ja yH =y H.

Téten ©' = zh ja y' = yk joillain h,k € H. Niin ollen z'y’ = zhyk. Koska
H on normaali, niin hy € Hy = yH, joten hy = yl jollain [ € H. Téaten
r'y = xylk ja xy = 2'y'k~ L. Padtellddn sitten, ettd (2'y')H = (xy)H. Jos

€ (2'y')H, niin a = 2'y's = zylks jollain s € H. Koska lks € H, niin
a € xyH. Jos b € (zy)H, niin b = xyt = 2'y'k~'1" jollain t € H. Koska
k=Yt € H, niin b € 2’y H.

Lause 10.6. Olkoon G on ryhmda ja H ryhman G normaali aliryhma. Tdlloin
G/H on ryhmd. Ryhmdn kertolasku on mddritelty siten, ettd (zH) - (yH) =
(zy)H.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O
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Ryhméi (G/H,-), missé siis (vH) - (yH) = (zy)H, on ryhmén G tekija-
ryhmd.
Milloin aliryvhmé on normaali?

Esimerkki. Jos G on Abelin ryhmi, niin jokainen aliryhmd H C G on

normaali.

Esimerkki. Symmetriaryhmén S; aliryhmé {id, (12)} ei ole normaali, silli

(123)H = {(123), (123)(12) } = {(123), (13)}
" H(123) = {(123), (12)(123) } = {(123), (23)}.

Lause 10.7. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmd. H on normaali jos ja vain
jos tHx=' C H pitee kaikilla x € G.

Todistus. Kasitellddan luennolla. ]
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11 Isomorfialause

Lause 11.1. Jos f : G — G’ on ryhmdhomomorfismi, niin
ker(f)={z€G | flz)=¢ }

on ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus. Lauseen 9.5 nojalla ker(f) on G:n aliryhmé. Lauseen 10.7 nojalla
riittad osoittaa, ettd

h € ker(f) = = ker(f)

pitee kaikilla x € G.
Olkoon h € ker(f) ja z € G. Télléin

flaha™) =f(z) f(h) f(z™")
=f()e'f(z™") (h € ker(f))
=f(a)f(z™)
=f(a)f(z)™
Titen zha™! € ker(f). O

Jos A ja B ovat joukkoja ja f : A — B on kuvaus ja a € A, niin joukko

{zeAl|f(z)=[f(a)}

on kuvauksen f sdie. Alkion a € A ja funktion f : A — B madrdamain
siikeeseen on kiteva viitata merkinnalla

Ff@}) ={zeA]| f(z)=fla) }.

(Téatd merkintdd kiytettdessd on syytd kuitenkin huomata, ettd funktiolla f
ei vilttimitta ole olemassa varsinaista kiinteisfunktiota f~'. Kiinteisrelaa-
tio kuitenkin on.)

Millaisia ovat ker(f):n sivuluokat?

Lause 11.2. Jos f : G — G’ on ryhmdhomomorfismi, niin

x-ker(f) = f1({f(z)})
kaikilla x € G.
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Todistus.

ye[T{f@)}) & fly) = f(2)
<:>( ()~ f(y)z
fla ) fy) =
flaly) =¢
& 'y € ker(f)
Sy ex-ker(f).

]

Homomorfismin f : G — G’ ydin ker(f) = e - ker(f) sisiltda tdsmaélleen
ne alkiot, jotka kuvautuvat alkiolle ¢ = f(e); vastaavasti sivuluokka x-ker(f)
sisiltdd tasmiélleen ne alkiot, jotka kuvautuvat alkiolle f(x).

Esimerkki. Tarkastellaan homomorfismia f : Z — Zg4, x — T, ryhméltd
(Z,+) ryhmaélle (Zg4,+). Télloin

ye T {f@)}) & fly) = f(2)
SYyY=7
Sdly—x
Sy ex+dL.

Téaten f:n sdikeet ovat muotoa x + dZ.

Olkoon G ryhma ja H C G ryhmén G normaali aliryhma. Tarkastellaan
nk. kanonista surjektiota

7m:G— G/H, x+— xH,

ryhmélta G tekijaryhmaélle (G/H, -). Téssé siis - on tekijaryhmén kertolasku,
eli (zH) -yH = (zy)H. Kuvaus 7 on triviaalisti surjektio, silldi G/H on
kaikkien sivuluokkien joukko. Kuvaus on homomorfismi, silla

m(zy) = (zy)H = (¢H)(yH) = 7 ()7 (y)-
Millainen ker(7) on?
x € ker(m) < w(r) =eH
S cH =ed

&< x = eh jollain h € H
&S x e H.

Siis ker(m) = H.
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Lause 11.3. Olkoon G ryhmd ja H C G aliryhmd. Tdlloin H on normaali
jos ja vain jos on olemassa sellainen homomorfismi f, ettdi H = ker(f).

Todistus. Suunta "=" kisiteltiin edelld: jos H on normaali, niin 7 : G —
G/H, v — xH, on homomorfismi siten, ettd ker(f) = H. Ekvivalenssin
toinen suunta seuraa suoraan lauseesta 11.1. 0

Lause 11.4 (Ensimméinen isomorfialause). Olkoon f : G — G’ homomor-
fismi. Kuvaus

[ Glker(f) = im(f), (x-ker(f)) = f(x),
on isomorfismi.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O]
Isomorfialause on kitevi, jos pitdd todistaa isomorfismismi
G/H = J,

missid J C G'. Talloin riittda identifioida sellainen homomorfismi f : G —
G', ettd ker(f) = H ja im(f) = J. Isomorfisuus seuraa suoraan isomorfia-
lauseesta.

Esimerkki. Tarkastellaan reaalilukujen additiivista ryhméad (R, +) ja sen
normaalia aliryhm&& (27Z, +). Téssé siis

21Z = {2mn |neZ}.
Sivuluokkakokoelmasta
R/(27Z) = {¢+271Z | peR }

saadaan kulmien muodostama tekijiryhmé (R/(27Z),+). Tdma ryhmé on
siis tekijaryhma, joten méaritelmén mukaan ryhméaoperaatio toteuttaa ehdon

(p+27Z) + (Y + 27Z) = (p + ) + 27Z.
Olkoon C* = C\ {0} ja
S = {zeC"||z| =1} = yksikkGympyra.
Tarkastellaan ryhmid (R/(27Z), +) ja (S,-). Ryhm4 (S, -) on ryhmén (C*,-)

aliryhmi. Osoitetetaan, ettd R/(27Z) = S, kiyttiden hyviksi ensimmdiisti
isomorfialausetta.
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Tarkastellaan kuvausta f : R — C*,  — €. Tami on homomorfismi
(R, +):1ta (C*,-):lle, silld jos z,y € R, niin

fla+y) =) = e = f(z) f(y).
Homomorfismille f pétee
ker(f) = {z€R|e*=1}=21Z
ja
im(f) ={z2€C*|z=¢"jollain v €R }
={zeC"||z]=1}
=S.
Ensimmadisen isomorfialauseen perusteella siis R/(27Z) = S. O

Lause 11.5. Jos G on ddrellinen syklinen ryhmd, niin (Zq,+) = G jollain
d € Z,. Jos G on dareton syklinen ryhmd, niin (Z,+) = G.

Todistus. Oletetaan, ettd d € Z,. Tieddmme, ettd Z/(dZ) = Z4: tdma osoi-
tettiin yhdessd luvun 10 esimerkeistd. Yhteys pétee, koska

n+dZ = n.

Lisdksi (Z/dZ,+) = (Zq4,+), silld tekijairyhmén ryhmé#operaation mééritel-
man ja jaannosluokkien summaoperaation mairitelméan nojalla pétee

(n+dZ)+ (m+dZ)=(n+m)+dZ=n+m="n+Tm.

Olkoon G = (g) syklinen ryhmi. Tarkastellaan kuvausta f : Z — G,
n— g".
1.) Kaikilla m,n € Z pétee

fm+n)=g"™" =g"g" = f(m)f(n),

joten f on homomorfismi.
2.) Selvisti im(f) = G, silld G on syklinen ryhmé G = (g).
3 a) Jos G = (g) on #drellinen syklinen ryhmaé siten, ettd d = |G|, niin
n € ker(f) & f(n)=e
S gt =e
< d|n (Lause 8.6)
& n e dz.
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Téten ker(f) = dZ, joten ensimmaéisen isomorfialauseen nojalla

3 b) Tarkastellaan tapausta, jossa G on ddreton syklinen ryhmé. Osoite-
taan aluksi, ettd ker(f) = {0}. Télloin isomorfialauseen nojalla (Z/{0}, +) =
G, mistd véite (Z, +) = G seuraa lyhyelld pédittelylld, joka on muotoiltu alla.

Osoitetaan siis ensiksi, ettd ker(f) = {0}. Tehddan vastaoletus, ettd
ker(f) # {0}. Téten on olemassa n € ker(f), missd n # 0. Koska ker(f)
on ryhmé, on olemassa m € {n, —n} siten, ettd m > 0 ja m € ker(f). Taten
f(m) = g™ = e. Néin ollen on helppo péitelld (HT), etti G = {¢°, ..., g™ '}.
Téaten G on ddrellinen, miké on ristiriita.

Nyt riittdd osoittaa, ettd (Z,+) = (Z/{0},+), ja ettd kahden isomorfis-
min p ja ¢ kompositio p o ¢ on isomorfismi.

Osoitetaan, ettd (Z,+) = (Z/{0},+); isomorfismien kompositio-ominai-
suus késitelladn laskuharjoitusten yhteydessi. (Lisiksi laskuharjoitusten yh-
teydesséd osoitetaan myohemmin isomorfialauseen avulla, etté yleisesti kaikille
ryhmille X pétee X/{e} = X.)

Madritelladn g : Z — Z/{0} siten, ettd x — = + {0}. Koska

/{0y ={{z} [zeZ}

ja g(x) = {z} kaikilla 2 € Z, niin ¢ on selvésti hyvin méairitelty bijektio.
Lisaksi

9@ +y) = (z+y) +{0} = (z +{0}) + (y +{0}) = g(=) + 9(v),

missd ensimmainen ja viimeinen yhtilo seuraavat kuvauksen g madritelmas-
téd, ja keskimmadinen yhtilo seuraa tekijastruktuurin ryhméaoperaation maé-
ritelmésta. Taten (Z,+) = (Z/{0},+). O
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RENGASTEORIAA

12 Renkaan maaritelma
Olkoon d € Z. . Joukossa
Zg = {0,1,...d=1}

on madritelty yhteenlasku 7+7% = x + y ja kertolasku -7 = - y. Kumpikin
laskutoimitus on vaihdannainen ja liitdnnédinen. Myos osittelulaki patee:

T-W+2)=7-y+z2
=T
=zy+az
=Ty +72

—T-7 + T %

Lisdksi tieddmme, ettéd (Zg, +) on Abelin ryhmé. Olio (Zg4, +, ) on esimerkki
renkaasta.

Miaritelmd 12.1. Olkoon (R, +) Abelin ryhmé. Mikéli - on sellainen ku-
vaus - : R X R — R, etta

1. (zy)z = x(yz) kaikilla x,y, z € R,

2. on olemassa nk. ykkdsalkio u € R siten, ettd uxr = ru = =z kaikilla
r € R,

3. x(y+z)=ay + xzja(r+y)z =2z + yz kaikilla z,y, z € R,
niin olio (R, +,-) on rengas.

Yl1la olevan ehdon 1 mukaan siis - on listdnndinen. Ehto 2 sanoo, etté
renkaasta R 16ytyy nk. ykkosalkio u. Téstd eteenpdin ykkosalkioehdon to-
teuttavaan alkioon viitataan symbolilla 1 symbolin v sijasta. On kuitenkin
tarkedd huomata, ettd ykkdsalkion ei tarvitse olla kokonaisluku 1 € Z, vaik-
ka ykkosalkioon viitataankin samalla symbolilla. Abelin ryhmén (R, +) neut-
raalialkioon viitataan symbolilla 0. Téssékin tapauksessa on mahdollista ettd
neutraalialkio es ole kokonaisluku 0 € Z. Renkaan (R, +,-) Abelin ryhmén
(R,+) alkion x € R kdanteisalkioon viitataan merkinnalld —x. Rengasteo-
reettisessa yhteydessa alkiota —x kutsutaan alkion z wvasta-alkioksi.
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Ehto 3 sanoo, etté laskutoimitukset - ja + toteuttavat osittelulait. Kuten
ylla on tehty, renkaan kertolasku - jitetddn usein merkitsematta, eli kirjoite-
taan zy sen sijaan, ettd kirjoitettaisiin x - y. Liséiksi, kertolasku suoritetaan
ennen yhteenlaskua, kuten alkeisaritmetiikassakin, eli esimerkiksi

ry + xz = (x-y)+ (- 2).

Usein on tapana puhua renkaasta R, sen sijaan, ettd puhuttaisiin renkaasta
(R,+, ).

Esimerkki. Jos R on rengas, niin -0 =0 =0 - z kaikilla z € R:
0O-2z = (0+0)-2 =0-2 + 0-x,
joten lisddmalld —(0 - z) yht&lon molemmin puolin, saadaan
0 =0-=x
Yhtélo x - 0 = 0 todistetaan vastaavasti.

Esimerkki. Jos 0 = 1 renkaassa R, niin R = {0}, koska t&lloin

r=x-1=x2-0=0.

Esimerkki. Renkaan R ykkdsalkio on yksikésitteinen, eli on olemassa tés-
mélleen yksi alkio u € R siten, ettd uxr = xu = x péitee kaikilla x € R:

Mikéli xy = yx péatee kaikilla x,y € R, sanotaan, ettd rengas R on kom-
mutatitvinen.

Esimerkki. (Z4, +,-) on kommutatiivinen rengas kaikilla d € Z,. Liséksi
(Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) ja (C,+, ) ovat kommutatiivisia renkaita.

Maaritelma 12.2. Olkoon R rengas. Joukko S C R on renkaan R alirengas,
mikali

1. S on ryhmén (R, +) aliryhmé,
2. 1 € S, missd 1 on renkaan R ykkosalkio,

3. x,ye S = xyeS.
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Alirengas on rengas (HT).

Esimerkki. Gaussin kokonaisluvut { a+ib | a,b € Z } muodostavat komp-
leksilukujen C renkaan alirenkaan.

Maaritelma 12.3. Olkoon R rengas ja x € R. Jos on olemassa sellainen
y € R, ettd xy = yr = 1, niin = on renkaan R yksikko (tai, vaihtoehtosesti,
x on kddntyvd renkaassa R).

Otetaan kiyttoon merkinté
R* := {z € R |z on R yksikko }.
Esimerkki. Z* = {1,-1}, Q* = Q\ {0}, R* = R\ {0}, C* = C\ {0}.
Esimerkki. Aikaisemmin maéaérittelemimme alkuluokkien joukko
Zy={a€Zy| syt(a,d) =1}
on renkaan (Zg4,+, ) yksikoiden joukko Lauseen 7.3 nojalla.
Lause 12.4. Olkoon R rengas. Tdlloin (R*,-) on ryhmd.

Todistus. Kasitellddn luennolla. ]
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13 Rengashomomorfismi

Maéaritelma 13.1. Olkoot R ja R renkaita. Kuvaus f: R — R’ on rengas-
homomorfismi, mikali

1. flx+y) = f(x)+ f(y) kaikilla z,y € R, eli f on ryhmdhomomorfismi
ryhmiélti (R, +) ryhmaélle (R, +),

2. f(zy) = f(x)f(y) kaikilla x,y € R,
3. f(1)y=1".
Rengasisomorfismi on bijektiivinen rengashomomorfismi.
Esimerkki. Kuvaus f : R — C, z — (z,0), on rengashomomorfismi, silla
jos z,y € R, niin
L flz+y) = (2+y,0) = (z,0)+ (y,0) = f(z) + f(y),
2. flay) = (2y,0) = (2,0)(y,0) = f(2)f(y),
3. f(1) =(1,0).
Itse asiassa kyseessé injektiivinen homomorfismi, eli upotus.

Lause 13.2. Jos f : R — R' on rengashomomorfismi, niin sen kuva, el
joukko
im(f) == {yeR|y= f(x) jollain x € R },

on renkaan R’ alirengas.

Todistus. Harjoitustehtava O

47



14 Kunnat ja kokonaisalueet

Maaritelmi 14.1. Olkoon R rengas ja x € R, x # 0. Jos on olemassa
y € R\ {0} siten, ettd zy = 0 tai yx = 0, niin = on nollantekijd.

Esimerkki. 2 on nollantekiji renkaassa Zy, silli 2 - 2 = 0.

Lause 14.2 (Supistussdinto). Jos R on rengas ja a € R\ {0} ei ole nollan-
tekijd, nin kaikilla x,y € R pdtee

ar=ay = =1y.
Todistus. Kasitelldin luennolla. O

Maaritelmi 14.3. Jos R on kommutatiivinen rengas, jossa ei ole nollante-
kijoitd, niin R on kokonaisalue.

Havaitsemme, ettd kommutatiivinen rengas R on kokonaisalue jos ja vain
jos kaikilla x,y € R,

ry=0 = (x=0taiy=0).
Esimerkki. Z, Q, R ja C ovat kokonaisalueita.

Maaritelma 14.4. Kommutatiivinen rengas K on kunta, jos jokaisella x €
K\ {0} on kddnteisalkio x=' siten, ettd za—! = 1.

Toisin sanoen, kommutatiivinen rengas K on kunta, jos K* = K \ {0}.

Kunnassa K alkion x € K kiinteisalkio on alkio x 7! siten, ettid za=! = 1,
kun taas alkion x vasta-alkio —z on alkio siten, ettd x + (—z) = 0.

Esimerkki. Q, R ja C ovat kuntia. Z ei ole kunta.

Lause 14.5. Jos K on kunta, niin se on kokonaisalue.

Todistus. Kasitellddan luennolla. OJ
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Lause 14.6. Olkoon d € N\ {0} luku. Seuraavat ehdot oval yhtdpitivida.
1. Zg4 on kokonaisalue.
2. d on alkuluku.
3. Zg4 on kunta.

Todistus. Kasitellidn luennolla. O
Olkoon (R, +,-) rengas ja a € R. Méiritelladn merkintd a”, missd n € N.
1. a®°=1 (missi 0 € Nja 1l € R),
2. a"™t =a" - a.

Renkaissa potenssi a™ siis viittaa kertolaskuun. Maéritelladn lisdksi renkaan
yhteenlaskuun viittaava uusi merkintd na, missa n € N ja a € R:

1. 0a = 0 € R (missd ensimméinen 0 kuuluu joukkoon N ja toinen ren-
kaaseen R),

2. (n+1)a =a+ (na).

Merkinta na siis viittaa summaan a + a + ... + a, missd a esiintyy n kertaa.
Lisdksi, jos n € N ja a € R, niin méadritelldén, etta

(—n)a = —(na).

Muista, ettd renkaan (R, +,-) madrdama olio (R, +) on ryhmé, ja vertaa nyt
médrittelemidmme yhteenlaskuun liittyvid merkint6ja na ja (—n)a ryhmaé-
teorian yhteydessid annettuun potenssimerkintdin ¢”, missd g € G ryhmaélld
G. Merkintd na on siis vanha tuttu ryhmén potenssimerkintd, mutta uusi
merkintd na on tarpeellinen, silld merkintd a™ viittaa renkaan kertolaskuun.

Toisin sanoen, kun n on positiivinen, merkinté a” viittaa alkioon a-a-...-a,
missé a esiintyy n kertaa, ja merkintd na viittaa alkioon a+a+ ... 4+ a, missi
a esiintyy n kertaa.
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Luvuissa 15, 16 ja 17 renkaalla tarkoitetaan aina kommutatiivista
rengasta, jossa 0 # 1. (Tentissd ja harjoitustehtivissd ilmoitetaan
aina selvisti, tehdddnko tdmi oletus vai ei.)
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15 Polynomirenkaat
Olkoon R rengas. Polynomifunktio on kuvaus f : R — R siten, ettd
T An " + Q12"+ o 4 asx? + a1z + ao,

missé ag, ai, ..., a, € R on ddrellinen joukko alkioita.
Esimerkki. Tarkastellaan rengasta (Zs, +, ). Kuvaus f : Z3 — Zs,
x— 223 + 222 +0x+1,
on polynomifunktio. (HT: Laske f(2).) My6s kuvaus g : Zz — Zs,
= at+ ?xs,
on polynomifunktio. (HT: Laske f(2).) Edelleen, myds kuvaus

]’LIZg-)Z37
1,

on polynomifunktio.]

Esimerkki. Tarkastellaan rengasta (Z, 4+, -). Kuvaus f : Z — Z,
z— 923 +402% + 2,

on polynomifunktio. My6s kuvaus g : Z — Z,

T
on polynomifunktio, kuten on kuvaus k : Z — Z,

x — 0.
Tarkastellaan sitten rengasta (R, +,-). Kuvaus h: R — R,

z — 6,987z + 7z,

on polynomifunktio.[]

Otetaan kiyttoon merkintd > ;2%
ieN

E a;xt = ag + a1z + asx? + ...
iEN
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missi alkiot a; ovat jonkin renkaan alkioita. Huomaa, ettd > a;x' identifioi

ieN
polynomifunktion, mikili on olemassa sellainen j € N, ettd kaikilla £ > j
patee a; = 0. Eli jostakin alkiosta a; alkaen, kertoimet a; ovat nollia.

Olkoon R rengas ja p: R — R ja q: R — R polynomifunktioita. Maéri-
tellasn, ettd p + ¢ on funktio siten, etté

(p+q)(z) = p(x) +q()

kaikilla z € R. Toisin sanoen, jos

p(z) = Z a;x’'

€N

q(z) = Z bi',

1€N

ja

niin p + ¢q on funktio siten, ettd
(p+q)(z) = (Z a:c) + (Z bx) = (o + b2,
ieN ieN ieN

Selvésti ndhdéén, ettd (p 4+ ¢) on polynomifunktio.
Samaan tapaan, madritellain, ettd pg on funktio siten, etta

(pq)(z) = p(x)q(z)

kaikilla x € R. Toisin sanoen, pq funktio siten, etté

o) = () (She) = (S )t

jEN =0
koska
(Z aﬁ#) <Z b;ﬁ) = (ap + a1x + ... + apa™)(bg + byw + ... + bpa™)
i€EN i€N

= aobo + (a0b1 + (llbU)ZE + (agbg + a1b1 + agbo)l’Q + ...
ot (@b ™™

= Z (i al-bj,i> .

jEN =0
("am ja bn alaindeksit summautuvat x:n eksponenttiin.")
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Selvasti ndhdain, ettd funktio pg on polynomifunktio.
Eli, polynomifunktioilla voidaan siis laskea, kun méiritelldasin yhteenlas-
kuoperaatio ja kertolaskuoperaatio siten, etté

(p+a)(z) = p(z) + q(z)
ja
(pq)(z) = p(z)q(z)
kaikilla = € R. Talloin p + q ja pq ovat polynomifunktioita.

Esimerkki. Olkoon X joukko ja R rengas. Méadritelldén olio (F/(X, R), +, -),
missi

1. F(X,R):={ f| f on funktio X — R },

2. kaikille f,g € F(X, R) pitee, etti (f +¢g) on funktio X — R siten, ettd
(f +9)(x) = f(z) + g(x) kaikille x € R,

3. kaikille f,g € F(X, R) pitee, ettd (fg) on funktio X — R siten, ettd
(fg9)(xz) = f(z)g(x) kaikille z € R.

Laskuharjoitusten yhteydessd osoitetaan, ettd struktuuri (F(X, R),+,-) on
rengas.!

Tarkastellaan rengasta (F'(R, R), +, -). Osoitetaan, ettd polynomifunktioi-
den R — R kokoelma P muodostaa struktuurin (F(R, R),+, ) alirenkaan.

1. Osoitetaan, ettd (P,+) on ryhmén (F(R, R),+) aliryhma.

(a) Nollafunktio = +— 0 on ryhmén (F(R, R),+) neutraalialkio. Sel-
visti nollafunktio 0 on my6s polynomifunktio. Ryhmén (F(R, R), +)
neutraalialkio, eli nollafunktio 0, siis kuuluu joukkoon P.

(b) Oletetaan, ettd p € P. On osoitettava, ettd —p € P. Mikd on —p €
F(R,R)? —p on funktio siten, ettd ((—p) +p) = (p+ (=p)) =0

(nollafunktio). Olkoon p(z) = Y a;z'. Mééritellidin funktio ¢ :
ieN

a@) = 3" ().

€N

R — R siten, etta

I Kyseisiss# laskuharjoituksissa ei oleteta, ettii rengas on aina kommutatiivinen rengas,
jossa 0 # 1. Laskuharjoitusten todistusta laajentamalla on kuitenkin triviaali osoittaa,
ettd jos R on kommutatiivinen rengas jossa 0 # 1, niin talléin (F (X, R),+, ) on kommu-
tatiivinen rengas, jossa 0 # 1.
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Nyt g +p = p+ g = 0, joten riittdd osoittaa, etti ¢ on poly-
nomifunktio. Koska renkaissa —(uv) = (—u)v (laskuharjoitukset),

niin _
g(z) = (—a;)7".
ieN
Téaten ¢ = —p on polynomifunktio. Siis —p € P.

(c) Oletetaan, ettd p,q € P. On osoitettava, ettd (p + ¢) € P. Tama
tehdiin jo edellé: jos p(z) = Y a;z' ja q(z) = > b;z’, niin tillsin

(0-+a)(w) = (Do ba') + (D ba') = D (s b

mistd ndhdéén helposti, ettd (p + ¢) on polynomifunktio.

2. Osoitetaan, ettd renkaan F(R, R) ykkosalkio kuuluu joukkoon P. Yk-
kosalkio on vakiofunktio f = 1, eli funktio f : R — R siten, ettd
f(z) =1 kaikilla € R. Selvéisti f = 1 on polynomifunktio.

3. Osoitetaan, ettd jos p,q € P, niin (pg) € P. Tdmékin nihtiin jo
edella.[]

Polynomifunktioihin liittyy ongelma, joka on kiusallinen erdiden mate-
maattisten tarkastelujen kannalta. Nimittdin, kaksi eri merkkijonoa

apx" + ...+ ag ja bpx™ 4 ... + by

madrittelevit joissakin tapauksissa saman polynomifunktion. Tarkastellaan
esimerkiksi polynomifunktiota f : Zs — Zs, x — x> + 2x. Havaitaan, etti

f0)=f(1) = f(2) =0,
joten f on nollakuvaus. Taten eri merkkijonot
23 +22ja 0
médrittelevit saman polynomifunktion. Samaan tapaan, eri merkkijonot
z ja z?

médrittelevit yhden ja saman polynomifunktion renkaassa Zs. Seuraavaksi
kehitelldan tapa valttaa tadma ilmio.
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Maaritelma 15.1. Jos R on rengas, niin R-kertoiminen polynom: on kuvaus
p:N—R

siten, ettd jollain j € N pétee, ettd p(k) = 0 kaikilla £ > j. Toisin sanoen,
jostakin syotteestd j alkaen, kaikki p:n arvot ovat nollia.

Polynomi p : N — R samaistetaan jonon
p = (ag,a1,as, ....,a,,0,0,0,0,0,0,...)

kanssa, missd a; = p(i) kaikilla ¢ € N.

Esimerkki. Tarkastellaan rengasta (Z, +, ). Jono
p=(1,2,3,0,6,0,0,0,0,0,0,...)

on Z-kertoiminen polynomi. Tadmé& polynomi p vastaa intuition tasolla merk-
kijonoa
62" + 327 + 22 + 1.

Jono
(0,19,0,2,10,0,0,0,0,0,0,...)

taas vastaa merkkijonoa
10z* + 22° + 19z.

Merkkijonoa
2%+ 2% + 227 + 8

vastaa polynomi
(8,0,2,1,0,0,1,0,0,0,0,0,...).

Tarkastellaan sitten rengasta (Zg, +, -). Polynomi

(7,1,2,6,0,1,0,0,0,0,0,0,...)

vastaa merkkijonoa
2 +62° + 22+ +7. O

Otetaan kayttoon merkinta
R[X]:={ p | p on R-kertoiminen polynomi }.

On tirkedéd huomata, ettd polynomi ei ole sama asia kuin polynomifunktio.
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Olkoot p,q € R[X] polynomeja. Maéritelldéin summa p + ¢ ja tulo pq
siten, ettd p + ¢ on polynomi joukossa R[z], jolle pétee

(p+a)(4) = p(j) + a(j)
kaikilla j € N, ja pg on polynomi joukossa R[X], jolle pétee
J
(pa)(j) = _p(i)g(j — i)
i=0

kaikilla j € N. Kerroin (pq)(j) on siis summa kaikista tuloista p(l)q(k), missa
[ 4+ k = j. Vertaa tulon méairitelméé aikaisemmin suorittamaamme (polyno-
mifunktioita koskevaan) tarkasteluun, jossa totesimme, etté

(Z aﬁ) (Z bixi> = (ap + a1x + ... + apa™) (b + biw + ... + bpa™)
ieN ieN

= aobo + (a0b1 + (llbg)l’ + (a0b2 + a1b1 + a2b0)$2 + ...
ot (@bt

= Z (i aibj,i> 2.

JEN i=0

Eli, polynomien summa ja kertolasku maéritellian siten, etté
(ap, a1, as, ...) + (bo, b1, ba, ...) = (ag + bo, ay + by, as + by, ...)
ja
(ag,ay, as, ...) - (bo, b1, ba, ...) = (apby, aoby + aiby, agbs + aiby + asby, ...).

Kertolaskussa siis "tulotermien alaindeksit summautuvat vastaavan koordi-
naattiposition jarjestyslukuun". Esimerkiksi koordinaattiposition 2 tuloter-
mit ovat agbs, a1by ja asby. Vasemmanpuoleisin koordinaattipositio on koor-
dinaattipositio 0.

Esimerkki. Summaillaan ja kerrotaan konkreettisia polynomeja
(a,b,c,0,0,0,...).

Esimerkki kasitelldan luennolla.
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Jos a € R, niin jono
(a,0,0,0,...)

on vakiopolynomi p, € R[X].
Kuvaus f : R — R[X], a — p,, on injektio siten, ettd

fla+b) = paro = pa +pp = fla) + f(b)
ja
f(CLb) = Pab = PaPb = f(a)f<b)

Lisaksi
f(1) =p1 = (1,0,0,0,...).

Téten f on rengashomomorfismi, kunhan vield osoitetaan, ettd R[X] on ren-
gas, jonka ykkosalkio on p;. Niin ollen f on upotus, eli injektiivinen ho-
momorfismi R — R[X]. Intuition tasolla tdten rengas R[X]| sisdltdd kopion
renkaasta R. Vakiopolynomit p, muodostavat kyseessa olevan kopion. Mer-
kitddn jatkossa epdmuodollisesti

Pa = a,

jolloin R 7 C” R[X].

Lemma 15.2. Jos a € R ja p € R[X], niin
(ap)(i) = ap(i) kaikilla i € N.
Tissa ensimmdinen a on p, € R[X| ja toinen a on alkio joukossa R.
Todistus. Kasitellddn luennolla. ]
Lemma 15.2 sanoo yksinkertaisesti, ettd
a(ag, ay, as, ...) = (aag, aay, aas, ...).
Lause 15.3. Jos R on rengas, niin samoin on R[X] (nk. polynomirengas).

Todistus. Laskuharjoitusten yhteydessi osoitetaan, ettd (F(X, R), +) on ren-
gas.? Laskuharjoitusten argumentin nojalla on helppo nihdi, ettia (R[X], +)
on ryhmén (F(N, R),+) aliryhm4, ja edelleen néin ollen selvésti Abelin ryh-
ma.

2Ks. laskuharjoituksissa ei oleteta, etti rengas tarkoittaa kommutatiivista rengasta,
jossa 0 = 1. T&lla ei ole merkitysta todistuksemme kannalta.
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1.) Ykkosalkio joukossa R[X] on vakiopolynomi p; = 1, silli Lemman
15.2 nojalla

(1-p)(i) = 1-p(i) = p()
kaikilla p € R[X]; my0s
(p- 1)) = p(a),

miké seuraa lopulta siité, ettd R[X] osoitetaan kommutatiiviseksi (ks. alla).

2.) Olkoot p,q,r € R[X]. Nyt

[(p)r] (i) = Y (pa)(j) r(k)

jHk=i

= S (X plm)a)r(h)

j+k=i m+l=j

= 3 pm)altyr(k)

m-+l+k=1

= > ) (X alyr(k))

j4+m=i I+k=j

= > pm)(ar)()

Jj+m=i

= [p(gr)l(@).

3.) Koska téssé luvussa renkaalla tarkoitetaan kommutatiivista rengasta,
osoitetaan, ettd R[X] on kommutatiivinen. Tamé& seuraa R:n kommutatiivi-
suudesta.

(p)(@) = Y p(j)a(k)
= (qp)(3).

4.) Koska R[X] on osoitettu kommutatiiviseksi, osittelulakien osoittami-
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seksi riittad kisitelld toinen osittelulaki.

plg+ )]G = D p() (q+7)(k)

k=i

= 7 p) (alh) + (k)

k=i

= 3" (p(i)alk) + p(G)r(k))

k=i

= Y pGak) + > p(i)r(k)

jtk=i j+k=i
= (pq)(i) + (pr)(7)
= (pq+ pr)(i).

Koska 0 € R ja 1 € R ovat eri alkiot, niin selvisti ykkosalkio p; ei ole Abelin
ryhmén (R[X], +) nolla-alkio py. Téten R[X] on rengas. O

Madritellaan muuttuje X € R[X] asettamalla

1, kuni=1
X(@) =30 0
0, kun ¢ # 1.

Toisin sanoen,

X := (0,1,0,0,0,...).

Lemma 15.4. Jos n € N, nun

Xn(3) 1, kuni=n
1 =
0, kun i # n.

Toisin sanoen,
X" =(..,0,0,0,1,0,0,0,...),

missd 1 on koordinaattiposition n kohdalla. (Huomaa, ettd
X"=1=(1,0,0,0,..)
potenssin madaritelmdan nojalla.)

Todistus. Kasitelldan luennolla. O
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Lause 15.5. Jokaiselle p € R[X]| on olemassa yksikdsitteinen esitys
p= Z a’iXia

missd a; = p,, € R[X] jokaisella i € N, ja lisiksi on olemassa jokin k € N
siten, eltd kaikilla j > k pitee a; = 0 = po. Toisin sanoen, jostakin luvusta
k ldhtien kaitkki kertoimet a; ovat nollia.

Todistus. Kasitellddan luennolla. OJ

Esimerkki. Tarkastellaan polynomirengasta Z[X]. Esimerkiksi
(0,6,0,8,0,0,0,...) = 8X* + 6X,
missd termien 6 ja 8 jalkimmaisille esiintymille patee

6 = ps = (6,0,0,0,0,...) € Z[X],
8 =ps = (8,0,0,0,0,...) € Z[X].

Lisaksi tietenkin
X =(0,1,0,0,0,...) € Z[X].

Tarkastellaan mielivaltaista polynomirengasta R[X|. Kiinnitetdédn jotkin al-
kiot a,b,c¢,d € R[X]\ {0}. Lauseen 15.5 nojalla polynomien summaesitykset
ovat yksikésitteisid, joten esimerkiksi

aX?+bX #£cX?+d

pétee polynomirenkaassa R[X]. [J

Maié&ritelma 15.6. Olkoon R rengas ja p € R[X] \ {0} polynomi. Mikéli
p=a, X"+ a1 X"+ ...+ ap,

missd a,, # 0, niin a, on polynomin p johtava kerroin. Lisdksi, n on poly-

nomin aste. Otetaan kiyttoon merkintd deg(p) = n. Lisdksi sovitaan, ettd

polynomille 0 € R[X] pétee deg(0) = —o0.

Nollapolynomin 0 € R[X] aste on siis —oo. Médritellddn, ettd kaikille
k€ NU {—oo} pitee

—0+k=k+—-00=-00, —c0<kja —oo<0.
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Lause 15.7. Jos R on kokonaisalue, niin samoin on R[X]. Tdlloin

deg(pq) = deg(p) + deg(q)
kaikilla p,q € R[X].
Todistus. Kasitellddn luennolla. O]
Olkoon R on rengas, p € R[X] on polynomi,
b= Z a; X",
ieN

ja ¢ € Rrenkaan R alkio. T&lloin merkinté p(c) tarkoittaa renkaan R alkiota

plc) = Zaici.

ieN
Eli p(c) on se renkaan R alkio, joka saadaan "sijoittamalla" ¢ polynomiin p.
Lause 15.8. Jos R on rengas ja ¢ € R, niin kuvaus
sc: RIX] = R, [ (o),
on homomorfismi (nk. sijoitushomomorfismi).
Todistus. HT. N
Miiritelmi 15.9. Olkoon R rengas ja p € R[X]. Jos a € R ja p(a) = 0,

niin @ on p:n juuri.

Kuten jo edelld totesimme, jatkossa merkitsemme usein epdmuodollisesti

Pa = a.

Jatkossa vakiopolynomit p, € R[X] ja vakiot a € R samaistetaan usein ilman
erillistd varoitusta. Voimme esimerkiksi maééritelld, ettd a € R, ja tdmén
jalkeen todeta, ettd a + X € R[X]. Virallisesti termi a + X viittaa télloin
tietenkin termiin p, + X.

Olkoot ¢, d renkaan R alkioita. Merkinté ¢ — d tarkoitaa alkiota ¢+ (—d).
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16 Jakoyhtalo

Olkoon K kunta ja a,b € K, b # 0. Télloin § tarkoittaa alkiota ab—!. Téssé
luvussa merkki K tarkoittaa aina kuntaa. Lukuja 15, 16 ja 17 koskevan ole-
tuksemme nojalla renkaat ovat kommutatiivisia renkaita joissa 0 # 1. Kunnat
ovat renkaita, joten 0 # 1 péatee kunnissa.

Lause 16.1 (Jakoyhtilé.). Olkoon K kunta jo f € K[X] polynomi. Jos
0 # g € K[X], niin on olemassa yksikdsitteiset polynomit q,r € K[X]| siten,
etta

f=aq-g+r
ja deg(r) < deg(g).

Todistus. 1.) Olemassaolo:

Jos f = qg jollain ¢ € K[X], niin olemassaolo on selvii. Oletetaan siis,
ettd néin ei ole. Tarkastellaan joukkoa

M = {neN|n=de(f—qg)jollain ¢ € K[X] }.

Koska luonnollisten lukujen joukko on hyvinjirjestetty, niin joukolla M on
olemassa pienin alkio min(M). Téten

min(M) = deg(f — qg)
jollain ¢ € K[X]. Merkitddn r := f — qg. Osoitetaan, etti
deg(r) = min(M) < deg(g).

Merkitdan
p:=min(M) jam := deg(g).

Vastaoletus: p > m. Olkoot
r=a,X?+ ap_lXp_l + ...+ ag
ja
G =y X™ + by 1 X™ 4+ .+ by,

ja olkoon

= S
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Talloin

h=r— Z—po_mg

m

=r— (;—pmep + Z—pbmAXp*l + .. )
~ ) XP 0 by 1) X7
— (ap — b_ m) + (ap_l — b_ m—l) + ooy
missd termin XP kerroin on
a, — Z—pbm =0,

joten deg(h) < p. Mutta

h=r-— &Xp*mg

bm,
a -m
=f-99-5X""g
a —m
=f-(a+ X )9,

joten deg(h) € M. Tam4 on ristiriita.
2.) Yksikésitteisyys:
Oletetaan, ettd on olemassa jotkin ¢, r, ¢, € K[X] siten, ettd
f=ag+r=dg+r,

missi deg(r) < deg(g) ja deg(r') < deg(g). Tehddén vastaoletus, ettd ¢’ # q.
Téten

r—r"=qg9-q9=1(d -9y
Jos pétisi, ettd ¢’ # ¢, niin Lauseen 15.7 nojalla pétisi

deg((q' — q)g) = deg(q' — q) + deg(g) > deg(g).
Tamé& on mahdotonta, silld
deg((¢' — q)g) = deg(r —r') < maz{deg(r), deg(r')} < deg(g).

Naéin ollen g = ¢'. Téten

r—r'=(—-qg=0-9g=0,

joten myos r = r’. O]
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Lause 16.2. Olkoon f € K[X] polynomi. Jos a € K, niin tdlldin f(a) =0
jos ja vain jos jollain g € K[X| pdtee f = (X — a)g.

Todistus. Oletetaan, ettd f(a) = 0. Jakoyhtdlon nojalla on olemassa jotkin
q,r € K[X] siten, etta
f=X—-a)g+r,

missé deg(r) < deg(X —a) = 1. Merkitddn g := ¢, eli
f= (X —a)gtr

ja deg(r) < 1. Koska deg(r) < 0, niin r € K, eli r on vakio. Havaitsemme,
ettd Lauseen 15.8 perusteella mielivaltaisille polynomeille p, p’ € K[X]| pétee

(p+7)(a) = s.(p+7p) (s, on sijoitushomom.)
=54(p) + 8a(p)
=p(a) + p'(a)
Ja
(pp')(a) = sa(pp’)
=54(p) 5a(p)
=p(a) p'(a).
Taten

Niin ollen f = (X — a)g. Todistettavana olevan implikaation ensimméiinen
suunta on siis kasitelty.
Oletetaan sitten, ettd f = (X — a)g jollain g € K[X]. Taten

fla) = ((X = a)g)(a)
= (X —a)(a) g(a)
=0-g(a)
= 0.
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Lause 16.3. Oletetaan, ettd n-asteisella polynomilla f € K|[X]| on johtava
kerroin c ja vihintddn n ert juurta ay, ..., a,. Tdlloin

f=cX —a1) (X —az) ... (X —ap).

Todistus. Todistetaan viite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 0, niin
f=c

Olkoon n > 0. Oletetaan, ettd f:11a on eri juuret ay, ..., a,. Lauseen 16.2
nojalla on olemassa sellainen g € K[X], ettd f = (X — a,)g. Selvisti ¢g:n
johtava kerroin on c. Koska

deg(fg) = deg(f) + deg(g)

(Lause 15.7), niin deg(g) = n — 1. Oletuksemme perusteella jokaiselle i €
{1,...,n} pitee

0= fla:) = (a; — an) g(as).
Téaten, koska

1. K on kuntana kokonaisalue ja nain ollen siind ei ole nollantekijoité, ja
2. alkiot aq, ..., a, ovat eri alkioita, joten a; —a, =0 = 1 =n,
niin jokainen alkioista aq, ...,a,_; on g:n juuri. Induktio-oletuksen nojalla
g=cX —ay) - (X —ag) ... (X —an_1),

joten
f=cX —a) (X —ag) ... (X —=ay,_1) (X —a,).

]

Lause 16.4. Jos f € K[X]\ {0} on n-asteinen polynomi, niin silli on
korkeintaan n juurta.

Todistus. Tehd&ddn vasta-oletus, ettd f:114 on eri juuret ay,...,a,,1. Taten
myo0s joukko aq,...a, on kokoelma f:n eri juuria. Lauseen 16.3 nojalla

f=cX —a1) ... (X —ay),
missd ¢ € K, ¢ # 0. Taten

f(an+1) = C(Gn+1 - al) Coeee (Gn+1 - Cln)-

Koska mikidén termeistd (a,1 — a;) ei ole nolla kun i € {1,...,n}, ja koska
kunnassa K ei ole nollantekij6ité, niin f(a,.1) # 0. Téten a,q ei ole fin
juuri, mik& on ristiriita. L]
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Lause 16.5. Olkoon K ddreton kunta ja f € K[X] polynomi. Tdllgin, mikdli
f(a) = 0 kaikilla a € K, niin f = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd f(a) = 0 kaikilla a € K. Tehd&én vastaoletus,
ettd f # 0. Lauseen 16.4 nojalla f:ll4 on enintdén deg(f) juurta. Se, ettd
deg(f) on adrellinen, mutta toisaalta f:1i on ddrettdmén monta juurta, on
ristiriita. [

17 Ideaalit ja tekijarenkaat

Tassé luvussa selvitdmme, millaisia ovat rengashomomorfismin f : R — R’
ytimet
ker(f)={xeR| f(x)=0"}.

Tamén kertoo Lause 17.4. (Katso my6s Lause 13.2.)
Esimerkki. Tarkastellaan rengasta R ja sijoitushomomorfismia
¢ :RX] =R
siten, ettd kaikille f € R[X] pétee p(f) = f(2). Télloin Lauseen 16.2 nojalla

ker(¢) ={f €R[X]|2on fn juuri }
={(X=2)g|geRX]}.D

Olkoot R ja R’ renkaita, f : R — R’ rengashomomorfismi ja a € R renkaan
R alkio. Havaitsemme, etta

(a €eRjazxe ker(f)) = ax € ker(f),

silla
fl@)=0" = flax) = f(a)f(z) =0".
Eli, jos miké tahansa alkio kerrotaan jollain joukon ker(f) alkiolla, kuuluu

niin saatu tulo my6s joukkoon ker(f). TAma joukon ker(f) ominaisuus on
tiarked. Madrittelemme seuraavaksi tdhdn ominaisuuteen liittyvan késitteen.

Maaritelma 17.1. Jos R on rengas, niin I C R on sen ideaali, mikili
1. I on ryhmén (R, +) aliryhma,
2. (aERjaxEI) = ar € 1.

Intuition tasolla ideaali I voidaan ndhd& erdénlaisena nollan kisitteen
yvleistyksend. Yleisesti pétee a0 € {0}, ja toisaalta vastaavasti ax € I pitee
kaikilla « € I. Lisdksi {0} on aina aliryhma.
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Lause 17.2. Jos R on rengas ja I C R, niun I on ideaali jos ja vain jos
1. 1#0,
2. (al, vy Gy € R ja 24, ..., 2, € I) = a1+ ... +ta,x, € 1.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O

Jos R on rengas ja x € R, niin x:n virittama pddideaali on
(x) == {ar|a€R}.
Tama on ideaali Lauseen 17.2 nojalla, silld talloin
1. z=1-z € (x), joten (x) # 0,
2. jos by, ....,b, € Rja ayz,...,a,x € (x), niin

bi(a1z) + ... + bp(anz) = (bray + ... + bpay)x € (x).
Huomaa, ettd ideaali (z) ei tarkoita samaa kuin syklinen aliryhmé (z).
Sen kumpaa oliota tarkoitetaan, tulee selvitd asiayhteydesta.

Esimerkki. Edelld médrittelimme kuvauksen ¢ : R[X] — R, f — f(2).
Havaitsimme, ettd Lauseen 16.2 nojalla télle kuvaukselle pitee

ker(f) ={(X=2)g[geR}.
Nyt havaitsemme, etta ker(f) = (X — 2).

Jos jokainen renkaan R ideaali on padideaali, niin sanotaan, ettd R on
pddideaalirengas.

Esimerkki. Lauseen 8.3 avulla on helppo ndhdé, ettd struktuurin (Z,+)
aliryhmat ovat tdsmélleen tyyppid dZ olevat joukot. Téassd d € N. Myés
renkaan (Z, 4+, -) ideaalit ovat tdsmaélleen joukot dZ, (HT). Taten Z on péa-
ideaalirengas.

Esimerkki. Jos R on rengas ja x1,...,z, € R, niin alkiot x1, ..., x,, virittdvdt
ideaalin

(1, ooy Tp) = {ax1+ ... +apzy | a1, ...;a, € R}
jolloin
1. (x1,...,2,) on todella ideaali (HT),
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2. jos I C R on ideaali siten, ettd xy,...,x, € I, niin Lauseen 17.2 nojalla
(1, .y xy) C 1.

Néin ollen (xy, ..., z,) on suppein ideaali, joka sisdltd& alkiot xq, ..., z,. Eli jos
J on jokin ideaali siten, ettd x1,...,z, € J, niin talloin (1, ..., z,) C J.

Esimerkki. Osoitetaan, ettd jos a,b € Z, niin

(a,b) = (syt(a,b)).
Esimerkki kisitelladn luennolla.
Esimerkki. Renkaan R triviaalit ideaalit ovat {0} ja R = (1).

Esimerkki. Olkoon R rengas. Talléin

(X,X*+1) ={ fX+9(X*+1)| f,g€ RIX]}
={X(f+9X)+g| fgeRX]}
={hX+g|hgeR[X]}
= RX].

Olkoon R rengas ja I C R ideaali. Ideaali I on Abelin ryhmén (R, +)
aliryhma, joten se on normaali aliryhmé&. Voidaan siis madritelld tekijaryhma

R/I={z+1]|zeR}.
Huomaa, ettd Lauseen 10.3 nojalla
r+I=y+1 & x—yel.

Tekijaryhméssd R/I on voimassa tekijiryhmén mééritelmén mukainen
yhteenlasku
(x+1)+(y+1)=(r+y) + 1

Maaritelladn kertolasku joukossa R/I siten, ettd

(x+1)(y+1)=ay+1.
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Kertolasku on hyvinméaaritelty, silla

I=a'+1 —del
{$+ v = {:1: N (Lause 10.3)

y+I=y+1 y—y el

— I
= (z =2y € (I on ideaali)
o(y—y)el

= ay—2y =(@—-2Yy+2(y—y) € I (Ion aliryhmi)

= 2y +1 = ay+ I (Lause 10.3).

Lause 17.3. Olkoon R rengas ja I C R ideaali, I # R. Talloin R/I on
rengas.’

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Olkoon R rengas ja I C R ideaali, I # R. Tarkastellaan kanonista sur-
jektiota
7:R— R/, x—x+1.

Tieddmme, ettd 7 on ryhmédhomomorfismi. Kuvaus 7 on myds rengashomo-
morfismi, silla

1L.7n(1) =141,
2. jos z,y € R, niin

m(ay) =azy+1=(x+1)(y+1)=mn(x)r(y).

Seuraava lause karakterisoi ideaalin kisitteen.

Lause 17.4. Olkoon R rengas ja I C R joukko, I # R. Tdlloin I on ideaali
jos ja vain jos on olemassa sellainen rengashomomorfismi ¢ : R — R’ jollekin
renkaalle R', ettd ker(yp) = I.

Todistus. Kasitellddan luennolla. OJ

3Mikili I = R, niin R/I on yhden alkion rengas (eli 0 = 1), silli R/R sisiltii téismélleen
yhden sivuluokan. Muistamme luvusta 12, ettd 0 = 1 renkaassa R joss R = {0}.
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Lause 17.5 (Renkaiden isomorfialause). Olkoon f : R — R’ rengashomo-
morfismi. Kuvaus

f:R/ker(f) — im(f), missi x+ ker(f) — f(x),
on rengasisomorfismi.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O]
Polynomien jaollisuus

Jatkossa K tarkoittaa aina kuntaa. Lukuja 15, 16 ja 17 koskevan oletuksemme
nojalla renkaat ovat kommutatiivisia renkaita joissa 0 # 1. Kunnat ovat
renkaita, joten 0 # 1 pétee kunnissa.

Miaritelmi 17.6. Olkoon f, g € K[X] polynomeja. Jos on olemassa sellai-
nen h € K[X], ettd f = gh, niin sanomme, ettd g jakaa f:n. Merkintéd g | f
tarkoittaa, ettd g jakaa f:n.

Esimerkki. Renkaassa Z,[X]| pitee
X +1]X%4+1,
silla
X?+1=X>4+2X+1=(X+1)(X +1).

Tassé kiytimme jaannosluokille 7 merkintaé n, eli jitimme ylleviivausmerkin
kirjoittamatta. Jatkossa voimme kidyttdd tilldista merkintdkonventiota, kun-
han asiayhteydestid on selvdd, missd struktuurissa yhteenlasku ja kertolasku
tapahtuvat.

Esimerkki. Olkoon K jokin kunta. Tarkastellaan tilannetta, jossa f|g ja
g|f, missd f,g € K[X].

(flgiaglf) = (9= fg jollain g’ € K[X]
ja f=gf jollain f' € K[X])
= f= fg'f joillain [’ ¢ € K[X]
= 1 =g f jollain ¢’ € K[X] (supistussiinto, Lause 14.2)
= 0= deg(1) = deg(¢'f") = deg(q') + deg(f') (Lause 15.7)
= deg(g') = deg(f') =0
= f', ¢’ ovat vakiopolynomeja.

Havaitsemme, ettd f',¢" € K[X]*, eli f’ ja ¢’ kuuluvat renkaan K[X] yksi-
koiden joukkoon, ks. maaritelma 12.3.
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Lause 17.7. Olkoon K kunta. Rengas K[X| on pddideaalirengas.
Todistus. Kasitellddn luennolla. O

Miaritelmé 17.8. Olkoot f, g € K[X] polynomeja. Polynomi p € K[X] on
fn ja g:n suurin yhteinen tekijd, jos

L p|fiaply,
2. (¢ fiaqlg) = qlp.
Merkitsemme p = syt(f, g), kun p on f:n ja g:n suurin yhteinen tekija.

Huomaa, ettd kun a € K[X]* on yksikkd, niin

p=syt(f.g9) = ap=syt(f,9g),
joten polynomien tapauksessa syt(f,g) ei ole vélttdmattad yksikésitteinen.

Lause 17.9. Olkoon K kunta. Olkoot f,g € K[X] polynomeja. Tdlldin on
olemassa jokin syt(f,g). Lisiksi on olemassa sellaiset polynomit A, B €
K[X], etta

syt(f,9) = Af + By.

Todistus. Kasitelldan luennolla. O

Esimerkki. Eukleideen algoritmi toimii myos struktuurissa K[X]. Sovelta-
malla jakoyhtdlod, saamme esitykset

f = ag+r (deg(ri) < deg(g)),

g = qir1 + 12 (d@g<7‘2) < deg(rl)),
L = @Qr2+7T13 (d@g<7‘3) < d69(7’2))=
Te = q3T3+ T4 (deg(m) < d69(7’3))7

= Gn-1Tn-1+ Tn,

'n—1 = {nTn-
Algoritmi paattyy, silla

deg(r1) > deg(r2) > . ..
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Télloin r, on syt(f,g). Tamé todistetaan samoin, kuin vastaava kokonaislu-
kuja koskeva viite.

Etsitaéin syt(7X% + 2X,3X? + X) struktuurissa Z;;[X]. Esimerkki kisi-
telladn loppuun luennolla.

Jaottomat Polynomit

Olkoon K kunta. Luvusta 14 muistamme, ettd triviaalisti K* = K\ {0}.
Entd millainen on joukko K[X|* 7 Selviisti K* C K[X], eli vakiopolynomit
a € K* ovat joukossa K[X]*. Toisaalta, selvisti nollapolynomi ei ole joukossa
K[X]*. Olkoon f € K[X] jokin polynomi siten, ettid deg(f) > 1. Tehd&én
oletus, ettd f € K[X]*. Taten fg = 1 jollain g € K[X]. Télloin Lauseen 15.7
nojalla

deg(f) + deg(g) = deg(fg) = deg(1) = 0.
Tamé on mahdotonta, silld deg(f) > 1. Néin ollen K[X|* = K* = K \ {0}.

Miaéritelmi 17.10. Olkoon K kunta. Polynomi f € K[X] on jaoton, mikéli
L. deg(f) = 1,
2. jos f = gh joillakin g, h € K[X], niin télloin g € K* tai h € K*.

Esimerkki. Osoitetaan, ettd polynomi f = X2 + 1 € R[X] on jaoton. Teh-
didin vastaoletus, ettdi X2 + 1 = gh, missi g, h ¢ K*. Selviisti g # 0 # h.
Koska X? + 1 = gh, niin

deg(X? + 1) = deg(gh).
Lauseen 15.7 nojalla titen
2 = deg(g) + deg(h).
Nyt jos deg(g) = 0, niin g € K*, joten deg(g) # 0. Samoin deg(h) # 0. Téten
deg(g) = deg(h) = 1.
Taten g = aX + b, missd a,b € R. Téassd a # 0. Nyt

aX—I—b:a(X—Fé),
a

joten g(—2) = 0. Koska f = gh, niin f(—2) = 0. Tdmé on ristiriita, silld
polynomilla f = X? + 1 ei ole reaalijuuria R:ssi. [J
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Olkoon K kunta ja f € K[X] polynomi. Viritetyn ideaalin (f) méédritel-
mén mukaan

(f) = {hflheK[X]}
Otetaan joukon K[X]/(f) sivuluokille kiytt66n merkinté
g =g+

kaikille g € K[X]. Téten sivuluokan g + (f) mééritelmén nojalla

g=g9+(f)={g+plpe(f) }={g+p|p=~fjollain h € K[X] },

g =A{g+hflheK[X]}
Havaitsemme, ettd
0 = {0+hf|heK[X]} = {hf|heK[X]}= (.

Toisaalta B
f={f+nflheK[X]}

joten f € f (koska 0 € K[X]). Téten f € fja f € (f) =0,joten f =0 = (f).
Millainen olio K[X]/{(f) on?

Lause 17.11. Olkoon K kunta jao f € K[X]\ K polynomi. Seuraavat ehdot
ovat yhtdpitavia:

1. K[X]/{f) on kokonaisalue,
2. f on jaoton,
3. K[X]/{f) on kunta.
Todistus. Kasitellddn luennolla. ]

Olkoon K kunta ja f jaoton polynomi. Osoitamme seuraavaksi, ettd ku-
vaus

v K = KIX]/(f), a—a,

on upotus, eli injektiivinen homomorfismi. Kuvaus ¢ siis kuvaa kunnan K
alkion a vakiopolynomin p, = a méaaradmaéksi sivuluokaksi

a=a-+(f).

73



Osoitetaan aluksi, ettd homomorfisuusehdot pétevit.

pla+b) =a+b

p(ab) = Pab
= Da Db (Pa ja pp ovat vakiopolynomeja)
= (Pa - o) + (f)
= (pa + (/) (0o + (f))
= DPa Dy
= p(a)p(b)

Liséksi, kuvauksen ¢ médritelmén nojalla

p(l) =1

Osoitetaan vield, ettd ¢ on injektiivinen. Oletetaan, ettd a € ker(y). Téten

S]]

p(a) =a=0,

eli a + (f) = 0+ (f). Taten a = a — 0 € (f) (Lause 10.3), joten a = hf
jollekin h € K[X]. Jos hf = a # 0, niin h # 0, ja saamme Lauseen 15.7
nojalla ristiriidan

0 = deg(a) = deg(hf) = deg(h) + deg(f) > 1,

silld f on jaoton ja siksi deg(f) > 1. Taten a = 0. Olemme siis osoittaneet,
ettd ker(p) = {0}, joten ¢ on injektiivinen.

Koska ¢ on injektiivinen homomorfismi eli upotus, niin struktuuri K [X]/(f)
sisaltdd isomorfisen kopion struktuurista K. Epaformaalisti, K 7 C " K[X]/(f).
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